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FotoGebra Discovery

Esta presentacion explora la fusion de fotografia, matematicas y tecnologia.
Proponemos usar GeoGebra Discovery en el concurso FotoGebra.

Esto mejorala ensenanza STEAMy el razonamiento automatico.

ﬂ Karina A. Rizzo

& TomasRecio
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FOTOGEBRA

Origenes y Evolucion de FotoGebra

1991 Actualidad
La profesora K. Rizzo inicia la practica docente. Explora la relacion FotoGebra fomenta el pensamiento matematico. Promueve la
entre matematicas e imagenes. modelizacion y exploracion visual.
1 2 3
2016

Nace FotoGebra, fusionando fotografia, matematicas y GeoGebra.

Se convierte en un concurso internacional abierto al publico.
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GeoGebra Discovery: Geometria
Dinamica y Razonamiento Automatico

Descubrimiento de Propiedades

El comando Relacion(h,i) (Relation) encuentra propiedades

geomeétricas entre dos elementos..

https://autgeo.online/ag/automated-geometer.htmli?offline=1

Verificacion de Propiedades

Comprueba (Prove) o DemuestraDetalles(ProveDetails) corroboran
propiedades. Confirman si se verifican con generalidad. VerDemo

(ShowProof) muestra la prueba y una medida de la dificultad.

https://autgeo.online/geogebra-discovery/ Descu bre teoremas

https://qithub.com/kovzol/geogebra/releases

El comando EcuacionLugar(LocusEquation) propone hipotesis

complementarias para que sea cierta una tesis formulada por el usuario.
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GeoGebra Discovery:
Razonamiento Automatico

Matematicamente riguroso

- Traduce en términos de ecuaciones polinomiales 1os pasos de la construccion vy la tesis.

- Utiliza generalmente geometria algebraica compleja computacional (bases de Grobner) para
obtener o confirmar propiedades, salvo en el caso de desigualdades, donde usa algoritmos

de geometria real, de eliminacion de cuantificadores.

- Utiliza los sistemas de algebra computacional Giac y/o Tarski incluidos en GeoGebra

Discovery

Kovacs, Z.; Recio, T.; Vélez, M.P.: "Automated reasoning tools with GeoGebra: What are they? What are they good for?" In: P. R. Richard, M. P. \Vélez, S. van
Vaerenbergh (eds): Mathematics Education in the Age of Artificial Intelligence: How Artificial Intelligence can serve mathematical human learning.

Series: Mathematics Education in the Digital Era, Springer, 2022, pp. 23-44. https://doi.org/10.1007/978-3-050-86909-0 2
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Ul

rine

/"/ it is generally true that:

. ({l+g+h});'z-{(6-»/3)]-tlk,l
under the condition.
e he construction is not degenerale
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Relacion obtenida por
GeoGebra Discovery,
version
https://autgeo.online,
desde un movil,
encontrando
automaticamente la
desigualdad existente entre
el perimetro (1+g+h) y el
area (1*k/2) de un triangulo
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o ® GeoGebra Discovery 5 A GeOGCbI'a DISCOVCI'y,

. A 4 ol 5= C
R AT LG 1B (O] O] 4] 1N (222 0] muestra (con
v Algebra X!« Graphics X Ecuaci(')nLugar)
= [~ ke~ 1 (& #c~ :
® A=(-1.04,0.38) los puntos (rojos)
B = (5.26, 0.9 ,
( ) donde habria que

C, = Midpoint of A, B

¢ = Circle through B with center C,
C = Pointon c

f = SegmentC, A

g = Segment C, B

h = Segment B, A

eql = LocusEquation(2g f  h?, C)

colocar C para que se

verifique el teorema:
en un triangulo

¢ rectangulo en C, el

doble del producto de
los catetos es el
cuadrado de la

hipotenusa.

eql Conjetura: ;ha de ser
t 1s0sceles?

a4

Input:
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Ventajas de GeoGebra Discovery

Facilita el Descubrimiento Potencia la mirada
Ayuda a encontrar propiedades geométricas inesperadas. Enriquece la vision del usuario con una "realidad
Anima alos usuarios a cuestionar el porqué_ aumentada". No elimina, sino que incrementa el

conocimiento (info extra)

(RS CIEIEANNEE S cQ
‘O A = (-6.13, 0.91) =N

il

O B=(2890091)

C = PuntoMedio(A, B
@ (A,B)
— (-1.62, 0.91)
¢ : Circunferencia(C, B)

— (x + 1.62)7 + (y - 0.91)2 = 20.34 i

| f : Mediatriz(A, B)
@
— x=-162

R
[e]
o

; O D = Interseca(c,f,2)
— (-1.62, 5.42)

) g = Segmento(A, B)
— 9.02

@® h = Segmento(A, D)
— 6.38

@ i = Segmento(D, B)
— 6.38 L,

Jo)

a = Demuestra (2 hid gz)

— true

+ Entrada...
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Aplicacion en FotoGebra

Captura de Imagen

1
Los participantes fotografian el entorno.
5 Modeliza
Ajustan una construccion alaimagen.
3 Uso de Discovery
Preguntan a GeoGebra Discovery por propiedades.
A Interpretacion

Analizan los resultados obtenidos.
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Ej e m p I o P ré Ct I co https://autgeo.online/geogebra-discovery/

C Q@ % autgeo.online/geogebra-discovery/ Bx ©0 ¢ O L @
B8 Q@ Nuevapestaia (0 B 3 @ E WM UNON-REVISTAIB.. @B YouTube [B§ TPS5.EstrategiasDo.. @& [ TallerFoto Gebra | Si.. jd @ ISFD.yT.N24-".. g BN UTN e XVICIAEM P XVIConferencia Int.. @ CVar (3 Correo: KarinaRizzo.. ~ » [ Todos los marcadores |
DR CEPINEE Q=

e Tomar una hoja de + =}

papel 3
e Hacer una fotografia
e Insertar en autgeo '

(INPUT + IMAGE) ‘ 3
e Realizar una

construccién 2

e Descubrir propiedades

-

N2 0 e e e s e 1 P AT S R e e
-1
-2
3
@
-4
Q
-5
123 f(x) ABC #& X
X y z ™ 7 8 9 X —
2 JE e 4 5 6 + -
{
< > < 2 1 2 3 = &
( ) [53] ; 0 < > “
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O @ @ @ @ @ |~8 o

@ 6 ¢ & ©

@ < D v & autgeo.online <@ O M + autgeo.online @)
» O dinad - GeoGebra l dina4 - GeoGebra —
A ® || &= — —
g ¥ NI0]4] PAIRNIESIR: D) Q =
- h — -
A = (-0.35, 0.74) =V = =
B=(75,084) https://es.wikipedia.org/wiki/Formatounderscoeredeunderscorepapel
C=(-0.38, 6.14) ° c i E D
D = (7.34, 6.22)
k = 5.41 _
j Relation
g =786 B o
k and | are perpendicular More ;
a=145 (checked numerically) /
” It is generally true that: :N
c: (x + 0.35)2 + (y- 0.7 o k=(1/2v2)-1 -
under the condition:
E = (5.05, 0.81) * the construction is not degenerate
: A
h: -7.86x - 0.11y = -39.1 OK
L] Q ' x
i _ 772 e - v nny mww T -
Q
F = (4.98, 6.2) : @ w e r t y u 1 op
- : a s d f g h j k |

https://autgeo.online/geogebra-discovery/
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Ejemplos Practicos

— ® GeoGebra Discovery 5
GeoGebra Discovery 5
[ —Tn YNy s [ 21 IN\e
e A . AN L R Rl Ol o\ (ARG &
18] [A LA DY O] ) [N =2 ] : A i S
> Algebra @ X~ Graphics X Algebra = Graph‘ics "
@ A=(-2.48,-011) [_| [@&]#a[C~ il ¥ 5 vi=v|[B] /] Smal ~ o

L@ B=(3.32,-0.11) = £ A = (-4.3,-3.22)

'® C=(-1.12,1.13) 7 — i E B = (11.44, -3.34)

® D =(-113,3.19) 1 ERSO | 3 C = (4.16, 0.84)

: f: Z-g%xl= -22-302 | N ! ‘ | D = (4.12, 3.66)
i g: -0.01x + 2.06y = ¢ < . '—\ = == - &
e cix+ 112+ (y-1 2 _—— = bbbl bl - ;=l:::;‘e:'n3:cularUne(D f)
«® E =(0.94,1.14) h = ¢ = Circle(D, O s

: |F|=_ ?;%1:;12 f:)y - \‘ : pandjareiperpendicial e, E = Intersect(c, g, 1)

o dx+ 6.06); ty-1 (checked numerically) F= Mi-dpoint(D. E)
Hle G=(2.21,1.14) G = Midpoint(F, E)

®i=334 h = Segment(D, ©)

®j=206 It is generally true that: d = Circle(G, C)

\ oi = (@/2/5-D) -] -y 1';‘;:::“:3’:) b
; f ori=(1/2 = d
i L +/5+1) - j textl = "ED=CD; F es punto medio de El hand i are More
ppnannnnnill SN q perpendicular
under the condition: (checked numerically)
4 il « the construction is :
4 OK
g ] It is generally true that:
3 oh=(1/2)-iorh f .‘ PR =
Moo @ "o ot R
under the condition:
« the construction ED=CD; F es punto medio de ED; G es medio de
F is not degenerate FE. H es interseccion de circunferencia centro G
pasando por C. Seg i=DG, seg h=CD
1 Input: 4

Descubre la relacion entre los GeoGebra Discovery expresa la ratio
catetos de este triangulo, formado existente entre ellargo vy el alto del

por una columna, basey escalera. rectangulo entre columnas.
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@ 8 GeoGebra Discovery 5

Ejemplos BREESICENEE

v Vista Algebraica x| = Vista Grafica
=li[=1~ )~ | .~

(-2.04, 1.68) h g

(3.76, 1.68)

(-0.47, 2.98)

(0.98, 3)

ectaC, D

ecta que pasa por D perpendiculara f

Punto mediode C, D

Circunferencia que pasa por E con centro D

Recta que pasa por E perpendiculara f

d = Circunferencia que pasa por D con centro E
G = Punto de interseccion de d, h

F = Punto de interseccion de d, h

e = Circunferencia que pasa por F con centro D
H = Punto medio de D, E

| = Punto mediode H, D

k = Circunferencia que pasa por F con centro |

J = Interseccion de k, g

i = Segmento [C, D]

j = Segmento [D, J]

v | AL W o

~

U.N.
Comahue /
Instituto
Balseiro

SnmQ hgNwp

I T T T I
~

Relacion

Lo que es generalmente cierto es que:
*i=(2/3:/6)-]
bajo la condicién:

¢ la construcciéon no es degenerada

i yjson perpendiculares
(comprobado numéricamente)

OK

l» Entrada:
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R ]2 L1 L D OO [l (N (2] [

v

| v Vlsta Algebraica X| = Vista Grafica X
(==~ [ e
'® A=(-14,-0.27)
® B=(4.4,-0.27)
'® C=(-0.21, 2.73)
/@ D =(-0.22, 1.33)
® f=RectaCD
® g = Recta que pasa por C perpendicular a f
'® c = Circunferencia que pasa por D con centro C
® E = Interseccion dec, g
® C' = Simétricode C porE
'® F = Punto mediode E, C'
:® h = Recta que pasa por D paralelaag
. ® F' = Simétrico de F por C'
'® i = Segmento [C, D]

® j = Segmento [C, F']
@& @ Relacion

Lo que es generalmente cierto es que:
*i=(2/5)-]
bajo la condicion:

e |a construccion no es degenerada

iy j son perpendiculares -
(comprobado numéricamente)
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l GeoGebra Discovery 5
A \’. 2 ® |a=2
Rr.v’/;/k‘:b.v@v@v&axﬁ_v‘%’
I ~ Vista Algebraica X« Vista Grafica
i_ e LT T&l»[c~
® A= (14,-027) - " :
i® B =(4.4,-0.27) n f R — ‘fﬁ‘;“:‘!‘ i
.C=(083 4.25) : .‘ //,//,.’.,f..., e 0= L7
® D =(0.68,4.19) ( g e
® f=RectaC,D '.
® g = Recta que pasa por C perpendicularaf « ~ | ]
.0 ¢ = Circunferencia que pasa por D con centro C ,
|. E = Interseccion de ¢, g 4
® C' = Simétrico de C porE | '
® d = Circunferencia que pasa por C' con centro D J
® h = Recta que pasa por D paralelaaf ¢ e — - o
® i = Recta que pasa por D paralelaag
1 ® H = Interseccion de d, i
® j = Segmento [C, D]
® k = Segmento [D, H]
Relacién !
Lo que es generalmente cierto es que:
°j=(1/5V/5) -k
bajo la condicion:
* |a construccién no es degenerada
j y k son perpendiculares Mis
(comprobado numéricamente)
OK
Entrada: ¢
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JQT.AV/;%—FVI’E'V@v@vév&ﬁv‘%.V

v

. v Vista Algebraica X~ Vista Grafica
W =li[=lv| few | A CY
‘® A =(-0.69, -0.9) ’
:o B =(5.11, -0.9)
v® C=(0.79, 0.65)
"® D = (0.74, 2.57)

® f=RectaC, D
' ® g = Recta que pasa por C perpendiculara f
| ® c = Circunferencia que pasa por D con centro C
w® E = Interseccion dec, g
@ F =Punto mediode C, E

® F' = Simétrico de F porE
"® d = Circunferencia que pasa por F' con centro D
«® h = Recta que pasa por D perpendiculara f
'® G = Interseccion ded, h
"® i =Segmento [D, C]

- ® j = Segmento [D, G] h

@ o Relacion

Lo que es generalmente cierto es que:
°i=(2/13-4/13)-j

bajo la condicidn:

e |a construccion no es degenerada

i yj son perpendiculares

e Mas...
(comprobado numéricamente)

OK
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R {e*] L1 L 1B QL) ]

a=2 '$'
x agwel 3

,' v Vista Algebralca X
| v / v
A = (-0.83, 2.46)
B = (4.97, 2.46)
C=(2.48, 3.28)
= (2.48, 3.8)
f=RectaC,D

e

g = Recta que pasa por D perpendicularaf
E = Punto mediode C,D
¢ = Circunferencia que pasa por E con centro D
F = Interseccion de ¢, g
h = Recta que pasa por E paralelaag
i = Recta que pasa por F perpendicularag
G = Interseccion de h, i
d = Circunferencia que pasa por G con centro D
H = Interseccion ded, g
j = Segmento [D, H]
k = Segmento [D, C]
I =(1.29, 3.83)
J =(1.29, 4.05)
| = Recta }, |
m = Recta que pasa por | perpendicularal
n = Recta que pasa por | perpendicularam
e = Circunferencia que pasa por J con centro |
K = Interseccion dee, m
L = Punto medio de |, K
p = Circunferencia que pasa por ) con centro L
M = Interseccion de p, m
q = Segmento [J, 1]
r = Segmento [I, M]
@ &

~ Vista Grafica
A Cy

A
"X

Relacion

LO que es generalmente cierto es que:

°q = ((1/2-(¥5-1) -roq = ((1/2-(V5+1) - r

bajo la condicion:

e |a construccion no es degenerada

g y r son perpendiculares
(comprobado numéricamente)

my

Mas...
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@ & instituto balseiro biblioteca 2.ggb

] A [~ L (D] (GO €] [N =] (@]

v

~ Vista Algebraica Xl Vista Grafica X
= ‘v-/;v -v .'A':m' F

® A = (-0.84, 2.46) f i |

® B = (4.96, 2.46)

® C=(2.48,3.28)

® D= (248, 3.8)

® f=RectaC,D

® g = Recta que pasa por D perpendiculara f

® E = Punto mediode C,D

® c = Circunferencia que pasa por E con centro D

® F = Intersecciondec, g

® h = Recta que pasa por E paralelaag

® i = Recta que pasa por F perpendicularag

® G = Interseccion de h, i

® d = Circunferencia que pasa por G con centro D

® H = Interseccion de d, g

® j = Segmento [D, H]

® k = Segmento [D, C]

Lo que es generalmente cierto es que:
°j=(1/2-v/2) -k
bajo la condicion:

e |a construccidon no es degenerada

jy k son perpendiculares

55 Mas...
(comprobado numéricamente)

OK

»

FNnrrana’
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: . . 7 % . » N e -
23R P BB SH(O)E Ay, P A N O

— AN 4 A et WS | e .- < : -
* Vista Algebraica “ = Vista Grafica + % |
v | [fev m- .' AW ~
® A=(-14,-0.27)
® B=(44,-027)
® C=(2.35,2.47)
® D=(2.33,1.71)
® f=RectaC, D
® g = Recta que pasa por D perpendiculara f
® ¢ = Circunferencia que pasa por C con centro
® E = Intersecciondec, g
® D' = Simétricode D por E
® E' = Simétrico de E por D'
® D" = Simétrico de D' por E'
® h=RectaD",C
® | = Segmento [C, D]
® j = Segmento [C, D"]
® F = Interseccion de g, h 2
® k = Segmento [D", D] h
® G = Punto sobre k
® | = Segmento (G, C]
e @ Relacién

Lo que es generalmente cierto es que:
*i<l=<((V17):10)
bajo la condicién:

* |a construccion no es degenerada

OK

Frireoaera

"
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Impacto en la divulgacion:
paseos matematicos con
FotoGebra Discovery y
MathCityMap .wumanimen eues

Utilizacion de las herramientas de razonamiento automatico de

4 M GeoGebra Discovery para realizar sobre fotografias tomadas por

{
ﬂ los paseantes, tareas matematicas propuestas alolargo de paseos
. “\ matematicos desarrollados y efectuados con el celular, via

AN N Mathcitymap
\\

Arino-Morera, B.; Martinez-Zarzuelo, A.; Lazaro del Pozo, C.; Recio, T. (2024): “Paseos matematicos con

MathCityMap y GeoGebra Discovery: una propuesta.” Boletin de la Soc. Puig Adam de Profesores de
Matematicas, 117, abril 2024, pp. 19-38.

https://www.ucm.es/sociedadpuigadam/file/boletin-117-de-soc-puig-adam
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Impacto en la Divulgacion
Ensenanza STEAM

Enfoque Pensamiento Critico
Interdisciplinario Motiva a justificar

Conecta matematicas con propiedades geométricas.
arte, arquitectura, fisica e Incrementa la construccioén
ingenieria. Fomenta una de conocimiento.

vision integral.

Inteligencia Artificial
Utiliza IA simbodlica y exacta. Facilita el descubrimiento de

propiedades.
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Conclusiones
Proximos Pasos

Q 2 [~

Innovacion Participacion Crecimiento
FotoGebra Discovery Invitar a estudiantesy  Esperamos expandir
puede revolucionar la publico en general a el uso de estas

divulgacion/ensenanza explorar la realidad herramientas.

de la matematica. matematicamente. Promover la

Integra tecnologiay Fomentarla divulgacion
creatividad. observacion matematica.

matematica del

mundo.
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https://www.geogebra.org/m/fasamgae
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