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Verificacion

La verificacion formal: uso de asistentes de prueba para chequear que una
demostracion es correcta al maximo nivel de detalle.
No se omite ningin detalle, reduciendo el resultado a probar hasta los mismos

axiomas.
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Verificacion

La verificacion formal: uso de asistentes de prueba para chequear que una
demostracion es correcta al maximo nivel de detalle.

No se omite ningin detalle, reduciendo el resultado a probar hasta los mismos
axiomas.

Atencion

Prueba formalizada # Prueba automatica

Herramientas

Agda, Coq, HOL Light, Lean, ACL2, Isabelle.
Tienen dispobibles varias l6gicas [Avigad, 2020].
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Verificacion

Proyectos notables de formalizacién

m Teorema de los Cuatro Colores [Gonthier, 2008], Teorema de Orden
Impar [Gonthier et al., 2013].

m Matematica Univalente / Teoria de tipos homotépica [Univalent
Foundations Program, 2013], concebido por Voevodsky.

m El proyecto Flyspeck [Hales et al., 2017, Forum Math. Pi] sobre la
Conjetura de Kepler.
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Verificacion

Proyectos notables de formalizacién
m Teorema de los Cuatro Colores [Gonthier, 2008], Teorema de Orden
Impar [Gonthier et al., 2013].

m Matematica Univalente / Teoria de tipos homotépica [Univalent
Foundations Program, 2013], concebido por Voevodsky.

m El proyecto Flyspeck [Hales et al., 2017, Forum Math. Pi] sobre la
Conjetura de Kepler.

Grandes proyectos presentes

m Isabelle: HOL, AFP. Ver también Paulson [2018].

m Lean: proyectos sobre mathlib, promovidos por K. Buzzard [mathlib
Community, 2020].
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El enfoque ctm al forcing, 1/4

Modelo contable transitivo (ctm) de ZF

(M,E) = ZF donde
m M esestandar. E:=¢€ | M.
m M es contabley transitivo: xc€yeM — xe M.
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Modelo contable transitivo (ctm) de ZF

(M,E) = ZF donde
m M esestandar. E:=¢€ | M.

m M es contabley transitivo: xc€yeM — xe M.

Notar. Si (N, R) = ZF con R bien fundada, entonces existe un ctm M de ZF.
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Modelo contable transitivo (ctm) de ZF

(M,E) = ZF donde
m M esestandar. E :=¢€ | M.
m M es contabley transitivo: xc€yeM — xe M.

Notar. Si (N, R) = ZF con R bien fundada, entonces existe un ctm M de ZF.
Tiene sentido comparar, para x,y € M:

xCy Yy MExCy
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El enfoque ctm al forcing, 1/4

Modelo contable transitivo (ctm) de ZF

(M,E) = ZF donde
m M esestandar. E:=¢€ | M.
m M es contabley transitivo:. xeyeM — xc M.

Notar. Si (N, R) = ZF con R bien fundada, entonces existe un ctm M de ZF.
Tiene sentido comparar, para x,y € M:

xCy Yy MExCy

El lado derecho se puede escribir como:
Vz.zEM — (z€x —z €Y), la relativizacion CM de C a M.
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El enfoque ctm al forcing, 1/4

Modelo contable transitivo (ctm) de ZF

(M,E) = ZF donde
m M esestandar. E:=¢€ | M.
m M es contabley transitivo:. xeyeM — xc M.

Notar. Si (N, R) = ZF con R bien fundada, entonces existe un ctm M de ZF.
Tiene sentido comparar, para x,y € M:

xCy <= MExCy

El lado derecho se puede escribir como:

Vz.zEM — (z€x —z €Y), la relativizacion CM de C a M.
En este caso, sabemos que C es absoluta para modelos transitivos.
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El enfoque ctm al forcing, 2/4

Sea (IP, <, 1) € M una nocion de forzamiento (un cuasiorden con maximo).

Dado un filtro M -genérico G C P, podemos agregrarlo a M para formar la
extension genérica M [G].
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Sea (IP, <, 1) € M una nocion de forzamiento (un cuasiorden con maximo).
Dado un filtro M -genérico G C P, podemos agregrarlo a M para formar la
extension genérica M [G].

Cada a € M|[G] esta codificado por algun a € M a través de la funcion val:

M|G] :={val(G,a) :a € M}
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El enfoque ctm al forcing, 2/4

Sea (IP, <, 1) € M una nocion de forzamiento (un cuasiorden con maximo).
Dado un filtro M -genérico G C P, podemos agregrarlo a M para formar la
extension genérica M [G].

Cada a € M|[G] estéa codificado por algin a € M a través de la funcion val:

M|G] :={val(G,a) :a € M}

Fundamentalmente, la validez en M |G| esta codificada en M por cierta
funcion forces.
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El enfoque ctm al forcing, 3/4

Beneficios de usar ctms

El La contabilidad asegura la existencia de genéricos (por el Lema de
Rasiowa-Sikorski).
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Beneficios de usar ctms
El La contabilidad asegura la existencia de genéricos (por el Lema de
Rasiowa-Sikorski).
K La absolutez proveee un tratamiento transparente de muchos conceptos.
aesordinal <= M |= “a es ordinal” <= M|G] = “« es ordinal”
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El enfoque ctm al forcing, 3/4

Beneficios de usar ctms
El La contabilidad asegura la existencia de genéricos (por el Lema de
Rasiowa-Sikorski).
K La absolutez proveee un tratamiento transparente de muchos conceptos.
aesordinal <= M |= “a es ordinal” <= M|G] = “« es ordinal”
B Tanto M y M[G] son modelos tradicionales (2-valorados).
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El enfoque ctm al forcing, 4/4

Eligiendo (IP, <, 1) apropiadamente uno puede ajustar finamente las
propiedades de primer orden de M[G] (para cada genérico G).

=
e
=

P. Sanchez Terraf (CIEM-FaMAF, UNC) Independencia de CH en Isabelle/ZF UMA Neuquén, 21/09/2022 7/26



El enfoque ctm al forcing, 4/4

Eligiendo (IP, <, 1) apropiadamente uno puede ajustar finamente las
propiedades de primer orden de M[G] (para cada genérico G).

Theorem ([Cohen, 1963])

Si P es el conjunto de funciones parciales binarias finitas con dominio incluido
en NM, M[G] satisface la negacion de la Hipdtesis del Continuo (CH):

M[G] = 2% > K.
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ZF-Constructible

La “légica” Isabelle/ZF llega hasta el Teorema de Hessenberg |A| x |A| = |A].
Nuestra decision de usar Isabelle (durante 2017) fue inducida por su libreria
de constructibilidad [Paulson, 2003].
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ZF-Constructible

La “légica” Isabelle/ZF llega hasta el Teorema de Hessenberg |A| x |A| = |A].
Nuestra decision de usar Isabelle (durante 2017) fue inducida por su libreria
de constructibilidad [Paulson, 2003].

Contiene:

m un desarrollo de la relativizacion y absolutez para clases C;

m la construccion del conjunto de formula y la relacion de satisfaccion;
m una version de Principio de Reflexién (Levy-Montague); y

m El desarrollo de L y la prueba de que satisface AC.
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Nuestra decision de usar Isabelle (durante 2017) fue inducida por su libreria
de constructibilidad [Paulson, 2003].

Contiene:

m un desarrollo de la relativizacion y absolutez para clases C;

m la construccion del conjunto de formula y la relacion de satisfaccion;
m una version de Principio de Reflexién (Levy-Montague); y

m El desarrollo de L y la prueba de que satisface AC.

Disciplina de relativizacion y sintesis

IO p=Pow(x):i (término original).
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m un desarrollo de la relativizacion y absolutez para clases C;
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Disciplina de relativizacion y sintesis

IO p=Pow(x):i (término original).
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ZF-Constructible

La “légica” Isabelle/ZF llega hasta el Teorema de Hessenberg |A| x |A| = |A].
Nuestra decision de usar Isabelle (durante 2017) fue inducida por su libreria
de constructibilidad [Paulson, 2003].

Contiene:

m un desarrollo de la relativizacion y absolutez para clases C;

m la construccion del conjunto de formula y la relacion de satisfaccion;
m una version de Principio de Reflexién (Levy-Montague); y

m El desarrollo de L y la prueba de que satisface AC.

Disciplina de relativizacion y sintesis

IO p=Pow(x):i (término original).
M is_Pow(C,x,p):: 0 (completamente relacional).
M is_Pow_fm(0,1,2) :: 1 (elemento de formula).

= 40(,m
EaaE ANOS
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indices de De Bruijn

Proveen un modo de escribir férmulas de primer orden que simplifica el
manejo de las variables ligadas.

(V.0e1 —0€2)
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indices de De Bruijn

Proveen un modo de escribir férmulas de primer orden que simplifica el
manejo de las variables ligadas.

(V.0e1 —0€2)
m Las asignaciones vienen dadas por listas de elementos del modelo.

A x,y,zwEF0€El —0€2 < (x€eyimplicax € z)
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indices de De Bruijn

Proveen un modo de escribir férmulas de primer orden que simplifica el
manejo de las variables ligadas.

(V.0e1 —0€2)
m Las asignaciones vienen dadas por listas de elementos del modelo.
A x,y,zwEF0€El —0€2 < (x€eyimplicax € z)

m Los cuantificadores desplazan el indizado. El indice nos dice “cuantos
cuantificadores saltar”.

Aly,zwE(V.0el —0€2) < (yC2)
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Los Teoremas Fundamentales

Sea (P, <, 1) € M una nocién de forzamiento. Dado G C P, tenemos
MIG] :={val(P,G,a) :a € M}

Esta es la versién de los teoremas de forcing en nuestra formalizacién.
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Los Teoremas Fundamentales

Sea (P, <, 1) € M una nocién de forzamiento. Dado G C P, tenemos
MIG] :={val(P,G,a) :a € M}
Esta es la versién de los teoremas de forcing en nuestra formalizacién.
Theorem (Cohen [1963])
Hay una funcién forces : formula — formula tal que para cada ¢ y
T0,.--,Tn €M,
Lema de la Verdad para cada G M -genérico,

MIG], [val(P,G,T9),...,val(P,G,T,)] = ¢

=
PpeCG M, p,P =< 1,7,...,7:] E forces(y).
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Los Teoremas Fundamentales

Sea (P, <, 1) € M una nocién de forzamiento. Dado G C P, tenemos
MIG] :={val(P,G,a) :a € M}
Esta es la versién de los teoremas de forcing en nuestra formalizacién.

Theorem (Cohen [1963])

Hay una funcién forces : formula — formula tal que para cada ¢ y
T0,.--,Tn €M,
Lema de la Verdad para cada G M -genérico,

MIG], [val(P,G,T9),...,val(P,G,T,)] = ¢

<~
PpeCG M, p,P =< 1,7,...,7:] E forces(y).
N opleolrm, ... m]

Lema de Densidad p I+ ¢ [10,..., 7| <= {q€P:ql-¢mn,...,m|}es

denso bajo p.
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Logros

¢,Qué formalizamos?

m Un tratamiendo de relativizacion in extenso.
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Logros

¢,Qué formalizamos?

m Un tratamiendo de relativizacién in extenso.
m Resultados faltantes (desde cardinales sucesores, conjuntos contables)
m Relativizamos los existentes.
m Optimizamos ZF-Constructible (ahora parte de Isabelle).
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Logros

¢,Qué formalizamos?

m Un tratamiendo de relativizacién in extenso.
m Resultados faltantes (desde cardinales sucesores, conjuntos contables)
m Relativizamos los existentes.
m Optimizamos ZF-Constructible (ahora parte de Isabelle).

m Una presentacion modelo-tedrica del forcing.

m Extensiones propias de ctms de ZF.
m Construccién de ctms de ZFC + —CH y de ZFC + CH dado uno ZFC.

theorem ctm of not CH:
assumes
"M ~ w" "Transset(M)" "M | ZFC"
shows
"3IN.
MCNAN=wA Transset(N) A N E ZFC U {-—--CH-} A
(V. Ord(a) — (¢ € M «— a € N))"
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Logros

¢, Qué formalizamos?

m Un tratamiendo de relativizacion in extenso.

m Resultados faltantes (desde cardinales sucesores, conjuntos contables)
m Relativizamos los existentes.
m Optimizamos ZF-Constructible (ahora parte de Isabelle).

m Una presentacién modelo-teérica del forcing.

m Extensiones propias de ctms de ZF.
m Construccion de ctms de ZFC + —CH y de ZFC + CH dado uno ZFC.

No incluimos nociones metatedricas (calculo de primer orden, etc).
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Logros

¢, Qué formalizamos?

m Un tratamiendo de relativizacion in extenso.
m Resultados faltantes (desde cardinales sucesores, conjuntos contables)
m Relativizamos los existentes.
m Optimizamos ZF-Constructible (ahora parte de Isabelle).
m Una presentacién modelo-teérica del forcing.
m Extensiones propias de ctms de ZF.
m Construccion de ctms de ZFC + —CH y de ZFC + CH dado uno ZFC.

No incluimos nociones metatedricas (calculo de primer orden, etc).

¢, Qué se puede deducir de la presente formalizacion?

m Cudles instancias de Reemplazo se necesitan para poner a andar la
maquinaria del forcing.

&0z
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Logros

¢, Qué formalizamos?

m Un tratamiendo de relativizacion in extenso.
m Resultados faltantes (desde cardinales sucesores, conjuntos contables)
m Relativizamos los existentes.
m Optimizamos ZF-Constructible (ahora parte de Isabelle).
m Una presentacién modelo-teérica del forcing.
m Extensiones propias de ctms de ZF.
m Construccion de ctms de ZFC + —CH y de ZFC + CH dado uno ZFC.

No incluimos nociones metatedricas (calculo de primer orden, etc).

¢, Qué se puede deducir de la presente formalizacion?

m Cudles instancias de Reemplazo se necesitan para poner a andar la
maquinaria del forcing.

m Una verificacion de que no se requiere Eleccién para hacerlo.

&0z
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Esquema de reemplazo

“Si x — F(x,Xx) es una funcién definible (usando parametros x), entonces
para todo conjunto A, F“A = {F(a,X) : a € A} es un conjunto.
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“Si x — F(x,Xx) es una funcién definible (usando parametros x), entonces
para todo conjunto A, F“A = {F(a,X) : a € A} es un conjunto.

La triste realidad:
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Esquema de reemplazo

“Si x — F(x,Xx) es una funcién definible (usando parametros x), entonces
para todo conjunto A, F“A = {F(a,X) : a € A} es un conjunto.

La triste realidad:

Como una { € }-formula

VA, X : (Vy cAdlz: w(y,z,)_c)) — Ir: Vw(w Er+—JdacA: w(a,w,)_c))

(Aqui, w = F(a,x) <= 9(a,w,X)).
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Esquema de reemplazo

“Si x — F(x,Xx) es una funcién definible (usando parametros x), entonces
para todo conjunto A, F“A = {F(a,X) : a € A} es un conjunto.

La triste realidad:

Como una { € }-formula

VA, X : (Vy cAdlz: w(y,z,)_c)) — Ir: Vw(w Er+—JdacA: w(a,w,)_c))

(Aqui, w = F(a,x) <= 9(a,w,X)).
Luego, se complica obtener reemplazo a través de G o F aun teniéndolo para
GyF.

“‘Reemplazos Lambda”

Los reemplazos de la forma x — (x, F(x, X)) si son componibles!
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34 22 instancias para dominarlas a todas

Construcciones bésicas

m 2 instancias para clausura transitiva (iteracion de X — | J X y absolutez).
m 1 instancia para definir €-rango.
m 1 para la jerarquia acumulativa (V).
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34 22 instancias para dominarlas a todas

Construcciones bésicas

m 2 instancias para clausura transitiva (iteracion de X — | J X y absolutez).
m 1 instancia para definir €-rango.
m 1 para la jerarquia acumulativa (V).

Aritmética cardinal

m 2 instancias para la definicién de tipos de buen orden.

m 2 instancias para Aleph (reemplazo a través de x +— tipo(x) y la
recursion).
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34 22 instancias para dominarlas a todas

También necesitamos una instancia extra ¢ en M para que cada una de las ¢
anteriores valga en M |G|, donde ¢ (x, a, y1,...,y,) €S

a=min{B | 3Ir € Vg. snd(x) Ik @ [fst(x), 7,31, .., yal }

Hasta ahora vamos 8 - 2 = 16.
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34 22 instancias para dominarlas a todas

También necesitamos una instancia extra ¢ en M para que cada una de las ¢
anteriores valga en M |G|, donde ¢ (x, a, y1,...,y,) €S

a=min{B | 3Ir € Vg. snd(x) Ik @ [fst(x), 7,31, .., yal }
Hasta ahora vamos 8 - 2 = 16.

Auxiliares de forcing

2 instancias para el Lema A (eleccién recursiva y su absolutez).
1 para la definicién de “nombres” X (incrustacion M C M[G]).

|

|

m 1 para forzamiento de féormulas atdmicas.

m 1 para el nombre del filtro genérico (x — (x, X)).
|

1 para absolutez de la recursién para ver AC — DC.
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No se requiere mas “fuerza” para los Teoremas
Fundamentales

Los Teoremas de Forcing no requieren instancias de Reemplazo extra en M.
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No se requiere mas “fuerza” para los Teoremas
Fundamentales

Los Teoremas de Forcing no requieren instancias de Reemplazo extra en M.

Es decir, obtenemos

M[GlEyp < TpeGCG.plkyp (1)
uniformemente en ¢

Dependencia de Separacion en ¢

Las instancias de Separacion requeridas por los Teoremas Fundamentales
crecen recursivamente segun la estructura de .
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Isar

A continuacion, un ejemplo (elegidazo!) de matematica formalizada, versus la
version en papel de Kunen [2011].
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Theorem IV.2.27 Let M be a ctm for ZF, let P € M be a forcing poset, and
let G be P—generic over M. Then M[G] = ZF. Furthermore, M|G| = ZFC if

M k= ZFC.

For Power Set (similarly to Union above), it is sufficient to prove that
whenever a € M|G], there is a b € M[G] such that P(a) N M[G] C b. Fix
T € MP such that 7¢ = a. Let Q = (P(dom(r) x P))M. This is the set of all
names ¥ € MP such that dom(9) C dom(7). Let 7 = Qx {1} and let b = 7 =
{Y9¢ : ¥ € Q}. Now, consider any ¢ € P(a) N M[G]; we need to show that ¢ € b.

lemma Pow_inter MG:
| assumes "aeM[G]"
shows "Pow(a) N M[G] € M[G]"
proof -
from assms
obtain 7 where "7 € M" "val(G, 7) = a"
using GenExtD by auto

let Pow M~ (domain(7) xP)"

let 20x{1}"

let val(G,?m)"

from <reM>

have "domain(r)xP € M" "domain(r) € M"
by simp_all

then

have "?b € M[G]"
by (auto intro!:GenExtI)
have "Pow(a) N M[G] C ?b"

proof
fix c
assume "c € Pow(a) N M[G]"
then
obtain y where "ceM[G]" "y € M" "val(G,y) = c"

using GenExt_iff by auto
let ?9="{(o,p) edomain(7)xP . p -0 € 1. [o,x] }"
have "arity(forces( -6 € 1. )) = 6"
using arity_forces_at by auto
with <domain(7) € M> <y € M>
have "7 ¢ M"
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P. Sanchez Terraf (CIEM-FaMAF, UNC)

Theorem IV.2.27 Let M be a ctm for ZF, let P € M be a forcing poset, and
let G be P—generic over M. Then M[G] = ZF. Furthermore, M|G| = ZFC if

M k= ZFC.

For Power Set (similarly to Union above), it is sufficient to prove that
whenever a € M[G], there is a b € M[G] such that P(a) N M[G] C b. Fix
T € MP such that 7¢ = a. Let Q = (P(dom(r) x P))M. This is the set of all
names 9 € MP such that dom(9) C dom(7). Let 7 = Qx {1} and let b = 75 =
{¥c : 9 € Q}. Now, consider any ¢ € P(a) N M[G]; we need to show that c € b.

lemma Pow_inter MG:
assumes "aeM[G]"
shows "Pow(a) N M[G] € M[G]"
proof -
from assms
obtain 7 where "7 € M" "val(G, 7) = a"
using GenExtD by auto
"Pow M= (domain(r) xP)"

-
|
m
=

have "domain(7)xP € M" "domain(r) € M"
by simp_all

have "?b € M[G]"
by (auto intro!:GenExtI)
have "Pow(a) N M[G] C ?b"

using GenExt_iff by auto

have "arity(forces( -6 € 1. )) = 6"
using arity_forces_at by auto

with <domain(7) € M> <y € M>

have "7 ¢ M"

proof
fix c
assume "c € Pow(a) N M[G]"
then
obtain y where "ceM[G]" "y € M" "val(G,y) = c"

let ?9="{(o,p) €domain(7)xP . p+ -0 € 1. [o,y] }"
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{¥9¢ : ¥ € Q}. Now, consider any ¢ € P(a) N M[G]; we need to show that ¢ € b.
Fix s € MP such that g = ¢, and let ¥ = {{0,p) : 0 € dom(7) A plF o € x};
¥ € M by the Definability Lemma. Since ¥ € Q, we are done if we can show
that 9 = ¢. ¥ C ¢ holds because 9g = {og : Ip € G p IF 0 € x} and
all these o¢ lie in »c = c by the definition of IF. To prove ¢ C dg: since
¢ C a = 7g, every element of c is of the form o for some o € dom(7). Since
oG € ¢ = xg, apply the Truth Lemma and fix p € G such that p IF 0 €

then (o,p) € 9, so og € Yg.

have "?b € M[G]"
by (auto intro!:GenExtI)
have "Pow(a) n M[G] C ?b"

proof
fix c
assume "c € Pow(a) N M[G]"
l then
obtain y where "ceM[G]" "y € M" "val(G,y) = c"

using GenExt_iff by auto
let ?9="{(o,p) edomain(7)xP . p -0 € 1. [o,x] }"
have "arity(forces( -6 € 1. )) = 6"
using arity_forces_at by auto
with <domain(v) € M> <y € M>
have "?79 € M"
using sats_fst_snd_in_M
by simp
with <domain(7)xP € M>»
have "?9 € 7Q"
using Pow_rel_char by auto
have "val(G,?9) = c"
proof(intro equalityI subsetI)
fix x
assume "x € val(G,?d)"
then
obtain o p where 1: "(o,p)e?y" "peG" "val(G,o) = x"
using elem of_val_pair
by blast
moreover from <(s,p)e?y> <29 € M>
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Otros enfoques a la Conjunteoria y al forcing

m Lean: Formalizacion completa de modelos a valores Booleanos e
independencia de CH [Han and van Doorn, 2020].
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Otros enfoques a la Conjunteoria y al forcing

m Lean: Formalizacion completa de modelos a valores Booleanos e
independencia de CH [Han and van Doorn, 2020].

m Conjunteoria sobre Isabelle/HOL: ZFC_in_HOL [Paulson, 2019]
Ojo al piojo: fuerza de consistencia

Isabelle/ZF equiconsistente con ZF (?) [Paulson, 1989].
ZFC_in_HOL aproximadamente ZF + 1 inaccesible.
Lean (CiC) ZF + w inaccesibles [Carneiro, 2019].
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Coémo leer nuestro trabajo

Algunos enlaces

m Entrada en la AFP:
https://devel.isa-afp.org/entries/Independence_CH.html

m Sitio del proyecto: https://cs.famaf.unc.edu.ar/~pedro/forcing/

m Repositorio de cédigo:
https://bitbucket.org/miguelpagano/forcing/src/master/src/
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https://devel.isa-afp.org/theories/independence_ch/#Definitions_Main.html

Coémo leer nuestro trabajo

Algunos enlaces

m Entrada en la AFP:
https://devel.isa-afp.org/entries/Independence_CH.html

m Sitio del proyecto: https://cs.famaf.unc.edu.ar/~pedro/forcing/

m Repositorio de codigo:
https://bitbucket.org/miguelpagano/forcing/src/master/src/

Donde arrancar
m Fijense en el esquema que omite las pruebas. La ultima seccién, Main
Definitions. .., tiene un resumen.

m Esa seccion corresponde a la teoria Definitions Main, desde la que
se puede navegar al resto de los resultados.

-
jaaa ANOS

@ UNc
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Trabajo futuro

De formalizacion

m Construccion de ctms de ZFC a partir de un inaccesible;

m Forzamiento con posets de clases propias, usando un P C M definible
envezdeP € M.

m Conectar este desarrollo con Isabelle/HOL.

P. Sanchez Terraf (CIEM-FaMAF, UNC) Independencia de CH en Isabelle/ZF UMA Neuquén, 21/09/2022 23/26



Trabajo futuro

De formalizacion

m Construccion de ctms de ZFC a partir de un inaccesible;

m Forzamiento con posets de clases propias, usando un P C M definible
envezdeP € M.

m Conectar este desarrollo con Isabelle/HOL.

Mas minado meta-teodrico

m Analizar Separacién en mas detalle instances in detail (operaciones de
Godel; junto a G. Figueroa).

m Continuar con el refinamiento de ZF-Constructible, en particular
posponiendo los usos de Partes.

P. Sanchez Terraf (CIEM-FaMAF, UNC) Independencia de CH en Isabelle/ZF UMA Neuquén, 21/09/2022 23/26




— <Kunen IV.3.5>
lemma ccc_fun_approximation_lemma:
notes le_trans[trans]
assumes "ccc"(P,leq)" "AeM" "BeM" "feM[G]" "f : A — B"
shows
"JFEM. F : A — Pow(B) A (VaeA. f'a € F'a A |F'a|" < w)"
proof -
from <feM[G]>
obtain f_dot where "f = val(P,G,f dot)" "f doteM" using GenE
with assms
obtain p where "p F -0:1-2- [f_dot, Av, BY]" "peG" "peM"

iGracias!

lemma Aleph2_extension_le conti
includes G_generic_lemmas
shows "RMGl < 218gMIGIMIGI
proof -
have "N" € M[G]" "Ord(Nz")"
moreover from this
have "NpM" MGl o MG 2" [4 °
moreover from calculation
have "RpM <MIG] | —MIGI 2 |MIGI*

ultimately

have " |NpM[ME] < 2TRgMIGIMIGI" [

then

show "RpMGl < 21RgMIGIMIEI" [4 1
qed

warssad
Nacooar
pre
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