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Aproximaciones de rango bajo

Problema: scaA € C"*"y 1 < h < p := min{m, n}: calcular
A € C""tal que rank(A) < hy ||A — A|| sea lo mds chica posible.

SeaA = UXV* unaDVS: U € C™" y V € C"*" unitarias,

¥ = diag(oy,...,0,) € C"*"con oy > ... > 0, (valores singulares).
Si ¥y, = diag(oy,...,00,0,...,0) € C"*":
~——
p—h

|A — USpV* || = oyt < ||A—A||  (Ap es una solucién 6ptima) .
~——
Ap
Observacion: siuj = Cj(U), 1 <j < m:
si §:=Span{uy,...,up} = A, =U%,V"=PsA.
Pero las DVS’s asi como S son costosas de calcular si p es grande.

Alternativa: aproximar Pg (aproximar un subespacio dominante S) !



Un ejemplo (h = 1)
Sea A € C"™*"y A = UXV* una DVS; Si ¢ > 0 entonces

AA = (USV*(USZVH) = VS V =
A(A*A) = USVH(V SV = US|2M Ve
Sixe C'yv;=Ci(V), 1 <j<n(p=min{m,n}):

p

AAAYIx = ) ()
(computable) J=1

. P g\ 20t
= 0'1(1+ (x,vi)u; + Z <0J1> (x,v)) u
Jj=2

Si (x,vi)= vix#0 y o3>0 — CAA*A)Ix —— C-uy

compatibilidad separacion S



M¢étodo del subespacio iterativo (simplificado)
SeaA € C™", sea X € C™"yseaq > 0:
Paso 1. Se calcula M, = A(A*A)IX € C™<h
Paso 2. Se calcula una b.o. {wy,...,w;} de R(My) C C" (t < h).
Paso 3. Se construye Q € C™', C;(Q) = wj, | <j <1(QQ0* = Pr(y,))-

Teorema (A. Saibaba, SIMAX (2019))

Sea A = USV* una DVS. Sean V;, € C™h y v, | € C<(=h),
V = [Vi| V1] SeaS = Span{uy, ..., up}. Supongamos que

ViXeGllh) y op>opr1 = S nodepende de la DVS,
——— S—

compatibilidad separacion

L 1Ps - 00*l < (%) ||vi 30 (v

(°h+l

2. A — QO*A|| < oht +W H (Vi X) (V*X)TH

™ = = =




M¢étodo del subespacio iterativo: si oy, = o117

Sea A € C"™*" tal que 0, = oj4+1. Sea A = UXV* una DVS,
uj = Cj(U) y S = Span{ul, . ,uh}.

S depende de la DVS consideradal

Ji=max{0 <l <h:op>op}, k:=max{h </l <rank(A) : oy = o}
0j > 0jy]1 = Op = O > Ok -
Entonces existe A = U'Y(V')* DVS tal que S = Span{u}, ..., u}} sii
S = Span{uy, ..., ui}®T con T C Span{ujyi,...,ux}, dim7T = h—j

y decimos que S es un h-subespacio dominante a derecha; en este caso

Pz A es una aproximacion 6ptima de A de rank a lo sumo 4.



Resultados cuando o, = 0,14

Paso 1. Se calcula M, = A(A*A)IX € C™h

Paso 2. Se calcula una b.o. {wy,...,w;} de R(My) (r < h).

Paso 3. Se construye O € C™', C;(Q) = wj, | <j < 1(QQ0* = Pr(y,))-
J=max{0<{l<h:op>op} <h<k=max{h</{<rank(A) : oy =0o,}

0j>0j+] =...=0p = ... = 0 > Of4]
Teorema (M, 2022)

Supongamos que 1 < j, k < rank(A) y que existe una DVS, A = ULV*
tal que V;X € GU(h). Entonces existe S C C" un h-subespacio
dominante a derecha tal que

2q 2g+1
Oh Ok+1
%) X+ (25 e

J

3
|

|wg—Q@ns4<

donde V; € C™, V; € C™k: vV =[V;| Vi 1] = [Vi | Vi) y

Xie=ViX, X0, =V, X con [(=jk.




Resultados cuando oj, = 0,1 (I)

AeCmn X eC™ Qse construye con q iteraciones del método del
subespacio iterativo (Q0* = Pg(a(a+a)ix))-

j=max{0 <l <h:op>04} <h<k=max{h </{<rank(A) : o, = op}

Teorema (M, 2022)

Supongamos que 1 < j < k < rank(A) y que existe una DVS,
A = UXV* tal que V;X € GU(h). Sea q > 2 tal que

2(g—1) 2g—1
ap Ok+1 i 1
4 — X + X0 X < —
(0_]> ” 2J || < on > H 2,k l,k” \E

|A — QQ*A|| < opy1 + V204110  donde O :=

201|152, 2g+1 |15y
4<0'h) [ LIIF e H+<0k+1> 15k LIl kiHF HX XL
O'j op

donde |[Sq,. |2 = Hdiag(o—z+1, o opE = gy oF =k

= = =




Observaciones finales

Las técnicas desarrolladas permiten:
e Considerar X € C"*", para h < r < p (r — h es la redundancia).
® Considerarel caso 1 <j < h < k+ 1, de forma que

Oj+1
O’j>0'j+1Z---ZUhZ---Zcrk>crk+1,U—~1,
k

L

Estos casos corresponden a valores singulares agrupados
(clusters).

® Obtener estimaciones de los primeros & valores singulares de A en
términos de los valores singulares de QQ*A.

® Deducir estimaciones en el caso en que X € C"*" estd generada
aleatoriamente (Gaussiana estandar).
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