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Consideremos un espacio de Hilbert (#, (-,-)).

Dados operadores acotados y autoadjuntos A y B actuando en H,

definamos
P(A\)=A+AB, MeR.
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Consideremos un espacio de Hilbert (#, (-,-)).

Dados operadores acotados y autoadjuntos A y B actuando en H,

definamos
P(A)=A+AB, XeR.

El objetivo de esta charla es describir condiciones necesarias y suficientes
para que los conjuntos

Z-(A,B) ={p e R: A+ pB es semidefinido positivo}

Z-(A,B) ={p e R: A+ pB es definido positivo}

sean no vacios, y las caracteristicas de P(\) cuando A toma valores en
éstos.
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Motivacién: Programacion cuadrdtica con restricciones cuadraticas

Un problema QCQP

minimizar x' Ax + a'x

sujetoa x'Bx+b'x =4,

donde A, B € R™" son simétricas, a,b € R" y 5 € R estan dados.
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Motivacién: Programacion cuadrdtica con restricciones cuadraticas

Un problema QCQP

minimizar x' Ax + a'x

sujetoa x'Bx+b'x =4,

donde A, B € R™" son simétricas, a,b € R" y 5 € R estan dados.

@ Si Ay B son semidefinidas positivas las funciones son convexas.

@ El caso general es de complejidad NP.
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Motivacién: Programacion cuadrdtica con restricciones cuadraticas

Un problema QCQP

minimizar x' Ax + a'x

sujetoa x'Bx+b'x =4,

donde A, B € R™" son simétricas, a,b € R" y 5 € R estan dados.

@ Si Ay B son semidefinidas positivas las funciones son convexas.

@ El caso general es de complejidad NP.

El pencil P(\) = A+ AB, X\ € R, estd relacionado con este problema
QCQP.
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Motivacién: Programacion cuadrdtica con restricciones cuadraticas

Un problema QCQP

minimizar x' Ax + a'x

sujetoa x'Bx+b'x =4,

donde A, B € R™" son simétricas, a,b € R" y 5 € R estan dados.

@ Si Ay B son semidefinidas positivas las funciones son convexas.

@ El caso general es de complejidad NP.

El pencil P(\) = A+ AB, X\ € R, estd relacionado con este problema
QCQP.

Si xg € H es una solucién del QCQP entonces existe Ag € R tal que

A + Ao B es semidefinida positiva.
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Motivacién: Programacion cuadrdtica con restricciones cuadraticas

Un problema QCQP

minimizar  (Ax,x) + Re(a, x

sujetoa (Bx,x)+Re(b,x) = f,

donde A, B € L(#) son autoadjuntos, a,b € H y B € R estdn dados.

@ Si Ay B son semidefinidos positivos las funciones son convexas.

@ El caso general es de complejidad NP.

El pencil P(\) = A+ AB, X € R, esta relacionado con este problema
QCQP.

Si xg € H es una solucién del QCQP entonces existe \g € R tal que

A+ \oB es semidefinido positivo.
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

Dadas matrices simétricas A, B € R"*", consideremos

Z-(A,B) ={p € R: A+ pB es semidefinida positiva},
Z-(A,B) ={p € R: A+ pB es definida positiva}.
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

Dadas matrices simétricas A, B € R"*", consideremos
Z-(A,B) ={p € R: A+ pB es semidefinida positiva},
Z-(A,B) ={p € R: A+ pB es definida positiva}.
Denotemos con Q(B) al conjunto de vectores neutros de la forma

cuadratica inducida por B:

Q(B) ::{XER” : XTBX:O}
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

Dadas matrices simétricas A, B € R"*", consideremos
Z-(A,B) ={p € R: A+ pB es semidefinida positiva},
Z-(A,B) ={p € R: A+ pB es definida positiva}.
Denotemos con Q(B) al conjunto de vectores neutros de la forma

cuadratica inducida por B:

Q(B) ::{XER” : XTBXZO}

Teorema
e Supongamos que B es indefinida. Entonces, Z>(A, B) # & si y solo si

x"Ax >0 para todo x € Q(B).

o 7-(A,B) # @ si y sélo si x Ax > 0 para todo x € Q(B), x # 0.
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

Dadas matrices simétricas A, B € R"*", consideremos
Z-(A,B) ={p € R: A+ pB es semidefinida positiva},
Z-(A,B) ={p € R: A+ pB es definida positiva}.

Denotemos con Q(B) al conjunto de vectores neutros de la forma
cuadratica inducida por B:

Q(B) ::{XER” : XTBXZO}

Ixy,x- € R": XIBX+ >0 A x'Bx. <0

Teorema
@ Supongamos que B es indefinida. Entonces, Z>(A, B) # & si y solo si

x"Ax >0 para todo x € Q(B).

o 7-(A,B) # @ si y sélo si x Ax > 0 para todo x € Q(B), x # 0.
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

La hipétesis de que B es indefinida es necesaria. Por ejemplo, si

1 0 11
S EI Y B P
entonces x ' Bx = 0 implica que x " Ax = 0 pero A+ AB es siempre

indefinida.
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

La hipétesis de que B es indefinida es necesaria. Por ejemplo, si

1 0 11
S EI Y B P
entonces x ' Bx = 0 implica que x " Ax = 0 pero A+ AB es siempre
indefinida.

Tanto Z> (A, B) como Z~ (A, B) son intervalos, y obviamente

I-(A, B) C I=(A, B).
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

La hipétesis de que B es indefinida es necesaria. Por ejemplo, si

1 0 11
S EI Y B P
entonces x ' Bx = 0 implica que x " Ax = 0 pero A+ AB es siempre
indefinida.

Tanto Z> (A, B) como Z~ (A, B) son intervalos, y obviamente

I-(A, B) C I=(A, B).

Sin embargo, A+ AB puede ser semidefinido positivo para un tnico A € R.
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

La hipétesis de que B es indefinida es necesaria. Por ejemplo, si

1 0 11
S EI Y B P
entonces x ' Bx = 0 implica que x " Ax = 0 pero A+ AB es siempre
indefinida.

Tanto Z> (A, B) como Z~ (A, B) son intervalos, y obviamente J

I-(A, B) C I=(A, B).

Sin embargo, A+ AB puede ser semidefinido positivo para un tnico A € R.

Si
11 1 0
A—[ll] and B_[O—l]’

entonces A 4+ AB es semidefinido positivo sélo si A = 0.
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Intervalo de positividad de un haz lineal de matrices

La hipétesis de que B es indefinida es necesaria. Por ejemplo, si

1 0 11
S EI Y B P
entonces x ' Bx = 0 implica que x " Ax = 0 pero A+ AB es siempre
indefinida.

Tanto Z> (A, B) como Z~ (A, B) son intervalos, y obviamente J

I-(A, B) C I=(A, B).

Sin embargo, A+ AB puede ser semidefinido positivo para un tnico A € R.
Si
11 1 0
A—[ll] and B_[O—l]’
entonces A 4+ AB es semidefinido positivo sélo si A = 0.

Si Z>(A, B) = {po} entonces B es indefinida y 7-. (A, B) = @. J




El caso infinito dimensional: la piedra basal

Denotemos con Q(B) al conjunto de vectores neutros de la forma
cuadrética inducida por el operador adutoadjunto B € L(H):

Q(B) ={xeH : (Bx,x)=0}
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El caso infinito dimensional: la piedra basal

Denotemos con Q(B) al conjunto de vectores neutros de la forma
cuadrética inducida por el operador adutoadjunto B € L(H):

Q(B)={xeH : (Bx,x)=0}

Teorema (M. G. Krein y Ju. L. Smul’jan — 1969)

Sean A, B € L(H) operadores autoadjuntos, tales que B es indefinido.
Supongamos que

(Ax,x) >0 para todo x € Q(B).

Entonces, para todo y € H tal que (By,y) <0y todo z € H tal que
(Bz,z) > 0 tenemos que

(Ay,y)
(By,y)

(Az,z)
(Bz,z)’

<
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El caso infinito dimensional: la piedra basal

Denotemos con Q(B) al conjunto de vectores neutros de la forma
cuadrética inducida por el operador adutoadjunto B € L(H):

Q(B)={xeH : (Bx,x)=0}

Ixp,xo € H i (Bxy, x4 ) >0 A (Bx_,x-) <0

Teorema (M. G. Krein y Ju. L. Smul’jan — 1969)

Sean A, B € L(H) operadores autoadjuntos, tales que B es indefinido.
Supongamos que

(Ax,x) >0 para todo x € Q(B).

Entonces, para todo y € H tal que (By,y) <0y todo z € H tal que
(Bz,z) > 0 tenemos que

(Ay,y)
(By,y)

(Az,z)
(Bz,z)’

<
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El caso infinito dimensional: la piedra basal

Entonces,
) (Az,z)
= f > —
K {zE'H:(IBz,z)>0} ( Bz, Z> oy
A
o sup (Ay.y) o
{yeH:(By.y)<o} { BY:y)
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El caso infinito dimensional: la piedra basal

Entonces,
) (Az,z)
= f > —
K {zE'H:(IBz,z>>0} ( Bz, Z> oy
A
o sup (Ay.y) o
{yeH:(By.y)<o} { BY:y)

Ademads, u— < p, y para cada p € [u—, p] se satisface que:

(Ax,x) > u({Bx,x) para todo x € H.
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El caso infinito dimensional: la piedra basal

Entonces,
(Az,z)
= f > —
Ht {zeH:( IBZZ y>0} (BZ Z> oy
A
_ = sup < yy><+oo.
{y€H:(By,y <0} <By )/>

Ademads, u— < p, y para cada p € [u—, p] se satisface que:

(Ax,x) > u({Bx,x) para todo x € H.

Z>(A,B) # & si y sblo si
(Ax,x) >0 para todo x € Q(B).

En este caso, existen A_, A\ € R tales que Z>(A, B) = [A_, A{].
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El caso infinito dimensional: la piedra basal

Entonces,
(Az,z)
= f > —
Ht {zeH:( IBZZ y>0} (BZ Z> oy
A
_ = sup < yy><+oo.
{y€H:(By,y <0} <By )/>

Ademads, u— < p, y para cada p € [u—, p] se satisface que:

(Ax,x) > u({Bx,x) para todo x € H.

Z>(A,B) # & si y sblo si
(Ax,x) >0 para todo x € Q(B).

En este caso, existen A_, A\ € R tales que Z>(A, B) = [a\,, )\\+].

e S
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Hacia el intervalo de los definidos positivos

Si 7> (A, B) = { Ao }, entonces:
@ B es indefinido.
Q@ I.(AB) # 2.
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Hacia el intervalo de los definidos positivos

Si 7> (A, B) = { Ao }, entonces:
@ B es indefinido.
Q@ I.(AB) # 2.

Deseamos ahora hallar las condiciones necesarias y suficientes para que
Z-(A B) # @.
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Hacia el intervalo de los definidos positivos

Si 7> (A, B) = { Ao }, entonces:
@ B es indefinido.
Q@ I.(AB) # 2.

Deseamos ahora hallar las condiciones necesarias y suficientes para que
Z-(A B) # @.

De aqui en mds suponemos que B es indefinido, y que
IZ(Aa B) = [)‘—a )\-I-]

Intervalo de positividad de un haz de operadores autoadjuntos

Santiago Gonzalez Zerbo



Un resultado intermedio

Lema
Supongamos que A_ < Ay. Dados A\, N € (A_, A1), N # A, existen
0 < a < B tales que

a(A+NB) < A+ AB < B(A+ \B).

Ademas, existen . > 0 tales que

A+ X:B < ai(A+ AB).
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Un resultado intermedio

Lema
Supongamos que A_ < Ay. Dados A\, N € (A_, A1), N # A, existen
0 < a < B tales que

a(A+NB) < A+ AB < B(A+ \B).

Ademas, existen . > 0 tales que

A+ X:B < ai(A+ AB).

Para los A del abierto los operadores son equivalentes de acuerdo a la
relacién de equivalencia de Thompson:

A+ AB~7 A+ )\NB para todos A\, X' € (A_, ;)
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Sobre los rangos

Mediante un conocido teorema de R. Douglas, se sigue que:
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Sobre los rangos

Mediante un conocido teorema de R. Douglas, se sigue que:

Corolario

Supongamos que A\_ < A;. Entonces,
O R((A+AB)Y2) = R((A+ NB)Y2) para todos A\, N € (A_, A1),
@ R((A+ A:B)Y2) C R((A+ AB)Y?2) para todo A € (A_, \4).
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Sobre los rangos

Mediante un conocido teorema de R. Douglas, se sigue que:

Corolario

Supongamos que A\_ < A;. Entonces,
O R((A+AB)Y2) = R((A+ NB)Y2) para todos A\, N € (A_, A1),
@ R((A+ A:B)Y2) C R((A+ AB)Y?2) para todo A € (A_, \4).

Corolario

SiA_ < Ay y A+ \oB tiene rango cerrado para algiin Ao € (A_, A;),
entonces

A+ AB tiene rango cerrado para todo A € (A_, \y).
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Sobre los nicleos

Definamos los conjuntos

_ . (Ax,x)
./\/l+—{x€7-[. (Bx,x) >0 and B ) = A ¢,

M_:{XGH: (Bx,x) <0 and <);’§>:—)\+}.
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Sobre los nicleos
Definamos los conjuntos / inf

Ax, x
= - (B d 1+t =-\_
My {XEH (Bx,x) >0 an B x },

M_:{XGH: (Bx,x) <0 and <);’§>:—)\+}.
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Sobre los nicleos

Definamos los conjuntos inf
_ . (Ax,x) _ A
./\/l+—{x€7-[. (Bx,x) >0 and (Brox) A ¢,
sup
y y > /-)
X, x)
M_—{XGH. (Bx,x) <0 and (Brx) )\+}.

Proposicion

@ Si\_ < \i, entonces:
o N(A+AB) = Q(A)N Q(B) = N(A) N N(B) para todo A € (A_, ;).

o N(A+AiLB) = Mz U (N(A) N N(B)).
@ SiA_ = Ay = A, entonces
N(A+AB) = M4y UM_ U (Q(A)N Q(B)). |
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M_ 'y M_ pueden ser el conjunto vacio. )
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M_ 'y M_ pueden ser el conjunto vacio. )

Consideremos el espacio H = ¢2(N) con el producto interno usual.
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M_ 'y M_ pueden ser el conjunto vacio.

Consideremos el espacio H = ¢2(N) con el producto interno usual.

Consideremos los operadores A, B € L(H) definidos por

Ax = X161 — E Xk €k,
k>2

Bx = —x1e1 + Z(]_ + %)xkek,
k>2

para x = (xx)ken € H, donde {ex}ken denota la base candnica de />(N).
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M_ 'y M_ pueden ser el conjunto vacio. J

Consideremos el espacio H = ¢2(N) con el producto interno usual.

Consideremos los operadores A, B € L(H) definidos por
Ax = X161 — Zxkek,
k>2
Bx = —x1e1 + Z(]_ + %)xkek,
k>2

para x = (xx)ken € H, donde {ex}ken denota la base candnica de />(N).

Entonces
e I-(A,B)={1};
e M_=span{e }\ {0}y M, =0.
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La caracterizacion deseada

Teorema
Z-(A, B) # & si y solo si existe « > 0 tal que

(Ax,x) > al|x||? para todo x € Q(B). (0.1)

En este caso, \_ < A+ y I (A, B) = (A_, A\y).
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La caracterizacion deseada

Teorema
Z-(A, B) # & si y solo si existe « > 0 tal que

(Ax,x) > al|x||? para todo x € Q(B). (0.1)

En este caso, \_ < A+ y I (A, B) = (A_, A\y).

Ademds, dado a > 0 fijo tal que se satisface (0.1), existen n_,ny € R
tales que n— < niy

{ANeR: A+ AB>al} =[n-,n4]
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Una reduccién simplificadora cuando Z. (A, B) # &
Supongamos que 7. (A, B) # @ y sea p € Z-.(A, B).

Santiago Gonzalez Zerbo Intervalo de positividad de un haz de operadores autoadjuntos



Una reduccién simplificadora cuando Z-. (A, B) # &
Supongamos que 7. (A, B) # @ y sea p € Z-.(A, B).
Si G € L(H) estd dado por

G = (A+pB) V2B (A+pB) Y2,
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Una reduccién simplificadora cuando Z-. (A, B) # &
Supongamos que 7. (A, B) # @ y sea p € Z-.(A, B).

Si G € L(H) estd dado por
G :=(A+pB) "?B(A+pB)

el pencil P(\) = A+ AB es congruente con | + (A — p)G. En efecto,
A+ AB = (A+pB)Y2(1+ ()~ p)G)(A+ pB)Y/2.
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Una reduccién simplificadora cuando Z-. (A, B) # &
Supongamos que 7. (A, B) # @ y sea p € Z-.(A, B).
Si G € L(H) estd dado por
G :=(A+pB)"Y2B(A+ pB)~'/?,
el pencil P(\) = A+ AB es congruente con | + (A — p)G. En efecto,
A+ AB = (A+pB)Y2(1+ ()~ p)G)(A+ pB)Y/2.

Consideremos una descomposicién adecuada H = H4 & H_ & N(G) tal

que
G. 0 0
G=1| 0 -G6_0
0 0 0

donde Gy € L(H4) son definidos positivos.
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Una reduccién simplificadora cuando Z. (A, B) # &
Supongamos que 7. (A, B) # @ y sea p € Z-.(A, B).
Si G € L(H) estd dado por

G = (A+pB) V2B (A+pB) Y2,

el pencil P(\) = A+ AB es congruente con | + (A — p)G. En efecto,
A+ AB = (A+pB)Y2(1+ ()~ p)G)(A+ pB)Y/2.

Consideremos una descomposicién adecuada H = H4 & H_ & N(G) tal
que
G. 0 0
G = < 0 —G_ o>
0 0 0
donde Gy € L(H4) son definidos positivos.

Entonces

Io(1,6) = [~ GlITH G-I y Z(1, 6) = (= G [I7H G- [17Y).
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Una reduccién simplificadora cuando Z. (A, B) # &
Supongamos que 7. (A, B) # @ y sea p € Z-.(A, B).
Si G € L(H) estd dado por

G = (A+pB) V2B (A+pB) Y2,

el pencil P(\) = A+ AB es congruente con | + (A — p)G. En efecto,
A+ AB = (A+pB)Y2(1+ ()~ p)G)(A+ pB)Y/2.

Consideremos una descomposicién adecuada H = H4 & H_ & N(G) tal

que
G. 0 0
G = < 0 -G o>
0 0 0 - Ay —
donde Gy € L(H4) son definidos positivos.
Entonces 3 /
I>(1,6) = [~ GlITH NG y Z(1, 6) = (= G lI7H G-I 7) J
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Un fractal de souvenir

£'3
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