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Algebras de Jordan

Definicion

Sea V un R-espacio vectorial con producto o. Decimos que es un dlgebra
de Jordan si o es conmutativo y ademds para todo x,y en V

Xo(x2oy):x2o(xoy).

Supondremos que las lgebras tienen unidad 1. Notaremos L, al operador
multiplicacién.
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Algebras de Jordan

Las dlgebras de Jordan no son asociativas, pero

Proposicion

Un algebra de Jordan V es asociativa por potencias: x" o x™ = x™+™_El|
algebra generada por x es asociativa.

Definicién

Decimos que x pertenece al centro de V si [Ly, L,] = 0 para todo y.
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Algebras de Jordan

Producto de Jordan

V dlgebra asociativa, definimos

Xy + yx
2

Xoy =

llamado el producto de Jordan. (V, o) es un &lgebra de Jordan.

Decimos que un algebra es especial si es isomorfa a una subalgebra de
Jordan de algtn algebra cuyo producto surge de un producto asociativo.
En otro caso, decimos que es excepcional.
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Algebras de Jordan

Definicién

Dado x en V, definimos

U, =22 — L.
Definimos su linealizacién
1 1
Usey = ED}, U, = E(UX” = Uy =Wl = Ll 4 L = Ly
V.

En algebras especiales

Usy =xyx Us,y=xyz+ zyx.

V

Férmula fundamental

Uy, = U0, Uy.

v
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Algebras de Jordan

Definicion

Un elemento x en V es inversible si existe y tal que U,y = x, U, y? = 1.

Inversibilidad de x no es equivalente a inversibilidad de L. Pero tenemos:

Proposicion

Si L, es inversible, entonces x es inversible.

En dlgebras especiales la inversibilidad es la misma que con el producto
original.
Proposicién

x es inversible si y solo si Uy es inversible.
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Algebras de Jordan

Descomposicién de Pierce

Sea e idempotente en V y e = 1 — e. Definimos los operadores de Pierce
E; =U,, E; =2U. ¢, Ey = Uo. Estos operadores forman una familia
suplementaria de proyecciones, es decir, Eg + E; + E» = Id, E;E; = §;E;.
Por lo tanto, V se divide en la suma directa de los rangos de estas
proyecciones. Llamando V; = E;(V),

V=VodpV1&V,.

Esta es la descomposicion de Pierce de V en sus subespacios de Pierce.

Proposiciéon

V; es el autoespacio del operador L. asociado al autovalor 3.
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JB-algebras

Definicion
Decimos que un lgebra de Jordan V con norma || - || es una JB-dlgebra si
es un espacio de Banach y

Ixoyl <llxlllyll & Il =1lxI> y [l < Ix* + ¥l

Definicion

Definimos el espectro de x como
o(x) = {X € R:x — Al es inversible}.

Decimos que x es positivo si o(x) C Rsq. Notamos al cono de positivos
como €.
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JB-algebras

Definicién

Llamamos C(x) a la subélgebra cerrada mas pequefia que contiene a x.

Teorema

C(x) es isométricamente isomorfo a C(a(x)).

Esto nos dice que podemos hacer calculo funcional en JB-algebras: dado
x en V y f funcién continua en el espectro de x, entonces f(x) es un
elemento bien definido en C(x) C Vy o(f(x)) = f(o(x)).
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JB-algebras

Observacién

El célculo funcional nos dice que
Q= {x*:x €V inversible};

y que
Q={e":veV}

Observacién

Dado x positivo existe tnico y positivo con y? = x. Lo notamos y = x*/2
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Sabemos que si Ly es inversible entonces x es inversible.

.

.
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Espectro del operador cuadratico

Observacién

Sabemos que si Ly es inversible entonces x es inversible. Entoces
o(x) C o(Lx), pero sabemos que la inversa no es cierta.

.

Proposicion

co(o(Lx)) = co(o(x)). En particular, L, tiene espectro no negativo si y
solo si x € Q (respectivamente L, tiene espectro no positivo si y solo si
x € =Q).

.
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Espectro del operador cuadratico

Para todo v en V

E2L'/ = Uegv

Corolario
Si x es positivo, entonces U, es un operador positivo.
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Definicion
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de V. p proyeccién central, entonces €, = 2p — 1 es una simetria central.
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Espectro del operador cuadratico

Definicion
Una proyeccién central es un idempotente p = p? que pertenece al centro

de V; una simetria central es una simetria €2 = 1 que pertenece al centro
de V. p proyeccién central, entonces €, = 2p — 1 es una simetria central.

Teorema (Larotonda, Luna; 2022)

El operador U, es un operador positivo si y solo si existe v positivo y &
una simetria central tales que x = ev.
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Espectro del operador cuadratico

Demostracién: py = x4+(x), p— = x—(x) =1 — p;; x4+ caracteristica de
Ry; x4y = ppx, x_ = p_x.

V:V+@V7@VO

gracias a la descomposicién de Pierce para p1; Vi rango de U,, y Vo
rango de 2U,, ,_. V; invariantes para U, por lo que

o(Uy) = o(Ux|v.) Uo(Ux lv_) Ua(Uy v, )-

El espectro de Uy en V. es positivo. Vj es trivial. Vg trivial es
equivalente a p, central. x = ¢, (x4 +x_) =¢€p, v.
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Definicidon

Sea V dlgebra de Jordan. Definimos el grupo de estructura Str(V) como
el conjunto de g inversibles tal que

ng :gng*

para alguna g* inversible.

Observacién

El grupo de estructura es un grupo y * es cerrada en Str(V). Mas aun,
(g*)* = g, por lo que Str(V) es un grupo con involucién .

.

Observacién

g* :g_lUg1~

A
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El grupo de estructura

Definicién

Definimos el grupo interno de estructura a

InnStr(V) = <Ux>xEV inversible-

Definicidon

Decimos que k es un automorfismo si k(x o y) = k(x) o k(y); notamos
Aut(V) al conjunto de automorfismos.

.

Proposiciéon

InnStr(V), Aut(V) C Str(V).
Mas atin, si k € Aut(V), k* = k=% UL = U,.

.




G(Q)
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Definicion

Definimos al grupo que fija el cono €2 como

G(Q) = {g € GL(V) : g(2) = Q}.

Proposicion

InnStr(V), Aut(V) C G(Q).

Mas aln, si g € G(2) existe x positivo y k automorfismo tal que
g ="U, k.

Corolario

G(Q) C str(V).
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Teorema

Aut(V) es un retracto por deformacién fuerte de G(2). En particular
G(Q) y Aut(V) tienen el mismo nimero de componentes conexas.
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Componentes de Str(V)

Teorema

Aut(V) es un retracto por deformacién fuerte de G(2). En particular
G(Q) y Aut(V) tienen el mismo nimero de componentes conexas.

Proposicion

Str(V),, la componente conexa de la identidad de Str(V), estd
contenida en G(€2). En particular G(2) es un subgrupo abierto y cerrado
de Str(V).

Teorema

G(Q) = |I; Str(V), ki, donde cada k; pertenece a una componente
conexa distinta de Aut(V).
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Componentes de Str(V)

Proposicion

Sea p € V una proyeccién central, entonces S, = L., € Str(V) con
Sy =Sp.

Teorema (Larotonda, Luna; 2022)

Sea g € Str(V). Entonces existe v en (2, una proyeccién central p en V' y
un automorfismo k tales que

g=U,5k=5U, k.




Componentes de Str(V)

Demostracién (Idea):



Componentes de Str(V)

Demostracién (Idea): p = x+(g(1)), p' =1—p,
lg(1)] = pg(1) + p'g(1); v = /Ig(1)]-



Componentes de Str(V)

Demostracién (Idea): p = x+(g(1)), p' =1—p,
lg(1)] = pg(1) + p'g(1); v = /Ig(1)]-

Sea h= U;l g, basta ver que h = Syk.



Componentes de Str(V)

Demostracién (Idea): p = x+(g(1)), p' =1—p,

g(1)| = pg(1) + p'g(1); v = /Ig(1)]-

Sea h= U;l g, basta ver que h = Sp,k. Consideramos VE la
complexificacién de V.



Componentes de Str(V)

Demostracién (Idea): p = x+(g(1)), p' =1—p,

g(1)| = pg(1) + p'g(1); v = /Ig(1)]-

Sea h= U;l g, basta ver que h = S,k. Consideramos VE la
complexificacién de V. Sea k = U,y h; k € Aut(VC).



Componentes de Str(V)

Demostracién (Idea): p = x+(g(1)), p' =1—p,

g(1)| = pg(1) + p'g(1); v = /Ig(1)]-

Sea h= U;l g, basta ver que h = S,k. Consideramos VE la
complexificacién de V. Sea k = U, h; k € Aut(VC). Escribimos
k=a+i0,



Componentes de Str(V)

Demostracién (Idea): p = x+(g(1)), p' =1—p,

g(1)| = pg(1) + p'g(1); v = /Ig(1)]-

Sea h= U;l g, basta ver que h = S,k. Consideramos VE la
complexificacién de V. Sea k = U, h; k € Aut(VC). Escribimos

k = a + iB3; tomamos la descomposicién de Pierce por p y gracias a ella
probamos que k € Aut(V) y p es central.



Componentes de Str(V)

Demostracién (Idea): p = x+(g(1)), p' =1—p,

g(1)| = pg(1) + p'g(1); v = /Ig(1)]-

Sea h= U;l g, basta ver que h = S,k. Consideramos VE la
complexificacién de V. Sea k = U, h; k € Aut(VC). Escribimos

k = a + iB3; tomamos la descomposicién de Pierce por p y gracias a ella
probamos que k € Aut(V) y p es central. Obtenemos g = S, U, k.
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Proposicion
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Consecuencias

Proposicion

Si S, y Sq estan en la misma coclase de G(2) en Str(V) entonces p = g.

Corolario

Existe una coclase de G(€2) en Stxr(V) por cada proyeccién central p en
V.

Corolario

U, es positivo si y solo si existe g € Str(V) y z € Q tal que g(z) = x.




Consecuencias

Proposicion

Si S, y Sq estan en la misma coclase de G(2) en Str(V) entonces p = g.

Corolario

Existe una coclase de G(€2) en Stxr(V) por cada proyeccién central p en
V.

Corolario

U, es positivo si y solo si existe g € Str(V) y z € Q tal que g(z) = x.

Corolario

1

g* =g " siysolosi g = Syk con p proyeccién central y k automorfismo.
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