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Logica que preserva grados de verdad

Existen diferentes maneras de relacionar una légica con una clase dada
de algebras.

o R. Jansana. Propositional consequence relations and algebraic
logic, in E. N. Zalta (ed.), The Stanford Encyclopedia of
Philosophy. Spring 2011 Edition.
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Logica que preserva grados de verdad

Existen diferentes maneras de relacionar una légica con una clase dada
de algebras.

o R. Jansana. Propositional consequence relations and algebraic
logic, in E. N. Zalta (ed.), The Stanford Encyclopedia of
Philosophy. Spring 2011 Edition.

El estudio de las l6gicas que preservan grados de verdad se remonta a
Wojcicki en el contexto de la légica de Lukasiewicz, en su libro

o R. Wjcicki. Theory of Logical Calculi: Basic Theory of
Consequence Operations. Vol. 199 of Synthese Library, Kluwer,
1988.
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Luego extendido por varios autores, entre ellos.
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Logica que preserva grados de verdad

Luego extendido por varios autores, entre ellos.

e F. Bou, F. Esteva, J. M. Font, A. Gil, L. Godo, A. Torrens and
V. Verdu. Logics preserving degrees of truth from varieties of
residuated lattices. Journal of Logic and Computation, 19 (2009),
1031-1069.

e J. M. Font. On substructural logics preserving degrees of truth.
Bulletin of the Section of Logic, 36 (2007), 117-130.

e J. M. Font, A. Gil, A. Torrens and V. Verdi. On the
infinite-valued Lukasiewicz logic that preserves degrees of truth.
Archive for Mathematical Logic, 45 (2006), 839-868.

o L. Canti y M. Figallo. On the logic that preserves degrees of

truth associated to involutive Stone algebras. Logic Journal of
the IGPL, 28 (2020), 1000-1020.
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Generalidades

Logica que preserva grados de verdad

Esto sigue un patréon muy general que puede ser considerado para
cualquier clase de estructura de valores de verdad con un orden definido
sobre ellos.

El objetivo es explotar la multiplicidad de valores, considerando una
relacion de consecuencia que preserve cotas inferiores en lugar de solo
preservar el iltimo elemento del orden.
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Introduccién
Generalidades

a grados de verdad

Esto sigue un patréon muy general que puede ser considerado para
cualquier clase de estructura de valores de verdad con un orden definido
sobre ellos.

El objetivo es explotar la multiplicidad de valores, considerando una
relacion de consecuencia que preserve cotas inferiores en lugar de solo
preservar el iltimo elemento del orden.

En este trabajo consideraremos una variedad K de F-dlgebras tal que
toda algebra de la variedad tiene una estructura subyacente de reticulo
con ultimo elemento.

Denotaremos con §m = (F'm, F) el dlgebra absolutamente libre gener-
ada por un conjunto numerable de variables Var.
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Generalidades

Logica que preserva grados de verdad sobre K

Definicié

La légica que preserva grados de verdad sobre K, es la ldgica
proposicional I% = (F'm, ):IS{> definida como sigue, para todo
Tu{a} C Fm:
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Logica que preserva grados de verdad sobre K

La légica que preserva grados de verdad sobre K, es la ldgica
proposicional LS = (Fm, ):IS{> definida como sigue, para todo
Tu{a} C Fm:
(i) SiT es finito no vacio, T' = {aq, - ,an},
ai, - a, Ex a <= VA€ K, Yh € Hom(Fm, A), Ya € A
si h(ay) > a p.ti<n, entonces h(a) > a.

Aldo V. Figallo, Jonathan niento, Martin Figallo Légicas que preservan grados de verdad



Légica que preserva grados de verdad -
> > Introduccién

Generalidades

Logica que preserva grados de verdad sobre K

La légica que preserva grados de verdad sobre K, es la ldgica
proposicional LS = (Fm, ):IS{> definida como sigue, para todo
Tu{a} C Fm:
(i) SiT es finito no vacio, T' = {aq, - ,an},
ai, - a, Ex a <= VA€ K, Yh € Hom(Fm, A), Ya € A
si h(ay) > a p.ti<n, entonces h(a) > a.

(i) 0 = o < VA €K, Yh € Hom(gm, A), h(a) = 1.
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Generalidades

Logica que preserva grados de verdad sobre K

La légica que preserva grados de verdad sobre K, es la ldgica
proposicional LS = (Fm, ):IS{> definida como sigue, para todo
Tu{a} C Fm:
(i) SiT es finito no vacio, T' = {aq, - ,an},
ai, - a, Ex a <= VA€ K, Yh € Hom(Fm, A), Ya € A
si h(ay) > a p.ti<n, entonces h(a) > a.
(i) 0 = o < VA €K, Yh € Hom(gm, A), h(a) = 1.
(iii) Si T es infinito,

T g o <= existen a1, ,ay €T tales que on, -+ o i .

Aldo V. Figallo, Jonathan Sarmiento, Martin Figallo Légicas que preservan grados de verdad



que preserva grados de verdad et

Generalidades

Logica que preserva grados de verdad sobre K

Proposicion

La relacion |:IS< verifica las siguientes propiedades. Para todo
Fr'uAu{a, s} C Fm:
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Gene

Logica que preserva grados de verdad sobre K

La relacion |:IS< verifica las siguientes propiedades. Para todo
Fr'uAu{a, s} C Fm:

(Cl) o €T implica T |:I§< o, (Reflexividad)

(C2) A g o, A CT implica T Ex a, (Monotonia)

(C3) A |:I§{ a, Vo e A(T ’=I§< B) implica T |=I§< o. (Corte sobre
conjuntos)

(C4) A Ex o, T, a =5 B implica AT =5 3. (Corte sobre formulas)

(C5) T |:IS{ a implica €(T) |:I§< e(a), para todo endomorfismo € sobre
Fm. (Estructuralidad)
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Corolario

< 2 s : . < o4
Lz es una ldgica sentencial, es decir, =% es una relacion de
consecuencia finitaria definida sobre Fm.
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Logica que preserva grados de verdad sobre K

Corolario

< 2 s : . < o4
Lz es una ldgica sentencial, es decir, =% es una relacion de
consecuencia finitaria definida sobre Fm.

Lema

Para todo {ay,...,an,a} C Fm,n > 1. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
(a) aa,...,an Ex @
(b) VA € K, Vh € Hom(§m, A), [\ h(e) < h(a).
i=1
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Logica que preserva grados de verdad sobre K

Corolario

Para todo {aq,...,an,a} € Fm, n > 1. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) A1y, Qp ':IS{ «,
(i) a1 A... Aay Ex a,
(i) KEai A... Aoy, < .
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Generalidades

Logica que preserva grados de verdad sobre K

Observacion

o La equivalencia (i) <= (it) del Corolario se deduce que la ldgica
< ° o o c o
L es conjuntiva, esto es: el conectivo A tiene el mismo
comportamiento que la conjuncion cldsica.
o La equivalencia (i1) <= (iii) expresa que la relacion de
iy : oA ‘
consecuencia =g internaliza la relacion de orden de la variedad.

e @ 2 < .
Mads ain, la l6gica =g depende solamente de las ecuaciones que
verifica la variedad K.
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Generalidades

Logica que preserva grados de verdad sobre K

Finalmente teniendo en cuenta el Lema previo, podemos extender la
nociéon de consecuencia como sigue:
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Logica que preserva grados de verdad sobre K

Finalmente teniendo en cuenta el Lema previo, podemos extender la
nociéon de consecuencia como sigue:

Dados T' y A conjuntos de formulas finitos, diremos que A es
consecuencia de I' en LI%, denotado por I’ |:IS< A si,

VA € K, Vh € Hom(Fm, A), \{h(7):veT} < \/{n():6 € A}.
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Logica que preserva grados de verdad sobre K

Finalmente teniendo en cuenta el Lema previo, podemos extender la
nociéon de consecuencia como sigue:

Dados T' y A conjuntos de formulas finitos, diremos que A es
consecuencia de I' en LI%, denotado por I’ |:IS< A si,

VA € K, Vh € Hom(Fm, A), \{h(7):veT} < \/{n():6 € A}.

Si A es un conjunto con exactamente un elemento, recuperamos la
relacién de consecuencia dada en la Definicién de logica que preserva
grados de verdad sobre K.
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad

T

En lo que sigue vamos a considerar la logica que preserva grados de
verdad sobre la variedad T de las algebras temporales.
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad

T

En lo que sigue vamos a considerar la logica que preserva grados de
verdad sobre la variedad T de las algebras temporales.

Definicién (Algebra temporal (Kowalski))

Un dlgebra temporal es un dlgebra A= (A,A,V,—, H,G,0,1) de tipo
(2,2,1,1,1,0,0) tal que el reducto (A, A,V,—,0,1) es un dglgebra de
Boole y las operaciones unarias H y G, satisfacen las siguientes
tdentidades:

(T1) G1=1y Hl1=1,
(T2) G(xAy) =Gz NGy y H(x Ny) = Hz A Hy,
(T3) 2V G-H-xz =1, -V H-G-x = 1.

Denotaremos con T a la variedad de las algebras temporales.
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T

En el siguiente Lema vemos formas alternativas de definir dichas
algebras.
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad

T

En el siguiente Lema vemos formas alternativas de definir dichas
algebras.

Sean (A, \,V,—,0,1) un dlgebra de Boole, G,H : A — A operadores

unarios y F, P los operadores definidos por: F := -G— y P := ~H-.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad

T

En el siguiente Lema vemos formas alternativas de definir dichas
algebras.

Sean (A, \,V,—,0,1) un dlgebra de Boole, G,H : A — A operadores
unarios y F, P los operadores definidos por: F := -G— y P := ~H-.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A= (A, A, V,—, G, H,0,1) es un dlgebra temporal.
(ii) se verifican:
(1) P(x) <y sty solo six <G(y),
(2) F(z) <y siysolosiz< H(y).
(iii) se verifican:
(1) G y H son monotonos,
(2) < GP(z) yx < HF (z).
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Légica sobre la variedad T y cdlculo de secuentes T

Calculo de secuentes T para la loglca que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Consideremos el lenguaje £ = {A,V, —, 1, H, G} y definamos los conec-
tivos P y F como sigue: P :=—-H- y F :=-G-
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Calculo de secuentes T para la loglca que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Consideremos el lenguaje £ = {A,V, —, 1, H, G} y definamos los conec-
tivos P y F como sigue: P :=—-H- y F :=-G-

A continuacién presentamos el calculo de secuentes T, donde trataremos
con secuentes multiple conclusioned, es decir, con secuentes de la forma
I' = A donde I y A son subconjuntos finitos de F'm.
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Calculo de secuentes T para la loglca que preserva

grados de verdad sobre la variedad T

Consideremos el lenguaje £ = {A,V, —, 1, H, G} y definamos los conec-
tivos P y F como sigue: P :=—-H- y F :=-G-

A continuacién presentamos el calculo de secuentes T, donde trataremos
con secuentes multiple conclusioned, es decir, con secuentes de la forma

I' = A donde I y A son subconjuntos finitos de F'm.

Los axiomas y reglas de ¥ son los siguientes:
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Calculo de secuentes T para la loglca que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Axiomas
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obre la variedad T

Légica sobre la variedad T y cdlculo de secuentes T

Calculo de secuentes T para la loglca que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Axiomas
o=« 1= =T

Reglas estructurales

r=A r=A '=Aa ol=A
Na=A

[we];
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Légica sobre la variedad T y cdlculo de secuentes T

Calculo de secuentes ¥ para la légica que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Reglas 16gicas (Fragmento no temporal)

A =] Fa,8=A = Al '=Aa TI'=A/S
Lang= A ' Aanp
Na=A T,6=A '=Aa0

V=] avg=A =V 'sAavp

- =] = A« = a,l'= A
o, = A I'= A ~«
'sAa BIT'=A a,l'= A B

ey (P I ey
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Légica sobre la variedad T y cdlculo de secuentes T

Calculo de secuentes ¥ para la légica que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Reglas légicas (Fragmento temporal)

I's o I'=a
mGl Gr = Ga A = T

I'=a« I'=a
GP] I' = GP« [HF] I'= HF«a
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Légica sobre la variedad T y cdlculo de secuentes T

Calculo de secuentes T para la loglca que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Reglas légicas (Fragmento temporal)

I's o I'=a
mGl Gr = Ga A = T

I'=a« I'=a
GP] I' = GP« [HF] I'= HF«a

Notaremos con ¥ I = A , para indicar que existe una %-prueba del
secuente I' = A
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lo de secue

, minimal temp

Calculo de secuentes ¥ para la légica que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Definicion

w, donde Sy ...Sy, S son

secuentes de %, es derivable si se verifica: Sy...Sk < S

Diremos que la regla de secuentes [r]

Es decir, S es derivable en T si S es probable a partir de {S1,..., Sk}
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Calculo de secuentes ¥ para la légica que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Definicion

w, donde Sy ...Sy, S son

secuentes de %, es derivable si se verifica: Sy...Sk < S

Diremos que la regla de secuentes [r]

Es decir, S es derivable en T si S es probable a partir de {S1,..., Sk}

En lo que sigue denotaremos con —I" al conjunto {—v : v € T'}.
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Calculo de secuentes ¥ para la légica que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Proposicién

Las siguientes reglas son derivables en ¥.
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grados de verdad sobre la variedad T

Las siguientes reglas son derivables en ¥.
'= A I'=-A -I'= A
i re—— N, S — N;| ———
-] —-A = I [Na] A= T [N -A=T

Aldo V. Figallo, Jonathan Sarmiento, Martin Figallo Légicas que preservan grados de verdad



Légica sobre la variedad T y cdlculo de secuentes T

Calculo de secuentes ¥ para la légica que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Proposicién

Las siguientes reglas son derivables en ¥.
Y SAS T “ AT Y sA=T
= = «

RG] = Ga [RH] = Ha
8= A 8= A

mFl £ FA mPl 55 =PA
6=A 8= A

[ H] FHB = A [PC] PG3 = A
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Calculo de secuentes ¥ para la légica que preserva

grados de verdad sobre la variedad T

Proposicion

Los siguientes secuentes son probables en X.
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Légica sobre la variedad T y cdlculo de secuentes T

Calculo de secuentes ¥ para la légica que preserva
grados de verdad sobre la variedad T

Los siguientes secuentes son probables en X.

(1) GTeTyHT & T,

(2) FlelyPlel,

(3) GlaAnp) & GaNGB yHaNp) < HauNHB,
(4) F(aVvp) < FaV Fp y P(aVp) < PaV Pp,

(5) Gla—p)=Ga—Gp yH(a—p)= Ha— Hp,
(6) Gla —» B) = Fa — FB y H(a — ) = Pa — Pg,
(7) a = GPa ya = HFa,

(8) PGa= a y FHa = a,
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Correctitud
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verdad sobre la variedad T
Légica sobre la variedad T y cdlculo de secuentes

Légica minimal temporal

Correctitud

Para poder probar el teorema de Correctitud es necesario especificar
cuando un secuente del calculo ¥ es wvdlido.
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sobre la variedad T y célculo de secuentes ¥

Légica minimal temy

Correctitud

Para poder probar el teorema de Correctitud es necesario especificar
cuando un secuente del calculo ¥ es wvdlido.

Sean T'; A subconjuntos finitos de F'm. Diremos que el secuente
I'= A de ¥ es vdlido si se verifica:

VA €T, Vh € Hom(Fm, A), N{h(y):veT} < \/{n(s):6€A}.
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verdad sobre la variedad T

sobre la variedad T y célculo de secuentes ¥

Légica minimal temy

Correctitud

Para poder probar el teorema de Correctitud es necesario especificar
cuando un secuente del calculo ¥ es wvdlido.

Sean T'; A subconjuntos finitos de F'm. Diremos que el secuente
I'= A de ¥ es vdlido si se verifica:

VA €T, Vh € Hom(Fm, A), N{h(y):veT} < \/{n(s):6€A}.

En la definicién anterior estd implicito el siguiente resultado
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Correctitud

Proposicion

Un secuente I' = A de ¥ es vdlido si, y solo si, T’ |:,% A




ica que preserva s de verdad sobre la variedad T
ilculo de ecuentes
sobre la variedad T y calculo de secuentes ¢ rectitud y completitud,
ulo de secuentes ‘
L6gica minimal temporal

Correctitud

Proposicion

Un secuente I' = A de ¥ es vdlido si, y solo si, T’ |:,% A

FléAh...,Fk#Ak
'=A

Ademsds, diremos que una regla de secuentes

preserva validez si se verifica que

I'; = A; es védlido para 1 < i < k implica I' = A es valido:
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Correctitud

Todas las reglas de T (estructurales y ldgicas) preservan validez.
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ilculo de ecuentes
sobre la variedad T y calculo de secuentes ¢ rectitud y completitud,
ulo de secuentes ‘
L6gica minimal temporal

Correctitud

Todas las reglas de T (estructurales y ldgicas) preservan validez.

Teorema (Correctitud)

Todo secuente probable en T es vdlido.
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verdad sobre la variedad T

sobre la variedad T y célculo de secuentes ¥ ctitud y comple Eg\d.
ulo de secuente @

_égica minimal temporal

Correctitud

Todas las reglas de T (estructurales y ldgicas) preservan validez.

Teorema (Correctitud)

Todo secuente probable en T es vdlido.

La demostracion consiste en probar que todo secuente final en una
T-prueba es vdlido, usando induccion en el numero de secuentes en la
prueba. El caso base, se reduce a probar que todo secuente inicial es

valido, lo cual es inmediato, el paso inductivo resulta del Lema
anterior.
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obre la variedad T y célculo de

Completitud

Ahora vamos a probar el Teorema de Completitud, usando el método
de Lindenbaum-Tarski.
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sobre la variedad T y cdlculo de secuentes ° ctitud y comp
ulo de secuentes
J6gica minimal temporal

Completitud

Ahora vamos a probar el Teorema de Completitud, usando el método
de Lindenbaum-Tarski. De manera se definen las relaciones < y =
sobre F'm como sigue:

a<p siysolosi TrFa=p

a=p0 siysolosi a<pfBypf<a
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ilculo de secuentes
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Completitud

Ahora vamos a probar el Teorema de Completitud, usando el método
de Lindenbaum-Tarski. De manera se definen las relaciones < y =
sobre F'm como sigue:

a<p siysolosi TrFa=p

a=p0 siysolosi a<pfBypf<a

Sm= = (Fm/=,A\,V,—,~,G,H,0,1) es un dgebra temporal. Donde
1=[T] y0=[1]

Aldo V. Figallo, Jor
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sobre la variedad T y calculo de secuentes ° ctitud y completitud,
ulo de secuentes =
_égica minimal temporal

Completitud

Teorema (Completitud)

Todo secuente vdlido de ¥ es probable en .

Corolario

Las siguientes condiciones son equivalentes
(i) TFT = A. (T = A es probable en ¥)
(i) T = A es wvdlido.
(i) T |:% A. (A es consecuencia de T en IL%)
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A continuacién presentaremos un calculo alternativo al cdlculo ¥.




rdad sobre la variedad T
Légica sobre la variedad T y célculo de secuentel

[¢] cuente

Légica minimal temp

Célculo de secuentes TXC

A continuacién presentaremos un calculo alternativo al cdlculo ¥.
Consideremos ahora el lenguaje £ = {A,V,—,~, P,G} y definamos los
conectivos F'y H como sigue: F :=-G- y H :=-P-
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[¢] 0 cuente
Légica minimal temp

Célculo de secuentes TXC

A continuacién presentaremos un calculo alternativo al cdlculo ¥.

Consideremos ahora el lenguaje £ = {A,V,—,~, P,G} y definamos los
conectivos F'y H como sigue: F :=-G- y H :=-P-

Sea TPC el calculo de secuentes que se obtiene a partir de T eliminando
las reglas:
I'=sa I'=sa
- == H — =
mGl Gr=Ga mH] Hr S Ha
I'=s o I'=a
Pl ——— HF] ————
(GP] I' = GPa [HF] I'= HFa
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Célculo de secuentes TXC

y agregando las siguientes reglas:

a=Gp

[P =] Pa=(

Teorema

Un secuente S es probable en X si, y solo si, S es probable en TXY
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Célculo de secuentes TXC

y agregando las siguientes reglas:

a=Gp

[P =] Pa=(

Teorema

Un secuente S es probable en X si, y solo si, S es probable en TXY

Para la demostracion es suficiente verificar lo siguiente:

o Las reglas [P =] y [= G| son derivables en T
o Las reglas [mG], [mH], [GP] y [HF] son derivables en TXC
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Logica minimal temporal

Para concluir esta seccion, establecemos la relacién entre la 1égica L%
y la bien conocida légica temporal minimal a la que da lugar el
sistema K; introducido por E. J. Lemmon en 1965.

La logica que preserva grados de verdad sobre T, es precisamente la
logica K.
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad

MT

Trataremos ahora con LE/IT = (F'm, |:§/IT>, es decir, la légica que
preserva grados de verdad sobre la variedad MT, de las algebras de
De Morgan temporales.

A continuacién damos la definicién de dlgebra de De Morgan temporal
y formas alternativas de definir dichas algebras.
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad

MT

Definicién (Algebra de De Morgan temporal (Figallo
A-Pelaitay G))

Un dlgebra de De Morgan temporal (o MT-dlgebra) es un dlgebra
A= (AN V,~ G, H,O0,1) de tipo (2,2,1,1,1,0,0) tal que el reducto
(A, A, V,~,0,1) es un dlgebra de De Morgan y las operaciones unarias
G, H satisfacen para todo x,y € A:
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad

MT

Definicién (Algebra de De Morgan temporal (Figallo
A-Pelaitay G))

Un dlgebra de De Morgan temporal (o MT-dlgebra) es un dlgebra
A= (AN V,~ G, H,O0,1) de tipo (2,2,1,1,1,0,0) tal que el reducto
(A, A, V,~,0,1) es un dlgebra de De Morgan y las operaciones unarias
G, H satisfacen para todo x,y € A:

(T1) G(1)=1y H(1) =1,
(T2) Gz Ay) = G(z) AG(y) y H(z Ay) = H(z) A H(y),
(T3) x < GP(z) yx < HF (),
donde F(z) :=~ G(~ z), P(x) :=~ H(~ x),
(T4) G(zVy) <G(z)V F(y) y H(zVy) < H(z) V P(y).

Notaremos con MT a la variedad de las algebras de De Morgan
temporales.
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad

Sean (A, \,V,~,1,0) un dlgebra de De Morgan, G, H : A — A
operadores unarios y F, P los operadores definidos por: F :=~ G ~ y
P :=~ H ~. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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Logica que preserva grados de verdad sobre la variedad
MT

Lema

Sean (A, \,V,~,1,0) un dlgebra de De Morgan, G, H : A — A
operadores unarios y F, P los operadores definidos por: F :=~ G ~ y
P :=~ H ~. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A= (AN, V,~,G, H,1,0) es un dlgebra de De Morgan temporal.

(ii) se verifican:

(1) P(z) <y siy solo si x < G(y),

(2) F(x) <y siysolo six < H(y),

(3) GlzVy) <G(x)VF(y) y HzVy) < H(z)V P(y).
(iii) se wverifican:

(1) G y H son monotonos,

(2) 2 <GP(x) yx < HF(z),

(3) GxVy) <G(@)VF(y) y HxVy) < H(z)V P(y).

Aldo V. Figallo, Jonathan Sarmiento, Martin Figallo
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grados de verdad sobre la variedad M'T

Consideremos el lenguaje £ = {A,V,~, H,G} y definamos los conec-
tivos P y F como sigue: P:=~H ~ y F:=~G~

A continuacién presentamos el calculo de secuentes Tgn, al igual que
antes trataremos con secuentes multiple conclusioned, es decir, con se-
cuentes de la forma I' = A donde I" y A son subconjuntos finitos de
Fm.

Los axiomas y reglas de Ton son los siguientes:
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Axiomas
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Axiomas

Reglas estructurales

= A r=A 'sAa ol=A

[wels Na=A [wela '= A«
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Célculo de secuentes Toy

Reglas l6gicas (Fragmento no temporal)

omms] Na=A o] I'=A«
I'~~a= A I'= A ~~a
Mo = A I'sAa I'=s AL
e N = A T = A anp
A ] N~ra=A I'~F=A o Al s A~a,~p
I~ (anp)= A I'=s A~ (anp)
v =] Na=A TI'=A = V] I'= A0
Favi3=A I'=AaVvp
I~ a,~ A I'=s A~ I'= A~
[N\/:>] ) Oé, /6:> [:>N\/] :> ) « :> K ﬂ

I~ (aVvp)= A = A~ (aVp)
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Célculo de secuentes Toy

Reglas 16gicas (Fragmento temporal)

T By v
e M =y e
Ry rev S R B v
e e Wy Eer
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Célculo de secuentes Toy

mGgen] I'= A«

GT = FA,Ga
[emGgen] GFlj’NNC?a:;AFA
G F o
(OFl gpaaa

Aldo V. Figallo,

armiento, Martin Figallo

[mHgen] _I'=sda
HT = PA, Ha
lemHgen] 47 Flj ;NI?a:;APA
=
[HF] I'=H C}YT'a
[cHF] NLOJ;: j A
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Célculo de secuentes Toy

I'= A«
[mGgen) Gr = FA.Ga
[emGgen] GFlj’NNC?a:;AFA
N T
S e

[mHgen] _I'=sda
HT = PA, Ha
lemHgen] 47 Flj ;NI?a:;APA
=
[HF] I'=H C}YT'a
[cHF] NLOJ;: j A

Notaremos con Top FI' = A, para indicar que existe una Tgp-prueba

del secuente I' = A

Aldo V. Figallo, Jonathan niento, Martin Figallo
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Lema

Los siguientes secuentes son probables en Ton

(1) Gae G ~~a, Has H ~~a,

(2) ~Gaes~G~~a, ~Haos~H~~a,
3) F~ase~Ga, P~as~ Ha,

(4) Fo & F ~~a, Pas P~ a,

(5) G~as~Fa, H~aoas~ Pa,

(6) « = GPa, a= HFa,

(7) G(aVvp)=GaVv Fp, H(aVp)= HaV Pg,
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Proposicion
Las siguientes reglas son derivables en Toon.
I'= I'=
e B B

GT = Gj (mH]

HT = Hp

»s de verdad sobre la variedad

Aldo V. Figallo, Jor
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Célculo de secuentes Toy

Proposicion

Las siguientes reglas son derivables en Toon.

I'=p =g
G —— H —F
mGl Gr=as A s
I'=A
Nuestro préximo objetivo es mostrar que la regla [~] AT del

sistema de Font y Rius es admisible en Tgy.
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Si...8

Definicion

Diremos que la regla de secuentes [r] 1Tk, donde S ...Sg, S son
secuentes de oy, es admisible si se verifica:

Ton = Si para todo i € {1,...,k} implica Top = S

Es decir, si todos los Sis son probables en Ton, entonces S es probable
en Ton

Necesitaremos algunos resultados técnicos:
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Sean {a1,...,Qn,B1,--.,0n} UII C Fm. Entonces

(1) Si Ton = Bi = «u, para todo i =1,...,n, entonces
A1,y ... 0 = 11
ﬂ17...,6n:>H

(2) SiTon - Bi = «, para todo i =1,...,n, entonces
Hiﬁl;---,ﬂn
= a,...,an

(3) Si Tom - a; = Bi, para todo i =1,...,n, entonces
ﬂ17...,ﬂn:>H
Al,...,0, =

(4) Si Ton - «; = B;, para todoi=1,...,n,

= Q1,...,0,

11
entonces——————— ¢es derivable en Ton
II = ﬁl; vy Pn

es derivable en Ton

es derivable en Ton

es derivable en Ton
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Corolario

Sea TUA C F'm, entonces las siguientes reglas son derivables en Toy.
o D=~ A ~~T'= A
(1%) =Y =Y
(2*)G~F:>AyH~F:>A
~FT=A " ~PI'=s A"’
(3*)A:F~PyA:>P~F
A=~GT A=~HT"
donde # ~T ={# ~y:veT} y~#L ={~#v:v €T}, para
# € {G,H, F, P}
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Proposicion
Tom F T = A implica Soqp F~ A =~T.
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Célculo de secuentes Toy

Proposicion
Tom F T = A implica Soqp F~ A =~T.

Dado T T = A y P una Topgm-prueba del secuente ' = A. La
demostracion usa induccion sobre el nimero n de inferencias en P.
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Corolario
I'=A

AT es admisible en Toy.

La regla [~]
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Célculo de secuentes Toy

Corolario
I'=A
~A=>~T

Corolario

La regla [~] es admisible en Ton.

Las siguientes reglas son derivables en Toy.

(1) [mFgen) GFI:’;;—:;AFA [mPgen) %
Q) mF] o mP] e o

3) [P6] o FH] oS
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Correctitud y completitud

En forma andloga a lo hecho en la seccién anterior se prueban lo
siguiente
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Correctitud y completitud

En forma andloga a lo hecho en la seccién anterior se prueban lo
siguiente

Teorema

Para todo secuente S de Ton se verifica:

S es probable en oy si, y solo si, S es vdlido.
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Correctitud y completitud

En forma andloga a lo hecho en la seccién anterior se prueban lo
siguiente

Teorema

Para todo secuente S de Ton se verifica:

S es probable en oy si, y solo si, S es vdlido.

Las siguientes condiciones son equivalentes
(i) TmFT = A. (T = A es probable en Ton)
(ii) I' = A es vdlido.

(iii) T |:§/IT A. (A es consecuencia de T en ]LI%,IT)
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iMuchas gracias por su atencion!
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