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Plan de la charla

Motivación (caso lineal).

Resultados en espacios de polinomios homogéneos.
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Motivación

Teo (Pitt (`36), Holub ('73)). Dados 1 < p, q <∞, son equivalentes:

(a) Todo T ∈ L(`p, `q) es compacto.

(b) q < p.

(c) L(`p, `q) es re�exivo.

¾Podemos agregar algo (más fuerte que re�exividad) a esta equivalencia?

Convexidad uniforme Suavidad uniforme
El límite

lim
t→0

‖x + th‖ − ‖x‖
t

existe uniformemente en x ∈ SX y en

h ∈ SX .

L(`p, `q) nunca es UC ni US.....½bajemos las pretensiones!



Motivación

Teo (Pitt (`36), Holub ('73)). Dados 1 < p, q <∞, son equivalentes:

(a) Todo T ∈ L(`p, `q) es compacto.

(b) q < p.

(c) L(`p, `q) es re�exivo.

¾Podemos agregar algo (más fuerte que re�exividad) a esta equivalencia?

Convexidad uniforme Suavidad uniforme
El límite

lim
t→0

‖x + th‖ − ‖x‖
t

existe uniformemente en x ∈ SX y en

h ∈ SX .

L(`p, `q) nunca es UC ni US.....½bajemos las pretensiones!



Motivación

Teo (Pitt (`36), Holub ('73)). Dados 1 < p, q <∞, son equivalentes:

(a) Todo T ∈ L(`p, `q) es compacto.

(b) q < p.

(c) L(`p, `q) es re�exivo.

¾Podemos agregar algo (más fuerte que re�exividad) a esta equivalencia?

Convexidad uniforme Suavidad uniforme
El límite

lim
t→0

‖x + th‖ − ‖x‖
t

existe uniformemente en x ∈ SX y en

h ∈ SX .

L(`p, `q) nunca es UC ni US.....½bajemos las pretensiones!



Espacios SSD (fuertemente sub-diferenciables)

El límite

lim
t→0+

‖x + th‖ − ‖x‖
t

,

existe uniformemente en x ∈ SX y en h ∈ SX .

Ejemplos: �nito-dimensionales, uniformemente suaves, c0, preduales
de Lorentz...

Si X ∗ es SSD entonces X re�exivo (y no vale la vuelta).

X ∗ es SSD ⇐⇒ si x∗ ∈ SX∗ casi alcanza su norma en x ∈ SX
entonces hay un z ∈ SX tal que z ≈ x y |x∗(z)| = 1.

(X ∗ SSD ⇐⇒ X tiene propiedad (?) para funcionales)



Volviendo al principio: ½algo más que re�exividad!

L(`p, `q) es SSD ⇐⇒ L(`p, `q) es re�exivo (⇐⇒ 1 < q < p <∞).

Dem.: ⇒) L(`p, `q)
1
= L(`p × `q′)

1
= (`p⊗̂π`q′)∗.

(x , y)

��

`p × `q′
BT //

��

K

x ⊗ y `p⊗̂π`q′
L
BT

77

π(u) = inf
{∑

i ‖xi‖‖yi‖ : u =
∑

i xi ⊗ yi
}

Luego, si L(`p, `q) es SSD ⇒ es re�exivo.

⇐) Dantas (`16) y Dantas-Rueda Zoca (`21):

propiedad (?) de operadores + cuentas con tensores.
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El caso polinomial

Un polinomio N-homogéneo P ∈ P(NX ,Y ) es una función de la forma

P(x) = Φ(x , . . . , x) con Φ ∈ L(X × · · · × X ,Y ),

‖P‖ = sup
x∈BX

‖P(x)‖Y .

P(z) = Φ(z , z) =
∑

1≤i ,j≤n aijzizj ∈ P(2Cn), Q(x) =
∑

i x
2

i ∈ P(2`2).

Se sabe que son equivalentes:

(a) P(N`p, `q) es re�exivo.

(b) Todo P ∈ P(N`p, `q) es débil secuencialmente continuo.

(c) N · q < p.

Podemos agregar �P(N`p, `q) es SSD� a la equivalencia?
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Un caso particular

P(N`p) es SSD ⇔ P(N`p) es re�exivo (Dantas-Jung-M.-Rodríguez)

Dem.: ⇒) P(N`p)
1
= (⊗̂N,s

πs `p)∗ es SSD ⇒ es re�exivo.

x

��

`p
P //

��

K

x ⊗ · · · ⊗ x ⊗̂N,s
πs `p

L
P

88

πs(u) = inf
{∑

i ‖xi‖
N : u =

∑
i ⊗

Nxi
}



Un caso particular

P(N`p) es SSD ⇔ P(N`p) es re�exivo (Dantas-Jung-M.-Rodríguez)

Dem.: ⇐) Veamos que P(N`p) tiene la propiedad (?) polinomial:

si P ∈ SP(N`p) casi alcanza su norma en x ∈ SX entonces hay un z ∈ S`p
tal que z ≈ x y |P(z)| = 1.

Supongamos que no:

1 ≥ |P(xn)| ≥ 1− 1

n
y dist(xn, {z : |P(z)| = 1}) ≥ ε0 > 0.

Podemos asumir xn
w−→ x0 y, por hipótesis, |P(x0)| = 1. Pero

si xn
w−→ x0 y ‖xn‖ −→ ‖x0‖ entonces xn −→ x0 (propiedad de `p)

lo cual es una contradicción.
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Un caso particular

P(N`p) es SSD ⇔ P(N`p) es re�exivo (Dantas-Jung-M.-Rodríguez)

Dem.: ⇐) (continuación)

P(N`p) tiene propiedad (?) ⇒ P(N`p) es SSD.

Given P ∈ SP(NX )
and ε > 0, we want to �nd δ > 0 such that

‖P + tQ‖ − 1

t
− τ(P,Q) < ε

for every 0 < t < δ and every Q ∈ SP(NX )
. Take δ =

η(ε,P)
2

.

If (P + tQ)(xt ) = ‖P + tQ‖, then P(xt ) > 1− 2t > 1− η(ε, P). By hypothesis, there exist z ∈ SX such that

⊗̂N z(P) = P(z) = 1 and ‖z − xt‖ < ε.

Then,

‖P + tQ‖ − 1

t
− τ(P,Q) ≤

[(P + tQ)(xt )]− [P(xt )]

t
− τ(P,Q)

= [Q(xt )]− τ(P,Q)

≤ [Q(xt )]− [Q(z)] ≤ ‖xt − z‖ < ε.
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Teorema (Dantas-Jung-M.-Rodríguez)

Sean X re�exivo + propiedad de aproximación + Kadec-Klee secuencial e

Y uniformemente suave. Son equivalentes:

(a) P(NX ,Y ) es SSD.

(b) P(NX ,Y ) es re�exivo.

(c) P(NX ,Y ) = Pwsc(NX ,Y ).

(d) P(NX ,Y ) tiene la propiedad (?) para polinomios.

Como consecuencia:

(i) P(N`p, `q) es SSD ⇐⇒ N · q < p.

(ii) P(N lM1
, lM2

) es SSD ⇐⇒ N · βM2
< αM1

.

(iii) P(Nd(w , p)) es SSD ⇐⇒ N < p.



¾Y en espacios de tensores?

x

��

X
P //

��

K

x ⊗ · · · ⊗ x ⊗̂N,s
πs X

L
P

77

πs(u) = inf
{∑

i ‖xi‖
N : u =

∑
i ⊗

Nxi
}

Sub-diferenciabilidad de P(NX ) ←→ propiedad (?) polinomial,

⊗̂N,s
πs X es el predual de P(NX ) . . .

¾sub-diferenciabilidad de ⊗̂N,s
πs X ←→ propiedad (?)-dual polinomial?

(?)-dual polinomial: si P ∈ SP(NX ) casi alcanza su norma en x0 ∈ SX
entonces hay un Q ∈ SP(NX ) tal que Q ≈ P y |Q(x0)| = 1
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Resultados positivos (Dantas-Mingu-M.-Rodríguez)

(i) P(N`2) tiene propiedad (?)-dual polinomial.

(ii) P(2c0) tiene propiedad (?)-dual polinomial (en el caso complejo).

P(NX ) tiene (?)-dual ⇔ (linealizamos a ver qué pasa)

¾Qué pasa? ⊗̂N
πsX tiene (?)-dual en tensores elementales.

Y esto equivale a...

...⊗̂N
πsX es SSD en Us = {⊗Nx : ‖x‖ = 1}.

Como consecuencia:

(i) ⊗̂N
πs `2 es SSD en Us = {⊗Nx : ‖x‖ = 1}.

(ii) ⊗̂2

πs c0 es SSD en Us = {⊗2x : ‖x‖ = 1} (en el caso complejo).
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½Gracias!


