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Motivación

Sea G un grupo de Lie unimodular y K un subgrupo compacto de G y
D(G/K) el espacio de las funciones C∞ sobre G/K con soporte
compacto.

Sea Ĝ el conjunto de las clases de equivalencia de las representaciones
unitarias irreducibles de G. Para una amplia clase de grupos de Lie, si
(π,H) es una representación unitaria de G entonces

π =

∫
Ĝ

mπ(τ)τdµ(τ),

donde µ es una medida de Borel sobre Ĝ y mπ : Ĝ→ N ∪ {∞} es la
multiplicidad.La representación (π,H) es multiplicity free si mπ(τ) ≤ 1

para µ-casi todo τ ∈ Ĝ (ver Kobayashi).

(K,G) es un par de Gelfand si cualquier representación unitaria de G
realizada en D′(G/K) es multiplicity free.

Benson, Jenkins y Ratcliff probaron que si (K,N) es un par de Gelfand
entonces N es abeliano o dos pasos nilpotentes.
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El álgebra (m+ 2)-pasos nilpotente nm
Sea nm el álgebra de Lie con base {em, . . . , e1, ex, ey, et} y corchete de
Lie definido por

[ei, ex] = ei−1 ∀i ≥ 2

[e1, ex] = ey

[ex, ey] = et

y cero en cualquier otro caso.
Claramente, {em−j , . . . , e1, ey, et} es base de njm := [nm, n

j−1
m ] para todo

j ≥ 1 y entonces nm es (m+ 2)-pasos nilpotente.

Consideremos el subgrupo de automorfismos θs, s ∈ R, de nm definidos
por

θs·ej = ej ∀j = 1, . . . ,m, θs·ex = sem+ex, θs·ey = ey, θs·et = et
(1)

y sea s el álgebra de sus correspondientes derivaciones. El corchete de Lie
de sn nm viene dado por

[(s, n), (s′, n′)] = (0, s · n′ − s′ · n+ [n, n′]) (2)

y claramente nm+1 = sn nm.
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Sea Nm el grupo de Lie simplemente conexo (m+ 3)-dimensional con
álgebra de Lie nm. Sea S el subgrupo de Aut(Nm) correspondiente al
subgrupo de automorfismos de nm definidos en (1). Entonces, nm+1 es el
álgebra de Lie de S nNm.

Teorema
La aplicación exponencial exp : nm → Nm está definida por

m∑
i=1

siei + xex + yey + tet

7→

sm, . . . ,m−j∑
i=0

sj+i
xi

i + 1!
, . . . ,

m−1∑
i=0

si+1
xi

i + 1!
, x, y +

m∑
i=1

si
xi

i + 1!
, t +

m∑
i=1

i

2
si
xi+1

i + 2!
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Las órbitas coadjuntas

Dado Λ ∈ n∗m no trivial; sea OΛ = {Ad∗(n)Λ : n ∈ Nm} su órbita
coadjunta. Denotamos por Λ = (α, µ, ν, λ) a los elementos de n∗m, donde
α = (αm, . . . , α1) ∈ Rm. Con esta notación, la acción de n∗m sobre nm
viene dada por

〈(αm, ..., α1, µ, ν, λ) , (sm, ..., s1, x, y, t)〉 = αmsm+· · ·+α1s1+µx+νy+λt.

Teorema
La órbita coadjunta de Λ = (α, 0, 0, λ) ∈ n∗m con λ 6= 0 es

Oα,λ =


− (−x)m+1

m + 1!
λ +

m−1∑
k=0

(−x)k

k!
αm−k, . . . ,−

x2

2!
λ + α1, µ, xλ, λ

 : µ, x ∈ R


La órbita coadjunta de Λ = (α, 0, ν, 0) ∈ n∗m con ν 6= 0 ó αj 6= 0 y
α1 = · · · = αj−1 = 0 para algún j ∈ {1, . . . ,m− 1} es

Oα,ν =


m−1∑
k=0

(−x)k

k!
αm−k +

(−x)m

m!
ν, . . . , α2 − xα1 +

x2

2!
ν, α1 − xν, β, ν, 0

 : β, x ∈ R


La órbita coadjunta de Λ = (αm, 0, . . . , 0, µ, 0, 0) ∈ n∗m es

Oαm,µ = {(αm, 0, . . . , 0, µ, 0, 0)}
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La órbita coadjunta de Λ = (α, 0, ν, 0) ∈ n∗m con ν 6= 0 ó αj 6= 0 y
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Representación irreducible de Nm

Calculamos expĺıcitamente la representación irreducible de Nm
correspondiente a la órbita OΛ para cada Λ en n∗m. En efecto, sea BΛ la
forma skew-symmetric definida por

BΛ(u; v) := Λ([u, v]), u, v ∈ nm.

Sea MΛ un subespacio maximal isotrópico de nm, y MΛ = exp(MΛ).
Definiendo sobre MΛ el caracter χΛ(exp(u)) = eiΛu, la representación
irreducible de Nm correspondiente a OΛ es la representación inducida
(ρΛ, HΛ) donde HΛ es la completación de

{f ∈ Cc(Nm) : f(gh) = χΛ(h−1)f(g) for all h ∈MΛ, g ∈ Nm}

con respecto al producto escalar

〈f1, f2〉 =

∫
Nm/MΛ

f1(u)f2(u)du,

y la acción es la representación regular a izquierda, esto es

[ρΛ(g)f ] (g′) = f(g−1g′), g, g′ ∈ Nm.
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• Caso Λ = (α, 0, 0, λ) con λ 6= 0. Un subespacio isotrópico maximal
asociado a Λ viene dado por

Mα,λ =

{
m∑
i=1

siei + yey + tet ∈ nm : si, y, t ∈ R

}

Podemos identificar HΛ con L2(R) via la asignación (0̄, u, 0, 0) 7→ u.
Aśı, para f ∈ L2(R) obtenemos

[ρᾱ,λ(0̄, x, 0, 0)f ] (u) = f(u− x),

[ρᾱ,λ(0̄, 0, y, 0)f ] (u) = e−iλuyf(u),

[ρᾱ,λ(0̄, 0, 0, t)f ] (u) = eiλtf(u),

[ρᾱ,λ(0̄, sj , 0̄)f ] (u) = e
isj

(
j∑
i=1

αi
uj−i
j−i! −λ

uj+1

j+1!

)
f(u), j = 1, . . . ,m.
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[ρᾱ,λ(0̄, sj , 0̄)f ] (u) = e
isj

(
j∑
i=1

αi
uj−i
j−i! −λ

uj+1

j+1!

)
f(u), j = 1, . . . ,m.

7 / 12



• Caso Λ = (α, 0, 0, λ) con λ 6= 0. Un subespacio isotrópico maximal
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• Caso Λ = (αm, . . . , α1, 0, ν, 0) con ν 6= 0 ó αj 6= 0 y
α1 = · · · = αj−1 = 0 para algún j ∈ {1, . . . ,m− 1}. Podemos elegir
como subespacio isotrópico maximal asociado a Λ,

Mα,ν =

{
m∑
i=1

siei + yey + tet ∈ nm : si, y, t ∈ R

}
.

Con cálculos similiares al caso anterior, para f ∈ L2(R) obtenemos

[ρᾱ,ν(0̄, x, 0, 0)f ] (u) = f (u− x)

[ρᾱ,ν(0̄, 0, y, 0)f ] (u) = eiνyf(u),

[ρᾱ,ν(0̄, 0, 0, t)f ] (u) = f(u),

[ρᾱ,ν(0̄, sj , 0̄)f ] (u) = e
isj

(
j∑
i=1

αi
uj−i
j−i! +ν u

j

j!

)
f(u), j = 1, . . . ,m.
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El subgrupo Km de Aut(Nm) y su representación
metaplécticaConsideremos el subgrupo Km de Aut(nm), isomorfo a Rm+1, dado por

Km =





1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . km−1 0 0

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . ky 1 0
0 0 . . . kt 0 1


∈ Mm+3(R) : (km−1, . . . , k1, ky, kt) ∈ Rm+1



Sea Km =
{
exp ◦ k ◦ exp−1 : k ∈ Km

}
el subgrupo de Aut(Nm)

correspondiente a Km.

Ya que Km es abeliano, cualquier representación (ω,H) de Km es una
verdadera representación. Aśı, se descompone de un unico modo como
una integral directa de representaciones irreducibles, las cuales son
unidimensionales, esto es

ω =

∫
J
mβ χβ dµ(β)

donde β = (βm−1, . . . , β1, βy, βt) ∈ J , µ es una medida de Borel sobre
J , χβ es el caracter definido por χβ(k) = eiβ·k, con
k = (km−1, . . . , k1, ky, kt) y mβ es la multiplicidad de χβ in ω.
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Además, para Λ ∈ n∗m, es fácil ver que

KΛ
m = {k ∈ Km : k · Λ ∈ OΛ} = Km.

La representación metapléctica ωΛ de KΛ
m satisface

ρkΛ(g)ωΛ(k) = ωΛ(k)ρΛ(g) para todo k ∈ Km y g ∈ Nm.

El criterio de Mokni-Thomas implica que (Km, Nm) es un par de Gelfand
generalizado si y solo si para cada Λ ∈ n∗m, la representación metapléctica
ωΛ de KΛ

m es multiplicity free.

Teorema

Para todo Λ ∈ n∗m la representación ωΛ de Km es multiplicity free.

Proof. • Caso Λ = (α, 0, 0, λ) con λ 6= 0: Sea k0 ∈ Km el automorfismo
correspondiente a (0, . . . , 0, ky, kt) ∈ Km. Obtenemos,

ωΛ ↓ K0 =

∫
R
χ(−u2

2 λ,uλ
) dµ(u)
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m satisface

ρkΛ(g)ωΛ(k) = ωΛ(k)ρΛ(g) para todo k ∈ Km y g ∈ Nm.

El criterio de Mokni-Thomas implica que (Km, Nm) es un par de Gelfand
generalizado si y solo si para cada Λ ∈ n∗m, la representación metapléctica
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• Caso Λ = (α, 0, ν, 0) con ν 6= 0: Sea ky ∈ Km el automorfismo
correspondiente a (0, . . . , 0, ky, 0) ∈ Km. Tenemos que

ωΛ ↓ Ky =

∫
R
χ−uν dµ(u)

• Caso Λ = (α, 0, 0, 0) con α1 = . . . = αj−1 = 0 y αj 6= 0,
j ∈ {1, . . .m− 1}: Sea kj = exp ◦ (0, kj , 0, . . . , 0) ◦ exp−1 ∈ Km.
Entonces

ωΛ ↓ Kj =

∫
R
χ−uαj dµ(u)

• Caso Λ = (αm, 0, . . . , 0, µ, 0, 0): En este caso Mm = nm and ρΛ es un
caracter.�
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GRACIAS!!!
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