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INTRODUCCIÓN

En Computing eigenelements of boundary value problems with fractional de-
rivatives de Odibat, Z.M., se realiza un estudio analı́tico de sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales fraccionarios.

En trabajos de Baleanu, Changpin y otros se desarrollan métodos iterativos varia-
cionales para resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias lineales y no lineales.

Aquı́ se realiza una variante del trabajo presentado en Ferrari (2021), a partir de las
funciones de Mittag-Leffler. Se desarrolla un método segmentario para determinar
en forma explı́cita la solución segmentaria aproximada de ecuaciones diferenciales
fraccionarias de la forma Dα

a y(x) = q(x)y(x), 1 < α ≤ 2 con condiciones iniciales.
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DESARROLLO DE LA EXPOSICIÓN

1 Definición de derivada fraccionaria de Caputo.

2 Descripción del método de integración segmentaria (MIS)

3 Se obtiene un resultado de convergencia.

4 Se corrobora lo anterior mediante dos ejemplos:
X un problema con condiciones iniciales a partir de la ecuación de Mathieu;

X un segundo ejemplo a partir de la ecuación de Hermite con condiciones iniciales.

5 Se considera un problema en el cual la ecuación que gobierna el sistema es no
lineal.

6 Finalmente, se establecen las conclusiones.
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DEFINICIÓN DE DERIVADA FRACCIONARIA DE CAPUTO

Sea α un número real positivo y denotemos con n = dαe al menor entero mayor que α.

Se define la derivada fraccionaria de Caputo (Diethelm, Kilbas) de una función y(x) de
variable real, n veces derivable y se nota Dα

a y(x), como:

Dα
a y(x) =

1
Γ(n−α)

∫ x

a

y(n)(s)
(x− s)α−n+1 ds , (1)

donde y(n)(s) indica la derivada clásica n-ésima de la función y y α es el orden de
derivación fraccionario.

Como se mencionó en la introducción, se considerará 1 < α ≤ 2, por lo que el único
valor posible de n es n = 2.
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MÉTODO DE INTEGRACIÓN SEGMENTARIA

El objetivo de este trabajo es hallar una solución aproximada del siguiente problema
[Narahari,Tofighi]: 

Dα
a y(x) = q(x)y(x), x ∈ [a,b],

y(a) = ya,

y′(a) = y′a,

(2)

con q(x) ∈ C1[a,b].

Se consideran:

I) h = b−a
N ,

II) xk = a+hk, k = 0,1, ...,N para N dado,

III) yk = y(xk), y′k = y′(xk), k = 0,1, ...,N,

IV) Ik = [xk,xk+1) para k = 0,1, . . . ,N−2, IN−1 = [xN−1,b].

En [a,b] se establece la función Q seccionalmente constante tal que Q(x) = qk si x ∈ Ik
para k = 0, . . . ,N−1, con qk definida como:

qk =
1
h

xk+1∫
xk

q(x) dx, k = 0,1, . . . ,N−1. (3)
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Ahora, se considera el siguiente problema en I0:
Dα

a ỹ0(x) = q0 ỹ0(x), x ∈ I0,

ỹ0(a) = ya,

ỹ′0(a) = y′a.

(4)

Y en Ik, con k = 1, . . . ,N−1, se consideran los problemas:
Dα

a ỹk(x) = qk ỹk(x), x ∈ Ik,

ỹk(xk) = ỹk−1(xk),

ỹ′k(xk) = ỹ′k−1(xk).

(5)

La solución ỹ 0(x) de (4) y las soluciones ỹ k(x) de (5) para k = 1, . . . ,N − 1 son de la
forma:

ỹk(x) = c1k Eα,1(qk xα )+ c2k x Eα,2 (qk xα ), (6)

siendo Eα,β la función de Mittag-Leffler de dos parámetros.

Por lo tanto, la solución del problema planteado en (2) es aproximada por la función ỹ
definida de modo tal que:

ỹ(x) = ỹk(x) si x ∈ Ik para k = 0, . . . ,N−1.
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RESULTADOS DE CONVERGENCIA

Aplicando la integral de Riemann-Liouville de orden α en ambos miembros de la Ec.
(2), resulta una ecuación integral de Volterra de segunda especie [5]:

y(x) = ya + y′a (x−a)+
1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1 q(t) y(t)dt, x ∈ [a,b]. (7)

De igual manera, teniendo en cuenta que ỹ(x) por definición satisface el siguiente pro-
blema a valores iniciales: 

Dα
a ỹ(x) = Q(x) ỹ(x), x ∈ [a,b],

ỹ(a) = ya,

ỹ′(a) = y′a,

(8)

con Q definida a partir de (3), resulta para ỹ(x) la siguiente ecuación integral de Volterra:

ỹ(x) = ya + y′a (x−a)+
1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1 Q(t) ỹ(t)dt , x ∈ [a,b]. (9)
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Trabajando algebraicamente a partir de las Ec. (7) y (9) y aplicando valor absoluto
resulta que, dado x ∈ [a,b]:

|ỹ(x)− y(x)| ≤ 1
Γ(α)

x∫
a

|x− t|α−1 |Q(t)−q(t)| |ỹ(t)|dt

+
1

Γ(α)

x∫
a

|x− t|α−1|ỹ(t)− y(t)| |q(t)|dt. (10)

Dado que q ∈ C1(a, b), se tiene que existen constantes positivas K y D tales que:

|q(t)| ≤ K, |q′(t)| ≤ D, ∀ t ∈ [a, b], (11)

de donde resulta:

|ỹ(x)− y(x)| ≤ (b−a)α−1

Γ(α)

x∫
a

|Q(t)−q(t)| |ỹ(t)|dt

+
(b−a)α−1 K

Γ(α)

x∫
a

|ỹ(t)− y(t)|dt. (12)
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Trabajando algebraicamente a partir de las Ec. (7) y (9) y aplicando valor absoluto
resulta que, dado x ∈ [a,b]:
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Aplicando un desarrollo de Taylor a q(x) alrededor de xk resulta:

|Q(x)−q(x)| ≤ 3
2

Dh, (13)

de donde:

|ỹ(x)− y(x)| ≤ 3
2
(b−a)α−1

Γ(α)
Dh

x∫
a

|ỹ(t)|dt

+
(b−a)α−1 K

Γ(α)

x∫
a

|ỹ(t)− y(t)|dt. (14)

A partir de la Ec. (9) y aplicando la desigualdad triangular, se tiene:

|ỹ(x)| ≤ A1 +B1

x∫
a

|ỹ(t)|dt, (15)

con A1 = |ya|+ |y′a|(b−a) y B1 =
(b−a)α−1K

Γ(α)
.

Luego, utilizando el Lema de Gronwall en Ec. (15) resulta:

|ỹ(x)| ≤ A1 eB1 (x−a) ≤ A1 eB1 (b−a). (16)
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Aplicando (16) en la acotación (14), resulta:

|ỹ(x)− y(x)| ≤ A2h+B2

x∫
a

|ỹ(t)− y(t)|dt, (17)

donde:

A2 =
3
2
(b−a)α−1

Γ(α)
DA1eB1(b−a)(b−a),

B2 =
(b−a)α−1 K

Γ(α)
.

Aplicando nuevamente el Lema de Gronwall resulta:

|ỹ(x)− y(x)| ≤ A2heB2 (x−a) ≤ A2heB2 (b−a). (18)

Por lo tanto, el orden de convergencia del MIS resulta ser lineal. Más aún, la conver-
gencia es uniforme.
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RESULTADOS NUMÉRICOS

1) Se considera en primer lugar un problema en el cual aparece la ecuación de
Mathieu [4, 6]: 

Dα
0 y(x) + [a−2b cos(2x)]y(x) = 0, x ∈ (0, 10),

y(0) = 1,
y′(0) = 0.

(19)

Se obtiene una solución aproximada aplicando el MIS, utilizando N intervalos
uniformes con a = 2, b = 0.1 y α = 1.8.
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A continuación, se visualiza el comportamiento de la solución aproximada para h =
10−1, distintos valores de α y comparando con la gráfica de la solución clásica del
problema con orden de derivación α = 2.
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Para tener una idea del comportamiento global del error en la resolución aproximada
del problema, se define, para N natural:

EN =
∫ 10

0
(ỹN(x)− ỹN+10(x))

2 d x . (20)

Considerando en (19) el orden de derivación α = 1.8 y h = 10
N para diferentes valores

de N, en la Tabla se muestran los resultados que además se representan en la Figura.

N EN

10 6.253 10−2

20 6.219 10−3

30 8.128 10−4

40 1.721 10−4

50 5.115 10−5

20 30 40 50
N

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

EN
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2) Un segundo ejemplo está basado en la ecuación de Hermite [1]:
Dα

0 y(x) +
(

1− 1
10 x2

)
y(x) = 0, 0 < x < 1,

y(0) = 1,
y′(0) = 0,

(21)

Se obtiene una solución aproximada aplicando el MIS, utilizando N intervalos
uniformes con α = 1.8.
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A continuación, se visualiza el comportamiento de la solución aproximada para h =
10−1, distintos valores de α y comparando con la gráfica de la solución clásica del
problema con orden de derivación α = 2.
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MIS APLICADO A UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL NO LINEAL

Se considera el problema de valores iniciales:

Dα
a y(x) = F(x, y(x)), y(a) = 1, y′(a) = 0, (22)

con a≤ x≤ b, 1<α ≤ 2 y F una función continua. Se supone que la ecuación diferencial
se puede reescribir como:

Dα
a y(x) = G(x, y(x)).y(x), (23)

donde G es una función continua en su dominio. Considerando las definiciones hechas
al describir el MIS, la solución de la Ec. (23) es aproximada por una función Y tal que
en cada intervalo Ik es solución del problema

Dα
a y k(x) = qk yk(x), x ∈ Ik, (24)

q k = G(xk, yk), (25)

con las condiciones

y k(xk+1) = y k+1(xk+1),

y′k(xk+1) = y′k+1(xk+1), k = 0,1, ...,N−1.
(26)
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Para ilustrar la descripción anterior, se considera la ecuación homogénea de Duffing:

Dα
0 y(x) + y(x)+ γ y3(x) = 0, 0≤ x≤ 2π. (27)

Se obtiene una solución aproximada aplicando el MIS, utilizando N intervalos uniformes
con γ = 0.1 y α = 1.8.
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A continuación, se muestra cómo se comporta la solución aproximada del problema
planteado cuando, para N = 60, el orden de derivación fraccionario α cambia entre 1.8
y 2.
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Es interesante remarcar que si se considera el problema con derivada clásica y se
incluye un término disipativo:

y′′(x)+δ y′(x)+ y(x)+ γ y3(x) = 0, 0≤ x≤ 2π, (28)

con δ > 0, se puede estimar un valor de δ de manera que la solución ỹ(x) de (27) y la
solución yδ (x) de (28) no difieran significativamente.

Mediante experimentos numéricos, considerando N = 60 y α = 1.8, se obtuvo que para
δ = 0.28 las soluciones de ambos problemas resultan muy similares.
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CONCLUSIONES

1 En este trabajo se desarrolló un método de integración segmentaria (MIS) para
hallar la solución explı́cita aproximada de una ecuación diferencial fraccionaria.

2 Se consideró un problema con condiciones iniciales. Se presentó un estudio de
convergencia obteniendo convergencia uniforme lineal.

3 Se corroboró lo obtenido mediante dos ejemplos:
X un problema con condiciones iniciales a partir de la ecuación de Mathieu y en el que

además se mostró gráficamente el comportamiento de la solución aproximada con
respecto a cambios en el orden de derivación fraccionario en la ecuación;

X un segundo ejemplo a partir de la ecuación de Hermite con condiciones iniciales en el
que se repitió este estudio.

4 Se consideró además un problema en el cual la ecuación que gobierna el sistema
es no lineal con condiciones iniciales comprobando una vez más el buen
desempeño del método numérico presentado.
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¡Muchas gracias por su atención!
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