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Introduccidn

Antonio Monteiro desarrollé varias técnicas para el estudio de sistemas algebraicos.
Una de los mds importantes es la caracterizacién de las congruencias mediante sistemas
deductivos para ciertas variedades semisimples de dlgebras, que derivo en la presentacién
de un Teorema de Representacién, que de hecho amplia el correspondiente a las dlgebras
booleanas. En

A. Monteiro, Sur les algébres de Heyting simetriques, Portugaliae Math., 39, 1-4,
1-237, 1980.

se puede encontrar la nocién de Systémes deductifs liés a “a”, donde a es un elemento
de un algebra dada. En el caso en el que el reticulo sea un dlgebra booleana, esta nocién
de sistema deductivo caracteriza las congruencias maximas.
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I duccion

En general, para cada algebra de una variedad dada queremos tener una implicacién
primitiva, o derivada en términos de las operaciones del lenguaje, y también que los
sistemas deductivos logren caracterizar una congruencia. Monteiro y muchos otros au-
tores han utilizado estas técnicas en algunos sistemas algebraicos; tales como, algebras
de Nelson semisimples, dlgebras de Lukasiewicz-Moisil, algebras modales tetravalentes,
dlgebras de MV, algebras de Heyting simétricas n valuadas, algebras de Tarski, algebras
implicativas de tukasiewicz con n valuadas, Algebras modales de Hilbert n valuadas y
otras. Para estas estructuras, es posible presentar un Teorema de Representacion de
forma unificada.

Nueva prueba de completitud para lgicas de primer orden que provienen de las algebras de Monteiro 3



Introduccidn

La légica tukasiewicz £ de valores infinitos, introducida por razones filoséficas por Jan
tukasiewicz, se encuentra entre las légicas no cldsicas mas importantes y estudiadas.
Posteriormente, Chang introdujo MV-3lgebras para probar la completitud con respecto
al célculo t. Estas algebras son equivalentes a las algebras de Wajsberg.
Recordemos que, dada un algebra de Wajsberg A = (A, =, ~, 1), podemos definir otras
operaciones en ella. De hecho,

> 0=~1,

P XxXBy=~x=Yy,

> X0y =~ (~xB~y)

> xVy=~(~xdy)dy=(x=y)=y,

> xAy= sim(~xV~y),

donde Ay V son operaciones reticulares.
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Introduccidn

Si consideramos las operaciones & y © como operaciones primitivas, entonces tenemos
que (A, ®,®,~,0) es un algebra de MV, en la formulacién de Chang. Por otro lado,
cualquier MV-algebra en la formulaciéon de Chang produce un algebra de Wajsberg
mediante las definiciones apropiadas de ~ y =, donde x = y = ~x @ y. Ademais, es
bien sabido que la categoria de MV-3lgebras es equivalente a la categoria de /-grupos
con unidad fuerte.

Grigolia introdujo la nocién de MV/,,-3lgebras, refiriendose a la variedad de MV-3lgebras
generadas por una MV-cadena de longitud n < w. Denotamos por C, el MV,-algebra
CUYyO Uuniverso es

{0,__...’ ,]_}

()
n n n

dotado de las operaciones x = y :=min{l,1 — x+ y}, ~x:=1—x.

Nueva prueba de completitud para lgicas de primer orden que provienen de las algebras de Monteiro 5



Introduccidn

Ademis, es bien sabido que si (A,@®,~,1) es un MV,-3lgebra, entonces t,(A) =
(A,A\,V,~,00,...,0n-1,0,1) es un dlgebra de tukasiewicz-Moisil n valuada, donde
los operadores o; : A — A son ciertos homomorfismos reticulares, para 0 < i < n—1,
definidos en términos de las operaciones MV y llamados operadores de Moisil. Estos
operadores se definen en C, de la siguiente manera:

n

(j) 0 ifi+j<n
oi|l=|= )
1 ifi+j>n
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Introduccidn

Resulta interesante notar que el operador o fue estudiado, bajo el nombre de operador
A, por Baaz; estudié la versidn proposicional y cuantificada de la |6gica Godel expandida
por A. Posteriormente, Hajek estudié la extensién de la Basic Fuzzy Logic (BL), la
l6gica tukasiewicz, la I6gica del producto y otras légicas difusas con el operador A. En
este escenario, Esteva y Godo introdujeron la légica MTL y su extension MTLa por
el operador A. Ademas, Héjek y Cintula llamaron a todos estos sistemas A-légicas
difusas y presentaron su versién cuantificada (sin identidad) con el respectivo teorema
de correctitud y completitud. Su prueba de completitud para estas légicas de primer
orden se obtiene sumando el axioma de dominios constantes y usando una estrategia
similar a la de Henkin.
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I duccion

Continuando con la teoria de las MV-algebras, es bien sabido que la implicacién de
Godel se puede reescribir con las operaciones de Moisil y de De Morgan, dada una MV,-
algebra:

X—=>y=xVr~o,1yV \/ (oiy Noix N~ajy) | V(oox A dgy)
1<i<n—1

Esta implicacién fue descubierta por Cignoli en su tesis doctoral. Vale la pena mencionar
que Cignoli estudié la légica Lukasiewicz de primer orden n-valuada. En tu trabajo la
presenté como una extension del calculo intuicionista y basé su trabajo en el hecho
de que MV ,-dlgebras se pueden definir en términos de algebras de Heyting simétricas
con operaciones de Moisil agregando un conjunto especial de operaciones, a las que
llamé élgebras propias de tukasiewicz n-valuadas. Su trabajo también estd basado en un
articulo de lturrioz, donde se demostré que la clase de dlgebras de Heyting simétricas, con
una familia de operadores, es un término equivalente a la clase de algebras tukasiewicz-
Moisil.
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I duccion

Posteriormente, M. Canals-Frau y A. V. Figallo introdujeron otra clase semisimple de
algebras. Ellos definieron la clase de algebras modales de Hilbert (n+ 1)-valuadas en la
asignatura {—, {0 }o<i<n—1, 1} donde los o;'s son operadores de Moisil. Estas dlgebras
pueden verse como reducciones de las dlgebras estudiadas por Cignoli e Inturrioz antes
mencionadas. La clase de algebras propias de Lukasiewicz n-valuadas permitié a Cignoli
presentar teoremas de correctitud y completitud para la légica tukasiewicz de primer
orden n-valuada, por medio de Técnica de Rasiowa para los modelos estandar. Esta
técnica necesita probar la existencia de ciertas estructuras completas como la terminacién
de Dedekind-MacNeille para algebras booleanas o algebras de Heyting para interpretar
las férmulas cuantificadas. Con este método, Cignoli logré encontrar la completitud de
las algebras tukasiewic n-valuadas.
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Introduccidn

Por otro lado, Cintula y Noguera generalizaron el trabajo de Rasiowa al contexto de cier-
tas légicas algebraizables proporcionando pruebas al estilo de Henkin para los teoremas
de correctitud y completitud.
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Preliminares

Recordemos que en 1950, Henkin introdujo que las dlgebras de Hilbert son considerados
como la contrapartida algebraica del fragmento implicativo del cdlculo proposicional

intuicionista.
Se dice que un dlgebra (A,—,1) es un algebra de Hilbert si satisface las siguientes

identidades:

(H1) 1 — x = x,

(H2) x —» x =1,

(H3) (x = (y = 2)) = (x = y) = (x = 2),

(H4) x 2> ((y = x) = x) = (y = x) = ((x = y) = y).
Estas ecuaciones, que determinan las algebras de Hilbert, fueron aportadas por Diego,
que también probd que las dlgebras de Hilbert son finitamente generadas.
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Preliminares

Para cualquier adlgebra de Hilbert A, se dice que un subconjunto D es un sistema de-
ductivo de A (d.s., para abreviar) si:

> 1eD,

> x,x -y €D, luego y € D.
Denotamos por D(A) el conjunto de sistemas deductivos de A. Es bien sabido que el
conjunto de todas las congruencias de A es isomorfo reticularmente al conjunto D(A)
ordenado por la relacién de inclusién. Vale la pena sefalar que los sistemas deductivos
también se conocen como filtros implicativos o simplemente filtros .
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La clase de dlgebras modales de Hilbert n-valuadas con supremo

M. Canals-Frau y A. V. Figallo estudiaron el fragmento implicativo n-valuado con los
operadores de posibilidad de Moisil. Definieron dlgebras modales de Hilbert n-valuadas
como una clase en la que cada algebra

<A7 2,00, ,0n—1, 1>

como el reducto (A, —,1), que es un algebra de Hilbert n-valuado y los operadores
09, -+ ,0n—1 verifican las siguientes condiciones:

(dox = y) = x = x,

oi(x = y) = (0ix = ojy) =1, para cualquier 0 < i <j <n-—1,

(HM1)
(HM2)
(HM3) (oix = oiy) = ((giy1x = oiy1y) = - ((0p—1x = op_1y) = oi(x = y))---) =1,
( ) gi(x = gjy) = x = agjy,

(HM3)

On—1X = (x = 0jx) — 0jx, para cualquier 0 </ <j<n—1.
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Algebras de Hilbert con supremo

A su vez, un algebra (A, —,V, 1) es un &lgebra de Hilbert con supremo si (A, —, 1) es
un dlgebra de Hilbert y (A, V, 1) es un semirreticulo superior con dltimio elemento 1, y
se cumplen las siguientes condiciones:

(H'1) x = (xVy)=1
(H'2) (x = y) = ((xVy)—y)=1, para todo x,y € A

Se dice que un &lgebra (A, —,V, 00, -+ ,0p-1,1) es un algebra de Hilbert n-valente
modal con supremo (Hy *“-algebra) si el reducto (A, —,V, 1) es un 4lgebra de Hilbert con
supremo, (A,—, 00, -+ ,0n-1,1) es un algebra de Hilbert n-valente modal y satisface
lo siguiente:

(HM6) oi(x Vy) =0ixVojy paratodo 0 </<n-—1.

Por H,?, denotamos la variedad de las H,*"-4lgebras y, como de costumbre, denotare-
mos a (A, —,V, 00, ,0n_1,1) como el H,-4lgebra A.
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Se dice que un subconjunto D de A € H, " es un sistema deductivo modal (s.d.m.) si:

» D e D(A),
> x € D implica ggx € D.

Denotamos por Dy,(A) el conjunto de todos los s.d.m. de la H,7-lgebra A.

No es dificil probar que para cualquier A € H,," y cualquier D € Dm(A):
» Con(A) ={R(D): D € D,(A)} donde
R(D) = {(x,y) € A2: x = y,y = x € D}
» Existe un isomorfismo de reticulos entre Con(A) y Dm(A).
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Utilizamos la técnica de Monteiro para probar que la variedad H,,"" es semisimple.
Consideramos un algebra modal de Hilbert n-valente con supremo Ay podemos definir
una nueva operacién binaria — llamada implicacién débil tal que: x = y = gpox — y
para x,y € A

Lema
Sea A € Hy”, para cualquier x,y,z € A se cumplen las siguientes propiedades:
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Sea A un H,’-4lgebra y supongamos que D C A, decimos que D es un sistema
deductivo débil (s.d.d.) si:

» 1eD
> six,x —y €D, entonces y € D.

No es dificil ver que el conjunto de sistemas deductivos modales es igual al conjunto de
sistemas deductivos débiles.

Denotamos por D,,(A) el conjunto de sistemas deductivos débiles y por &, (A) al con-
junto de todos las s.d.d. maximales.

A. Monteiro dio la siguiente definicién para caracterizar los sistemas deductivos maxi-
males en cierta clase de dlgebras:

Definicién

Sean A un H,Y’U-a'lgebra, D € Dy(A) y p € A. Decimos que D es un sistema
deductivo débil ligado a p si p ¢ D y para cualquier D' € D,,(A) tal que D C D’
tenemos que p € D'.
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Lema
Sea A un H,'”-lgebra y M un sistema deductivo maximal de A. Entonces, por cada

x € A\ M, tenemos que oox — y € A para cada y € A.

Lema

Sea A un H,*"-dlgebra, entonces {1} = (]| M donde E,(A) es el conjunto de
Meé&w(A)

s.d.d. maximales de A.

En la prueba de este Lema usamos el hecho de que todo sistema deductivo débil maximal
es un sistema deductivo débil ligado a alglin elemento de A y viceversa.
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Consideremos el dlgebra cociente A/M definida por a =y b si, y solo si, a — b, b —
a € M, y la proyeccién candnica gy : A — A/M definido por gy = |x|m, donde |x|m
denota la clase de equivalencia de x generada por M. A partir de los resultados del
algebra universal, tenemos que si M es un sistema deductivo maximal de A, entonces
A/M es un H,-4lgebra simple. Decimos que una variedad es semisimple si toda
dlgebra subdirectamente irreducible es simple; o de manera equivalente, cada algebra de
la variedad es un producto subdirecto de algebras simples. Ahora, mostraremos que la
variedad de H,'-4lgebras es de hecho semisimple. En efecto:

Lema

Sea A un H,""-dlgebra. El mapeo ®: A—s ] A/M, definido por
Me&, (A)

®(x)(M) = gm(x), es un homomorfismo uno a uno.
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La técnica utilizada para demostrar que la variedad es semisimple se puede utilizar en
una gran familia de algebras. Nuestra siguiente tarea fue determinar las dlgebras gener-

. . V,o0 ¢ .
adoras. Lo que realizamos en primer lugar fue, para una H, " -algebra dada, determinar
la particién asociada a una congruencia.

Lema
Sea A € H)° que contiene mds de un elemento y M € £,,(A). Entonces, la familia

Fm = {EjM}ogjgm, m < n es una particion de A donde
EV={acA:a0a¢ M1<k<joj1a€ M}

conl<j<n-2,
EM. ={acA:a0,1a¢ M}

y BV =m.
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Necesitamos construir un cierto homomorfismo para determinar las dlgebras generadoras
de la variedad. Para ello, consideremos el dlgebra en la siguiente observacion.

Observacion
Llamamos H,*° -3lgebra estindar al dlgebra definida de la siguiente manera:

12 n—1
Cn:<{7;7;7"' 5 n 71}’_>7v7{ai}0§i§n—171>
1 six<y j 0 sii+j<n
oi(4) = L :
1 si4+j>n
Es claro que en el dlgebra estdndar, el operador o coincide con el operador A de Baaz
para algebras Godel n-valentes.

donde x — y = )
y de lo contrario
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Teorema
Sea A un Hy*"-dlgebra no trivial, M € £,(A) y Fn = {EjM}ostm, m<n-—1la
—J

.. . n .
particion asociada con M. Entonces, el mapeo h: A — C, tal que h(x) = si

X € EjM es un homomorfismo tal que h=1({1}) = M.

De este ultimo teorema y resultados bien conocidos del dlgebra universal, tenemos que las

V e . b ;. , .
H,,°-algebras simples son C,, y sus subdlgebras; son las tinicas 4lgebras subdirectamente
irreducibles salvo isomorfismos.
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Logicas tarskianas

Recordemos que una légica definida sobre un lenguaje S es un sistema £ = (For,t)
donde For es el conjunto de férmulas sobre Sy la relacién F.C P(For) x For y P(A)
es el conjunto de todos los subconjuntos de A. Se dice que la Iégica £ es una légica
tarskiana si satisface las siguientes propiedades, para cada conjunto ' UQ U {¢p, 5} de
férmulas:

(1) Sia €T, entonces I F, a,

(2) SiTFzay T CQ, entonces Q b, o

(3) SiQbFsaylbg B porcada €9, luego I Fr a.

Se dice que una ldégica L es finita si satisface lo siguiente:

(4) si I £ a, entonces existe un subconjunto finito g de I tal que g F, .

La siguiente condicién agrega la estructuralidad a una légica tarskiana:

(5) SiT k£ a, entonces o] £ o(«) para cada L-sustitucién o;
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Definicion

Sea L una Idgica tarskiana y sea I un conjunto de férmulas. Decimos que todo
conjunto de férmulas es una teoria. Ademds, se dice que I es una teoria consistente si
existe una férmula o tal que T /. . Ademds, decimos que I' es una teoria maximal
consistente si [, b ¢ para cualquier férmula 1) ¢ T, y, en este caso, decimos que I’
es maxima con respecto a .

Un conjunto de férmulas ' es cerrado en L si la siguiente propiedad se cumple para
cada férmula ¢: I 2 ¢ siy solo si ¢ € I'. Es facil ver que cualquier teoria maximal
consistente es cerrada.

Lema (Lindenbaum-tos)

Sea L una Iogica tarskiana y finitaria y sea I U {¢} un conjunto de férmulas tales que
It/ . Entonces, existe un conjunto de férmulas Q) tal que T C Q con 2 una teoria
maximal consistente con respecto a la formula ¢ en L.
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Calculo proposicional

Sea Var un conjunto numerable de variables proposicionales. Los simbolos —, V vy
00, ,0p—1 S€ denominan operadores de implicacién, supremo y posibilidad de Moisil,
respectivamente. Denotamos por Fm el conjunto de férmulas y se define como de
manera usual. Ademds, denotamos por §m = (Fm,—,V, 00, -+ ,0,—1) €l algebra
absolutamente libre generada por el conjunto Var.

Definicion
Denotamos por H,'°, el cdlculo de Hilbert determinado por los siguientes axiomas y
reglas de inferencia donde o, 3,y € Fm :
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Axiomas esquema

(A1)
(A2)
(A3)
(A4)
(A5)
(A6)
(A7)
(A8)

(A9)
(A10)
(A11)
(A12)

a— (8 — a),

(@ = (B—=7) = (= B) = (a = 7))

a— (aVp),

B8 = (aVB),

(=)= ((B=7) = ((aVB) =)

((coax = B) = a) — «,

oi(a = B) = (ojac — 0;B), para todo i,j tal que 0 < i < j<n—1,

(gia = 0iB) = ((gir1a = 0i118) = - ((0n—1c¢ = oph—18) = ci(ac = B)) - - ) para todo i tal que
0<i<n-1,

(oi(a = 0jB)) > (o = 0jB) para todo i,j tal que 0 </ <j<n—1,
on—10 < ((a = oja) — oja), para todo i,j talque 0 < i <j<n—1,
oi(aV B) < (oja Vo), para todo i tal que 0 < i < n—1,

oo — oj, para todo i tal que 1 < i< n—1.

Por a <+ 3, denotamos o« — By 8 — «.

Nueva prueba de completitud para lgicas de primer orden que provienen de las algebras de Monteiro

26



Reglas de inferencia
a, a—f

B

(07

(MP)

(NEC)

oo

Consideraremos la nocién usual de derivacién de una férmula o de H,’°. Decimos que
. . Vv, . . . .y
« es derivable a partir I en H,’, denotado por I I- o, si existe una derivacién de a a
. v . .
parir de [ en H,. Si I = (), entonces lo denotamos por - a.. En este caso, decimos
V,o
que « es un teorema de H," .
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Los siguientes resultados se pueden probar de forma estandar.

{BrFa—5,

F opa — «,
oo

paratodo 1 </ <j<n-1
oo
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Lema
= es una congruencia en §m, donde = se define como o = 3 si, y solo si, Fa — B y

FB—a.

Del dltimo Lema, es posible considerar el dlgebra §m/ = que se conoce como &lgebra de
Lindenbaum-Tarski; ademds, no es dificil probar que esta algebra es una H,’-algebra
donde @ — & es el mayor elemento y denotamos por @ la clase de o por =.

29
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Consideraremos una relacion de consecuencia E de la siguiente manera: para una funcién
. ., \Vi . .
v : gm — C,, decimos que v es una valoracién para H, '’ si satisface:

> v(a#B) = v(a)#v(B) con # € {—,V},
» v(oia) =ojv(a), paratodo 0 <i<n-—1
Ademas, decimos que « es una férmula semanticamente valida si, para toda valoracién

v, v(a) = 1, y lo denotamos por F . Ademds, decimos I' F « si, para toda valoracién
v, si v(B) =1 para todo 3 € T, entonces v(a) =1
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Dada una teoria [ maximal con respecto a ¢, denotamos I'/ = el conjunto {@: o € T'}.
Esta claro que '/ = es un subconjunto del algebra de Hilbert n-valente modal §m/ =.
Entonces:

Teorema

Sea ' U{¢} C Fm, con [ maximal no trivial con respecto a ¢ en H,?. Entonces:
(i) sia €T ya =, entonces B € T;

(i1) T/ = es un sistema deductivo modal ligado a ¢ de §m/ =.

Es importante notar que de este Ultimo Teorema, tenemos que [/ = es un sistema
deductivo maximal en el sentido de Monteiro, tomando la Definicién de Sistemas De-
ductivos Ligados.

Lema
Sea T U{p} C Fm, con [ mdximo no trivial con respecto a ¢ en H,°. Sia ¢ T
entonces, ogae — 3 € I para cualquier 8 € Fm.

(Ver diapositiva 18)
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Teorema
Sea ' U{¢} C Fm, con [ maximal no trivial con respecto a ¢ en H)°. Consideremos

el mapeo v : §m — C,,, definido por v(a) = !
Cn - <Cn7 _>7 \/a 00, " y0n—1, 1> y

S siae EI, donde

El ={a¢l:oa¢l0<k<joacl}
con0<j<n—1E =Ty
El 1 ={a¢Tl: 0, 1a¢T}.

. v,
Entonces, v es homomorfismo en H,° .

Teorema
Seal U{p} CFm, I+ si, ysolosi, T E .
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Teoria de modelos y Iégica de primer orden de #H)”

Supongamos que
> O es la asignatura proposicional de Hy

» los simbolos V (cuantificador universal) y 3 (cuantificador existencial), junto con
los signos de puntuacién (comas y paréntesis)

» Var un conjunto numerable de variables individuales.

Como de costumbre, una asignatura de primer orden X es un trio (P, F,C), donde
» P denota un conjunto no vacio de simbolos predicados
> F es un conjunto de simbolos de funciones

» C denota un conjunto de constantes individuales

Las nociones de variables ligadas y libres, términos cerrados, oraciones y sustituibilidad
también se definen de manera estandar. Denotamos por §my el conjunto de las férmulas
y denotaremos por Ter al algebra absolutamente libre de los términos.
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Definicion
Una X-estructura 2 es un par (A,S) donde

> A es un H, " -3lgebra completa
> S=(5,{Ps}rep, {fs}rer.C,*)

» S es un dominio no vacio

> % es el mapeo interpretacién que asigna:
> a cada constante individual ¢ € C el elemento c® de S
» a4 cada simbolo de predicado P de aridad n la funcién P* : S" — A
» a cada simbolo de funcién f, la funcién f* : S" — S
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Definicion
Sea ¥ una asignatura de primer orden. La Idgica QH, sobre ¥ estd definida por el
cdlculo de Hilbert obtenido al extender H,,"° expresado en el nuevo lenguaje agregando
lo siguiente:
Axiomas Esquemas
(A13) @(x/t) — Ixep, si t es un término libre para x en ¢,
(A14) Vxp — @(x/t), si t es un término libre para x en ¢,
(A15) oj3xp <> Ixojp, con1 <i<n-—1,
(A16) oj¥xp <> Vxojp, con1 <i<n-—1.
Reglas de Inferencia
a—f
dxa —
—p

a — Vxp

, ¥ x no es libre en j3,

, ¥ x no es libre en «,
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Por ¢(x/t), denotamos la férmula que resulta de ¢ reemplazando simultdneamente
todas las ocurrencias libres de la variable x por t.

Denotamos por - « a la derivacién de una férmula o en QH)7, y con T F «a la
derivacién de « a partir del conjunto de premisas . Estas nociones se definen la manera
usual. Denotamos - ¢ <> 1) como una abreviaturade - - ¥ y ¢ — .

Una A-valuacién es una asignacién v : Var — S. Por v[x — a] denotamos la siguiente
A-valuacién, v[x — a](x) = ay v[x — a|(y) = v(y) para cualquier y € V tal que

y # X
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Definicién

Sea G = (A,S) una X-estructura y v una S-valuacion. Definimos los valores de los

términos y los valores de verdad de las férmulas en G para una valuacién v como sigue:
[Ic]|S =c® sice S,

[1X||® = v(x) si x € Var,

F(ts, - t) IV = FE(0lIT, - [[tal|7), para todo f € F,
1P(te, - ta)lI? = PE([tl|7, -, [[tallV), para todo P € P,
lloe = BIIY = [lal[¥ — 11817
llaev BIIY = lladl V1181V,

lloiall? = oillall?,

xall$ = A llodIS,
acs

3xall$ = V [lollS, .
acs

Es facil ver que se verifica la siguiente propiedad: ||¢(x/t)||> = H(pH\Q/[[x—)HtHQ‘]'
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Definicion

Diremos que 24 y v satisfacen la férmula ¢, y denotaremos A ¢|[v], si ||| = 1.
Ademds diremos que ¢ es verdadera & si ||¢||% = 1 para cada ™A-valucion v y lo
denotaremos 2L . Diremos que ¢ es una consecuencia semantica de [ en QH, 7,
si, para toda estructura : A F v para todo v € I', implica 2l F ¢. En este caso lo
denotaremos I E .

Lema
Sea A una H,"°-dlgebra completa y sea {ai}ies el conjunto de elementos de A para
cualquier conjunto no vacio |. Entonces, si existe \/ a; (\ aj), entonces existe \/ oja;
iel el icl
(\ ojai), y también se verifica \/ oja; =o;\/ ai y \ ojai = o \ aj, para todo
icl icl icl icl icl
0<;j<n-1
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Teorema
Seal U{p} CFmy, silF ¢ entonces T E ¢
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En lo que sigue, probaremos una versién fuerte del Teorema de completitud para QH 7
usando el dlgebra de tindenbaum-Tarski de manera similar al caso proposicional. Ob-
servemos que el dlgebra de las férmulas es un dlgebra absolutamente libre generada por
las férmulas atémicas y sus férmulas cuantificadas.

Consideremos la relaciéon = definida por « = #si, ysolosi, - > aytF a — 3,
entonces tenemos que el lgebra Fmy/ = es un H,/"-4lgebra y la prueba es exactamente
la misma que en el caso proposicional. Por otro lado, est4 claro que QH "7 es una légica
tarskiana y finitaria. Entonces, podemos considerar la nocién de teorias (maximales)
consistentes y cerradas con respecto a alguna férmula de la misma manera que el caso
proposicional. Por lo tanto, tenemos que el Teorema de Lindenbaum-tos$ se cumple para
OH,“.
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Lemma
Sea U {yp} C §my, con I maximal no trivial con respecto a ¢ in QH,*°. Sea
I/ == {a: « €T} unsubconjunto de Fmy/ =, entonces:
(i) Sia €T y@ = 3, entonces 3 € T. Mas aiin, se verifica que T/ == {a: T F a},
en este caso diremos que es cerrado.

(ii) T/ = es un sistema deductivo modal de Fmy/ =. Ademds, sig ¢ I/ =y D es un
sistema deductivo modal cerrado en el sentido de 1, que contiene propiamente a
[/ =, entonces p € D.
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Notemos que para una teoria consistente maximal dada I' de Fmy tenemos que I/ =
es un sistema deductivo modal maximal de §my/ =. Si denotamos A := Fmy/ =y
6 :=I'/ =, mediante resultados bien conocidos del dlgebra universal, tenemos el algebra
cociente A/6 es un &lgebra simple (ver Teorema 0.8). De esto dltimo y adaptando
el primer teorema de isomorfismo, tenemos que A/ es isomorfa a Fmy /I, que estd
definida por la congruencia a =r 8 si, y solosi, a = 3,6 > a €T.

Teorema
Sea ' U{¢} un conjunto de sentencias, si I E ¢ entonces I I .
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Sea ¢ una férmula y supongamos que {xi, - ,x,} es el conjunto de variables de ¢,
la clausura universal de ¢ estd definida por Vxi - - - Vx,p. Asi, es claro que si ¢ es una
sentencia, entonces la clausura universal de ¢ es ella misma.

Teorema
Sea I' U {¢} un conjunto de férmulas, si I E ¢ entonces ' | ¢.
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La Q”HX*” l6gica con identidad

Presentaremos la version de primer orden de HX’U con identidad. Por lo tanto, es de-
seable que la versién cuantificada QH 7 de H," se expanda con un simbolo de pred-
icado binario que represente la relacién de igualdad, satisfaciendo los axiomas usuales.
Como tal, el predicado sera visto, desde un punto de vista semantico, como un simbolo
|6gico afin a los conectivos y cuantificadores. Denotamos por §m.. al dlgebra de férmulas
absolutamente libre, donde las férmulas atémicas se definen como de costumbre para la
|6gica de primer orden con identidad.
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Definicion
Sea Y una asignatura de primer orden con identidad. La logica QHX’Z sobre ¥ se
define mediante el cdlculo estilo Hilbert obtenido al extender QH,*° expresado en el
nuevo idioma agregando lo siguiente:
Axiomas Esquema
(A17) x = x,

Reglas de Inferencia

(R-m) ———=

= p(xy) _ _
cualquier férmula obtenida a partir de ¢ remplazando algunas, y no

neceseriamente todas, ocurrencias libres de x por y.

donde y es una variable libre para x en ¢, y o(x1y) denota
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Para esta logica de primer orden con igualdad, definimos la relacidn sintactica - de la
forma habitual. Luego, de los axiomas y la relacidn sintactica obtenemos la siguiente
Proposicion.
Proposicion
Sea t1 un término y x,y, z variables individuales, entonces:
) FVx(x = x),
(11) Ft~t,
(i) {x~y} by ~x,
(iv) {x~=y,y=z} F x=~z,
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Esta claro que Q’ng es una ldgica tarskiana y finitaria. Por lo tanto, se cumple el Lema
de Lindenbaum-tos). Por otro lado, es posible ver que la relacién = es una congruencia
en §my, donde o = 8 si, y solosi, Fa — betay - 5 — a.

Lemma

Sea U {¢} C Fmy, con I maximal no trivial con respecto ap en Q?—[),/g Sea

N/ =={a:aecl} (Ja| =a) un subconjunto del H,\f,g—a’lgebra $my/ =, entonces:
(i) Sia € T ya = B, entonces 3 € . Mas atin, se verifica queT/ == {a: T a},

en este caso diremos que es cerrado.

(ii) T/ = es un sistema deductivo modal de my/ =. Ademds, sip ¢ T/ =y D esun
sistema deductivo modal cerrado en el sentido de 1, que contiene propiamente a
[/ =, entonces g € D.
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Sea 24 = (A,S) una X-estructura y v una 2-valuacién.

Definicion

Definimos los valores de los términos y los valores de verdad de las férmulas en 2l para
una valoracion v extendiendo la Definicion anterior, afadiendo la siguiente condicicn:
||ty = t2||* =1 si, y solo si, ||t1]|* = ||t2||*. Para un conjunto dado de férmulas

U {a}, la consecuencia semantica de « a partir de I, que denotamos por I' E «, se
define como en la Definicion anterior.

Teorema
SealU{a} CFmy, I+ asi, ysolosi, I E a.
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La clase de dlgebras de Monteiro

Presentaremos una clase de dlgebras donde sus pruebas de primer orden asociadas nos
permiten probar el Teorema de completitud a través del método presentado.

Primero, consideremos la clase de &lgebras de Monteiro (o M-3lgebras) donde cada
dlgebra A = (A, F) tiene un conjunto finito de simbolos de operaciones finitarias deno-
tados por F y supongamos que la clase esta caracterizada por el conjunto € de ecua-
ciones; es decir, la clase de M-algebras constituye una variedad. Ademds, supongamos
que tenemos una operacién binaria — primitiva o derivada del lenguaje F que verifica
lo siguiente:

() x = (y = x)=1;

L) (x—=(—=2)=>((x—=y)—(x—2)=1;

(I12)
(I3) x=>y=1y—x=1implica x = y;
(14)

(x—=y)—=x)—=x=1.
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Ademas, para cualquier M-algebra A consideraremos la nocién de sistema deductivo.
Para una M-dlgebra Ay D C A, decimos que D es un sistema M-deductivo si:

» D es un sistema deductivo
P para x;,y; en A con 1 </ < nsecumple la siguiente condicién
(m) x; — yi € D implica o(xy, -+ ,xn) = o(y1,- -+ ,¥n) € D, para cualquier operacién
n-aria o de F.
Supondremos que toda M-algebra verifica la condicién (m). Denotamos por Dy (A) el
conjunto de M-sistemas deductivos.
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Proposicion
Sea A un M-dlgebra. Las siguientes propiedades se cumplen para todo x,y,z € A:

Is.
Te.
I7.
Is.
Io.

T1p.
I11.

1—x=x;

Six=1yx—y=1, entonces y = 1;

x—=>x=1;

x—=1=1;

La relacion <, definida como x <y si, y solosi, x —y =1, esun ordenen Ay 1
es el dltimo elemento;

Six <y, entoncesy — z < x — z;
x=>(y—=z)=y— (x—2),;
x—=>(x—=y)=x—y.
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Para un M-algebra A, todo sistema deductivo D de A tiene asociada una congruencia
R(D) = {(x,y) : x = y,y — x € D} y viceversa. Ademds, es posible probar que
existe una isomorfismo de reticulos entre Dy(A) y el conjunto de congruencias de A.
Ahora, recordemos que para una M-algebra A, decimos que un M-sistema deductivo
M es maximo si M es propio y para cualquier D € Dy (A), M C D implica D = Ao
M=D.

Definicion

Sea A un M-dlgebra, D € Dp(A) y p € A\D. Diremos que D es ligadoapsip¢ Dy
para todo D' € Dy(A) tal que D C D', tenemos que p € D'.

Lema
Sea A un M-adlgebra y M un M-sistema deductivo maximal A. Entonces, para cada
x € A\ M, tenemos que x — y € A para todo y € A.
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Para una M-algebra A dada y gracias al Lema anterior y (l4), podemos probar que cada
M-sistema deductivo ligado a algin elemento de A es maximal y viceversa. Ademas,
es posible ver que todo M-sistema deductivo D es la interseccién de todos los sistemas
deductivos que contienen D; y ademds tenemos que {1} = (] M donde £(A) es el
MeE(A)

conjunto de todos los M-sistemas deductivos maximales.

Consideremos ahora el dlgebra del cociente A/T definida por a =1 b si, y solo si,
a— b,b— a€ T,y la proyeccién candnica g7 : A — A/ T definida por g7 = |x|T,
donde |x| 7 denota la clase de equivalencia de x generada por T.

Lema

Sea A un M-dlgebra. Luego, el mapeo ® : A— [[ A/T, definido por

TEE(A)
®(x)(T) = gr(x), es un homomorfismo uno a uno; es decir, la clase de las M-adlgebras
es semisimple.
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Calculo de primer orden finitarios: la familia de légicas M

Andlogamente, consideramos la asignatura de primer orden ¥ = (P, F,C) y el conjunto
Var de variables. Ademds, decimos que una estructura X es un par (A,S) donde A es
una M-3lgebra y S se define como lo hicimos anteriormente. Ademads, denotamos por
$m al dlgebra absoluta libre de férmulas de primer orden con igualdad. Es importante
sefialar que tenemos un conjunto de ecuaciones que caracterizan al dlgebra. De acuerdo
con eso, y con la relacién definida en (lg), podemos caracterizar al dlgebra con otro
conjunto de ecuaciones, todas ellas iguales a 1. Denotamos €5, la interpretacién de
estas ecuaciones en el conjunto Fm.

Nueva prueba de completitud para lgicas de primer orden que provienen de las algebras de Monteiro 54



Definicion

Sea X una asignatura de primer orden con igualdad. La Iégica M sobre ¥ se define
mediante el Calculo estilo Hilbert sobre el lenguaje Ly afadiendo lo siguiente:
Axiomas Esquemas

(Axl) a = (8 — «),

(Ax2) (& = (B 7)) = ((a = B) > (= 7)),
(Ax3) «, con a € Cgy,
(
(
(

)
)

Ax4) a(x/t) — Ixa, si t es un término libre para x en «,
5) Vxa — ax/t), si t es un término libre para x en «,
)V

Ax6

x(x ~ x),
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Reglas de Inferencia

o, — f3
R1) =2— "~
(R1) 3

o = P, B = an, ok = Br B = a
(R2) ,

O(Oﬁl,"‘ 7ak) — 0(1817"' 7/8k)
(R3) %, y x no ocurre libre en 3,
(R4) %, y x no ocurre libre en «,
Xy . .

R5) ——————— donde y es una variable libre para x en ¢, y ¢(x ! y) denota
(R5) = p(x1y) bxt)

cualquier férmula obtenida a partir de ¢ remplazando algunas, y no
neceseriamente todas, ocurrencias libres de x por y.
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Consideremos ahora la X-estructura 2 que resulta ser el par (A,S) donde A es una
M-algebra y

S = (S, {Ps}pep, {fs}rer,C),

donde S es un dominio no vacio, Ps es una funcién S" — A, para todo simbolo de
predicado n-ario P € P, y fg es una funcién S" — S, para todo simbolo de funcién
n-ario f € F y C el conjunto de constantes individuales. Mas adn, una 2-valuacién
v es una funcién de Var en A: donde v[x — a] denota una A-valuacién en la que
v[x = a](x) = ay v[x — a](y) = v(y) para cada variable y # x.
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Definicion
Sea G = (A,S) una X-estructura y v una G-valuacién. Definimos los valores de los términos y los valores de
verdad de las férmulas en 2| para una valoracién v como sigue:

[1c]|S =c® sice S,

[1X||$ = v(x) si x € Var,

(e, t)[[V = fs(lltallP, -+, |Ital|V) para cada f € F,
1P(tr, - ta)lI¥ = Ps(lltal|¥, -, ||tal|P para cada P € P,
[lo (a1, an)||® =o(la1||S,--- ,||an||S), donde o es un operador n-ario de F,

1(v)allS = A llal1Gss sy
acs

1@)all$ = V llallS, .
acs

[|t1 = t2||S =1 si, y solo si, ||t1]|S = ||t2]|F.

Si el infimo o supremo no existe, tomamos el valor como indefinido. Para un conjunto de férmulas ' U {a}, la

consecuencia semantica de « a partir I', que denotamos por I' = ¢ se define de la forma usual.
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Es claro que la relacién = es una congruencia en M. Ademas, el dlgebra de tindenbaum-
Tarski §m/ = es un M-3lgebra. Notemos también que M es una légica tarskiana y
finitaria.

Lema

Sea ' U {¢} C Fm una teoria maximal consistente, y sea I'/ = el subconjunto

{la| : w € T} del M-dlgebra §m/ =. Se verifica que T/ == {a:T F a}; y en este
caso decimos que es cerrado. Luego, I'/ = es un M-sistema deductivo cerrado ligado a
algiin elemento de §m/ =.

Teorema
Seal U{p} CFm. TEpsi, ysolosiTt .
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