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Conjuntos dominantes

Definicion
Dado un grafo G = (V, E), decimos que D C V es un conjunto
dominante de G si para cada vertice u € Vvale que |N[u] N D| > 1.

El nimero de dominacion de G, v(G), es el minimo cardinal de un
conjunto dominante de G.
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Conjuntos k-upla dominantes

Definicion (Harary - Haynes, 2000)

Dado un entero positivo k, un conjunto kR-upla dominante de G es
un subconjunto de vértices D tal que, para todo vértice u € V se
verifica [N[u] N D| > k.

El nimero de R-upla dominacion de G, v«(G), es el minimo
cardinal de un conjunto k-upla dominante de G.

- Si k =1, 7%1(G) coincide con el nimero de dominacion de G.
- Para que un grafo G admita un conjunto k-upla dominante, es
necesario que §(G) > k—1, 0 lo que es lo mismo, R < §(G) + 1.
- Si D es un conjunto k-upla dominante de G, entonces D es un
conjunto (k — 1)-upla dominante (no 6ptimo) de G. En
consecuencia
Yx(k=1) (G) < xk (G)



Algunas cotas para v« (G)

Teorema (Harary - Haynes, 2000)
Sea G = (V, E) un grafo con §(G) > k — 1, entonces

RIV(G)|
Txk (G) > A(G)—‘r'l’

2R|V(G)| — 2|E(G)|
R+1

Yk (G) >

Teorema (Cabrera Martinez, 2022)

Sean kR > 2y G = (V,E) un grafo con §(G) > k, entonces

(8(6) + RIV(G)| — 2|E(G)|
4(G) +1

Ixk (G) >

Teorema (Zverovich, 2008)
Sean G un grafo con V(G) = {wy,...,vp} cond > kR—1,yparat < ¢
dr =1, (dt")/n, donde d; es el grado del vértice v;. Entonces

In(6 — R+ 2) + In(dp_q + dp_y) + 1 .
6 —R+2

Ixk (G) <



Algunas cotas para v« (G)

Un conjunto D C V(G) es un 2-packing de G si para cada par de
vértices u,v € D vale N[u] N N[v] = @.

El nimero de 2-packing de G, p(G), es el maximo cardinal de un
2-packing de G.

Teorema (Cabrera Martinez, 2022)
Sean R >2y G = (V,E) un grafo con §(G) > R, entonces

Rp(G) < vxk (G) < [V(G)| — p(G)



Grafos de Kneser

Existen diversos articulos donde se estudian variantes del problema
de dominacion en Grafos de Kneser, entre ellos

- Domination on Kneser graphs
Jaroslav Ivanco, Bohdan Zelinka (1993)

- Dominating sets in Kneser graphs
Gorodezky (2007)

- Bounds on the domination number of Kneser graphs
Ostergard, Shao, Xu (2014)

- Grundy domination and zero forcing in Kneser graphs
Bresar, Kos, Torres (2019)

- Total dominator chromatic number of Kneser graphs
Behtoei, Jalilolghadr (2020)



Grafos de Kneser

Definicion

Dados n,r € N con n > 2r, el Grafo de Kneser K(n,r) es el grafo que
tiene como conjunto de vértices los r-subconjuntos de

[n] ={1,2,...,n}, ydos vertices u y v son adyacentes si y solo si
unv=g.

Ejemplo: K(5,2)
{1,2}

{3, 4} ‘ {4,5}
NS O\

»

{1,5} {2,3} :



k-upla dominacion en grafos de Kneser

- Los grafos de Kneser son regulares, y el grado de cada vértice de
K(n,r) es ("7"). Luego, el grafo K(n, r) solo admite un conjunto
k-upla dominante si vale que

feg(n_r>+1
r

* Mas ain, si k= ("7") + 1, entonces el Gnico conjunto k-upla
dominante de K(n,r) es V(K(n,r)), y vxk (K(n, 1)) = (7).
- Ademas tenemos

Tx (R—1) (K(n, ) <k (K(n,r))

Es decir v« (K(n,r)) es creciente respecto a k.



k-upla dominacion en grafos de Kneser

- Si (") > kR —1, entonces

k()
(7)1

2k(;) = (D (")

R+1

Txe (K(n,1)) =

Vxk (K(ﬂ, I’)) >

- Si (") > kR —1, entonces

In(6 —kR+2)+In ((,?31) + (kiz)) +1 (n)

<
’yxk(K(ﬂ,l’))_ S—k+2 r

donde § = (")



k-upla dominacion en grafos de Kneser

- Si ("7") > R, entonces

kp(G) < vxk (6) < [V(G)] — p(G)

Un packing de K(n, r) es un conjunto D de r-subconjuntos de [n] tal
quesiu,ve D, entonces1 < |unv|<(3r—1)—n



Nimero de packing en grafos de Kneser

Un packing de K(n, r) es un conjunto D de r-subconjuntos de [n] tal
quesiu,veD, entonces1<|unv|<B3r—1)—n

- Sir=2,p(K(n,2)) =1 paratodon > &

- Sin>3r—1, p(K(n,r)) =1.

- Algunas cotas para el nimero de packing de K(n,r) que surgen

de resultados combinatorios:
(B3r—=1)—n

k< (o, ) ke X (")

i=0
- Sin=3r-2, entonces

7, sir=3

p(K(n,N)={5, sir=4

3, sir>5



Ejemplo:
Sir=3yn=3r—2=7,entonces p(K(7,3)) = 7. Entonces
Txk (K(7,3)) = 7k.

Un posible conjunto 2-upla dominante viene dado por

Y resulta yy«; (K(7,3)) = 14



k-upla dominacion en grafos de Kneser

Teorema
vk (K(n,r)) =kR+rsiysolosin>r(R+r).

- Si k =1, este es un resultado ya conocido para el nimero de
dominacion.

- Sik>1yDesun conjunto k-upla dominante de tamano k +r,
entonces los vértices de D son disjuntos dos a dos.

- La desigualdad v« (K(n,r)) > R+ res cierta para cualquier valor
de n. Luego si n < r(R+r), entonces vale vy, (K(n,r)) > R+ .

- Fijados ky r, solo queda una cantidad finita de valores de n para
los cuales determinar vy (K(n,r))

1



Grafos de Kneser K(n,2)

- Sin>2(kR+2), entonces vxk (K(n,2)) = R+ 2.
- Sin < 2(k+2), entonces vy (K(n,2)) > R+ 2.
- Sik=("3%) +1yn >4 entonces v« (K(n,2)) = ().
Y (e=1) (K(N,2)) < vxr (K(n,2))
Teorema

Si D es un conjunto k-upla dominante de K(n,2) con k > 2,

entonces D es un conjunto k-upla dominante de K(n + 1,2). En
consecuencia, tenemos que

Txk (K(ﬂ +1, 2)) < Uxk (K(I’I,Z))
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Grafos de Kneser K(n,2)

Teorema
Para R > 2, v« (K(n,2)) =k +3siysolosin=2(R+1)+ 1.

- Sin=2(R+1)+1conk>2yDesunconjunto k-upla

dominante optimo en K(n,2), entonces existe un automorfismo
o tal que

o(D) = {{1,2}{1,3}{2,3}} U {{20,2a + 1} : 2< a < R+ 1}

14



Ejemplo:

Sik=2yn=2(R+1)+1=7, entonces v« (K(7,2)) = 5. Un posible
conjunto 2-upla dominante viene dado por

- {{1,2}, {1,3},{2,3},{4,5},{6,7}}
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Grafos de Kneser K(n,2)

Teorema
Para R > 4, vy (K(n,2)) =R+ 4siysolosikR+4 <n <2(kR+1).

- Para kR =2y n=6,vale v« (K(6,2)) = 6.
- Parak=3yn=7,8, vale vx3 (K(n,2)) =7.

- Sin>k+4parak > 2, entonces un posible conjunto k-upla
dominante D viene dado por

D={{a,a+1}:1<a<k+3}U{{l,k+4}}



Ejemplo:

Sik=2yn=~k+4=6,entonces v« (K(6,2)) = 6. Un posible
conjunto 2-upla dominante viene dado por

D= {{1,2}, {2,3},{3,4},{4,5},{5,6},{1,6}}
06 (15
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Grafos de Kneser K(n,2)

- Sin < k+3con k>4 entonces vy, (K(n,2)) > k+5.

Proposicion
Sin=R+3y k>4 entonces K(n,2) tiene un conjunto k-upla
dominante de tamano k + 5 dado por

D= ([g])u{{a,a+1}:5§a§l?+2}u{{5,l?+3}}

20



Ejemplo:

Sik=4yn=Fk+3=7 entonces v« (K(7,2)) = 9. Un posible
conjunto 4-upla dominante viene dado por

= {112}, {1,3}, (1,4}, 12,3}, {2,4}, {3, 4} U {{5,6}, {6,7}.{5,7} }
{2, 3} {1 7}

{1 6}
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Grafos de Kneser K(n,2)

Para valores grandes de k tenemos

Proposicion
Si k= (HEZ) y n > 5, entonces vy« (K(n,2)) = (g) =1

Proposicion
Si k= (”;2) — 1y n > 6, entonces yxx (K(n,2)) = (g) —2

23
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Trabajo a futuro

- Continuar estudiando vy (K(n, 2)).
- ;Qué sucede para r general?
- Estudiar el nUmero de packing p(K(n,r)) para2r+1<n <3r—3.

27
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