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Introduccidn

Se considera un problema de Stefan unidimensional a dos fases que modela el proceso de
solidificacién de una sustancia que estd inicialmente en estado liquido donde la regién
sélida es un dominio angular, es decir, mientras el liquido se solidifica, se contrae y
forma una regién vacia entre x =0y x = rs(t) donde 0 < r < 1 es el pardmetro de
contraccién y x = s(t) es la posicién de la interfase, considerando la conductividad
térmica y calor especifico dependientes de la temperatura en ambas fases.

x =r1s(t) x=s0

o<,

(rs(t)

LA

Sélido
Liquido

uy(x,0) =B
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it

8% <k1(u1)%> = pa(u) <% + rs(t) 8x> , rs(t) < x <s(t), t>0, (1)

8 E)Uz _ aU2
Ix (b(@)a) = /)ZCZ(UZ)E7 X > S(t‘)7 t >0, 2)
(400, t) = wx(x,0) = B t>0, x > s(t) 3)

(
(
ur(s(t), t) = wa(s(t), t) = u”, t>0, (
Ka(wn(s(2), ) D2 (s(8), 1) — helns(2), ) D2 (s(2), ) = ml3(e),  £>0,  (5)
u(rs(t), t) = A, (
(

fa(rs(2). ) G2 (). 0) = 2. q0 >0,

uj = uj(x, t) temperatura de la fase i (i = 1 sélido , i = 2 liquido)

pi > 0 : densidad de la regién i

£ > 0 : calor latente de fusién por unidad de masa

u* : temperatura de cambio de fase en la frontera libre x = s(t) con A< u* < B
r=1- % € (0,1): pardmetro de contraccién

go > 0: coeficiente que caracteriza al flujo en x = rs(t)
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Coeficientes térmicos
Calor especifico: c;(ui(x,t)) = (1 + Bi (u* B)p')

Conductividad térmica: k;(ui(x,t)) = k* (1 + Bi (u* B)pi)

|

donde 8i >0y pi > 0, ki = ki(u™) es la conductividad térmica de referencia, y
¢ = ci(u™) es el calor especifico de referencia

[Kumar-Singh-Rajeev, 2018; Bollati-Natale-Semitiel-Tarzia, 2020]

Difusividad térmica: «o; = oo
=i

i =1,2 (fase sélida y liquida, respectivamente).

Condicién y sobre-condicién en el borde x = rs(t)

(6): u(rs(t),t) = A Condicién de tipo Dirichlet

(7): ki(rs(t), ) (rs(t) t) = %, Sobre-condicién de tipo Neumann

Bollati-Natale-Semitiel-Tarzia UMA 2022 Sept 2022 4/25



Objetivo: Determinacion de coeficientes

Asumiendo que (1)-(7) es un problema de frontera libre, se determinara

@ u; = uj(x,t) : temperatura en la fase i = 1,2
@ x = s(t) : frontera libre

@ un coeficiente térmico entre {p1, p2, ci', &5, ki', k3, £}
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Preliminares

Si definimos (variable de similiridad) n = 2/\\)/(@ donde A > 0 es un coeficiente
i - B .
adimensional a determinar y llamando y;(n) = % >0, i = 1,2 entonces:

Solucién exacta al problema (1)-(6)

La dnica solucién de tipo similaridad al problema (sin sobre-condicién) fue obtenida por
J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia (Un problema de frontera libre
unidimensional a dos fases en un dominio angular con coeficientes térmicos variables,
VirtUMA2021) y estd pada por:

n(x,t) =W —B)yi(n) + B, rs(t)<x<s(t), t>0,
w(x,t)=(u"—B)y2(n)+ B, x>s(t), t>0,

s(t) = 22\ aet, t>0

donde (y1, y2, ) es la dnica solucién del problema funcional:

Fi(yi(n)) = G1(n), r<n<l, (8)
Fa(y2(n)) = Go(n),  n>1, (9)
M(x) = N(x), x>0 (IO)J
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Solucién exacta al problema (1)-(6)

siendo

Fi(x) =x+

Gi(n) = (F(1) -

Go(n) =

M(x) = \/g?:g (@) -7 (&=

N(x) =

Bi
pit+1

fe(A
F2(1) SR

_xYT 1
X Ste p2’ o

L xPi

7 (5%))

+1 S0

)

n=0,

> 0.

ep(=x%)
erfe(x)

x >0,

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
y




Determinacidon de un coeficiente térmico a través de un
problema de frontera libre

Equivalencia con la condicién de flujo

De la solucién exacta tenemos que la condicién de tipo Neumann (7):

fa(rs(e). ) G s(0).0) = 2.

resulta equivalente a

Goy/m ef(AV 2"”1) =M (16)
‘/kl*plcl \/kl p1¢y

donde

_ *\ p g a_p \Pr 11 B
M_(B_U)M’ M* _“* B+1+P1(”*_B) _1_1+}31’

y A > 0 es la dnica solucién de la ecuacién (10), es decir

ki p1cf k3 pac sl
Vi M7 Mu (VL ) — (14 ) Mal) = 58, (D)
donde ,
MI(X) e)(srf ); )7 M2(X) e)::fc x))7 X 2 0. (18) 9
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Determinacién de un coeficiente térmico a través de un problema de

frontera libre

Determinaremos el coeficiente A que caracteriza a la frontera libre junto con alguno de
los siguientes coeficientes térmicos: p1, p2, ci, &, ki, k5, £.

i Caso 1: Determinacién de A, p;. i Caso 5: Determinacién de \, k7.
i Caso 2: Determinacién de A, p». L .
L . 1 Caso 6: Determinacion de A, k5.
i Caso 3: Determinacién de A, c; .

T Caso 4: Determinacién de ), c;. i Caso 7: Determinacién de A, 4.

(A): DVT_ orf ()\ v ;pch) =M,

k.
NCT NCEC

. V ki pref * \% k3 pact B2 A Tip;
(B): Vi M My (Wi ) — (14 185) Mo = i

M=(B—u" )M, M =AE 4 B (Afs)"‘“_l_ 8

u*—B 1+p; \u*—B 1+py?

exp(—x? exp(—x?
M;i(x) = :r(f(x) ), Mo(x) = e':gc(x)), x > 0.

———————————=— =

v
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Teorema (Caso 1: Coeficientes A, p;)

Sean
Rl _ v kl*cl* M* Ql Y kz*pzcl* Dl — /T P V k c1 M.
NG JEe ° 5 p2(B—u*)? qof
Si Ry > (1 + 1+ ) P4, es decir

k¥ pack o
a0 > (1472 ) YE2L (B - u) (19)

p2+1

entonces existe tnica solicién (), p1) al sistema S. El coeficiente A estd dado por:

)\:QLerf (v/p1Pr) (20)

y p1 > 0 es la tnica solucién de la ecuacién:
Li(x) = Ri(x), x>0 (21)

con

ex| er 1
£3(x) = w (14 22) M (e (V2P E)
Rl(X) = Dl 3/2 erf™ (\/)?Pl)
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Demostracion:

VT opf (\VE2D ) _ 0 se puede explicitar A en funcién de p; y se obtiene
\/k1p e \/kl p1¢}

A= \g;erf (v/p1Pr).

Al sustituir este valor en

ki p1cy 5 pacy
VAL M My AVW = (1 +

se tiene que p1 debe ser solucién de £1(x) = Ri(x):

exp( —(er -1 £% 2
o Li(x) = Ry el EPOF) (14 22;) Mz (erf (VP E)

1+Pz u*)p2

)/\/lz()\) Aflm

e L1 es una funcién decreciente,
o L£1(0) = B — Fa(1),
o L1(+0) = —c0.
@ Ri(x) = Dl x>/ erf 1 (/xP1)

@ R1 es una funcién creciente,
e R1(0) =0,
o Ri(+00) = +o0.

Luego, de la hipotesis (19), existe un dnico p; > 0 solucién de L1(x) = R1i(x).
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Teorema (Caso 2: Coeficientes A, p,)

\/ 1P1CL § as VK3 e 0\/Tp VK picl
Sean R, = Y1 M , Db = = L. P, = M
2= k3 ey Q2 VK p1cy 2 S (B—u*)? 2 dov' ™

Si P, < 1, es decir

y
2, (BELer )R (14 ) o (=g
3v3 erf—(P2)D; P2l A ((erf*l(Pz)Rszerf*l(Pz)))1/2)
3@2D>

entonces existe tnica solucién (X, p2) al sistema S. El coeficiente p, estd dado por:

B (erfl(Pz))2
P AQa
y A > 0 es una solucién de la ecuacién:

L>(x) = Ra(x), x>0

con L(x) = x

2 Mu(erf T (o) — X oL Rz(x):<1+1%2)/\42(x).

(22)

(23)

(24)

(25)

v

™r il = -
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Demostracion:

/K pact . L 2 .
De — %V A 2029 ) M, se obtiene pr, = (Ef (P2)) donde es necesario que
\/kl p1cy \/kl p1cy AQ2

P> < 1 para que la expresion esté bien definida.

Sustituyendo este valor en (B) se sigue que A > 0 debe ser solucién de L2(x) = Ra(x) :
o RQ(X) = fz(l)Mz(X)

o R, es una funcién creciente,

° Rg( ) =1+ 1
° R2(+ ) +OO

0 Lo(x) = x 725 Mu(erf (P2)) — 3%
o L5(0)=0

° £2(+OO) =-—00,
o Sean A* >0y 0 < X\ < \* los valores tales que £, y £} se anulan, es

decir X* = (& erf‘l(Pzwl(erf—l(Pz)))1/2

QD

T (Rz erf*(Pz)Ml(erf*l(Pz)))1/2
- 3@2Ds :

De la hipétesis (23) se tiene que L£2()\) > R2()). Luego existe al menos una solucién de
la ecuacién Lo(x) = Ra(x).
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Teorema (Caso 3: Coeficientes A, ¢;)

Sean R3 = Y kl*pl M*, Q3 = \ k2*p2 9 D3 = £y/m P3 = kl*pl M.

k5 pacy ki p1cy o5 pa(B—u*)’ T qVT
- R P, D3/7P: :
Si P—i— (1—&—1%)2)/\/(2 ({WT;) > 32\{§3,es decir

qoﬁM* ﬂz kfle\/g 2(B—u*)p2qo C;k;pg
o< |- (14 M 210y
V ks s p2M p2+1 2qo+/ k3 p2 Vaptki M
(26)

entonces existe una tnica solucién (A, ¢i') al sistema S. El coeficiente \ estd dado por
erf 1 (Ps\/c})
=—"1"Z (27)
Ve Qs

1

y ¢i es la tnica solucién en el intervalo [0, ?] de la ecuacién
3

L3(x) = Rs(x), x>0 (28)

con

Lalx) = 75 exp (_ (erfil(’%\/’?))z) B (1 v 153:2) Mo (%)
Rs(x) = %%
g X
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Demostracion:

De — %V ()\ Vs podd ) = M se obtiene el valor de \ que estd dado por

\/kl pref \/kl p1cy
f=1(P3y/ . L -
A=12 \}?30 ) donde 0 < ¢f < % para que la expresion esté bien definida.
1 3

Reemplazando este valor de A en (B) se sigue que ¢f € [0, PZ] debe ser solucién de la
ecuacién L3(x) = Ra(x):
_ R 1 2 et L (P3y/%)
0 L3(x) = 5 exp (— (erf " (Psy/x)) ) (1 + 1+p2) Mo (W)
o L3 es una funcién decreciente,
P
o £3(0) = ,"3; (1 + 1-B¢-2pz) M, (%33>,
o ,63 (%) = —OQ.

° R3(X) _ D3 erf ™ \(/F;f)

e Rj3 es una funcidén creciente,
_ D3\/7Ps
° Rg(O) = T ¢
1
o Rs (%
3 P32

Por lo tanto, de la hipdtesis (26) se puede asegurar que existe un tnico ¢; € [0, %]
3

solucién de la ecuacién L3(x) = Rs(x).
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Teorema (Caso 4: Coeficientes A, ¢3)

_ VKA e _ Vkipel — 7 _ VKl
Sean Ry = 2= MY, Qo = 200, Da = -y P2 = o M
—1
SiPy<ly [R4M1(erf_1(P4)) = %erf‘l(ﬂ)] % > 0, es decir
M /ks prcs
qo > ———— (29)
VT
2
-1 ( VKmgM
Gl G5 N PR
0 < P2 1 (30)
erf—1 ki prief M p1M\/k{ p1
qov/T
entonces exsite una tnica solucién (X, ¢) al sistema S. El coeficiente ¢ estd dado por
2 2
= (s (31)
erf (P4)
y A > 0 es la tnica solucién de la ecuacién
L4 =TRa(x), x>0 (32)
con L4 = [R4M1(erf L(Pa) — 2 erf1(Py )] Qg “’4) Ra(x) = (1+ l+p2) Ma(x)x.
y
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Demostracion:

\/kl*mcf 1/715

De la ecuacién —2Y™_ er ()\ V5 paci ) My teniendo en cuenta la hipétesis (29) se
tiene

2
AQy
erf™ 1(P4 '
Al sustituir este valor en

/k 1p1C1 M M ()\\/ 2”251> 1+ B> )M2()\) /\fém
Ly

VK3 p2ck 1c2 1+p2 u*)p2

se sigue que A > 0 debe ser solucién de
o R4(X) = fz(l)XMz(X)
o R4 es una funcidén creciente,
o R4(0) =0,
o Ry(+00) = 0.
0 L= [R4M1(erf_1(P4)) -8 erf‘l(P4)} L;fp")
o — |erf—1 [ MELLEEM
do/m (B—u™)qopaM™ /i

[1* )
erf—1 \/klf}»cl M kl n
90

resulta £4 > 0, por lo que A > 0 es la tnica solucidn de la ecuacién L4 = Ra(x).

= Ra(x) :

Teniendo en cuenta la hipdtesis £ <
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Teorema (Caso 5: Coeficientes A, k)
Veie M*, Qs = VK3 pacl Ds = 4T p1 Ps = Vplch

Sean Rs = k5 pacy NG T paA(B—u*)pp’ QT
Si % —-1- lf_i,z > 0, es decir
Q0 > (1+ P2 ) M V&G e (33)
p+1) M* m
entonces existe (inica solucién (A, ki) al sistema S. El coeficiente \ estd dado por:
k*
= —VQl erf~1 ( ki P5) (34)
5

L

ki es la tnica solucién en el intervalo [0 de la ecuacién
1 ) p2
5

Ls5(x) = Rs(x), x>0 (35)

donde

50 = f e (= (o= (vRP))") = (14 ) s (LGl )
Rs(x) = %g\/;erf—l (vV/xPs) .
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Demostracion:

De la ecuacién \/qo ()\ Vi pci ) M, se sigue que \ =

* \/kl p1cy (\/kTP )

donde 0 < ki < 2 Bz para que la expresién esté bien definida.
5
Sustituyendo este valor en la ecuacién (B), resulta que ki debe ser solucién de la
ecuacién Ls(x) = Rs(x):
o R5(X) = g—:\/)?erf71 (\/)?P5)
@ Rs es una funcién creciente,
o Rs(0) =0
4] R5(%) = +o00.
5

0 L) = B exp (— (e (vEPS))7) = (14 ) wa (LT LER)

e L5 es una funcién decreciente

_ R _q1_ B
° ‘65( )_ Ps 14+p2’
1
o L5(57) =—0
5( pg)
Entonces como, por hipétesis, % — 1f > 0, existe una dnica solucién ki € [0, Pisz]

de la ecuacién Ls(x) = Rs(x).
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Teorema (Caso 6: Coeficientes A, k3)

ki prcf pacy 0/ p1cy
Sean Ry = YALOLT py+ Vi po— oL py= VP
6= " e » Q6 = Vim0 T Gp(B—uNp 10T Tqvm

QsRs exp(—(erf 1(P(,)))

p* — P e —Ds.Si Ps<1ly f}'( ) > 1, es decir
M\/ks p1cf
qo > - =
VT
y

<

2
exp(—[erf‘l(ilw kl*plcl*):| )
S pa(B—u*) ) /G M q VT —(1+ P2
Pl \/k1 prc; M ,1<M\/k1*9151*> p2+1
erf ey
qov/'m

entonces existe una tinica solucién (A, k3') del sistema S. El coeficiente k3 estd dado por

v (erf—l(Pa))z
2T AQs

y A > 0 es la tnica solucién de la ecuacién

Le(x) = Re(x), x>0

con Lg(x) = xP* y Re(x) = (1 + lf-fvz) Mo (x).

(36)

(37)

(38)

(39)
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Demostracidn:

Dad Ps= Y29 6 <1, ion —YT_erf ( AV ) estd bi
ado que Fg dov/T < a expresion \/kl*l)lcl* er \/kl*Plcz* esta bien
definida. Asi,

o erf_l(Pa) 2
> AQs '

Reemplazando este valor en (B) entonces A > 0 debe satisfacer L¢(x) = Re(x):

@ Ls(x) = xP~"

e Dado que P* > 0 entonces Lg es una funcién creciente,
o L4(0) =0,
o Lg(+00) = +00.
) 'RG(X) = fz(l)Mz(X)
o Re es una funcién convexa decreciente,

o Re(0) =1+ 2,

o Re(+00) = +o0.

Le(x)
Re(x)

De la condicién (37) se tiene que IiT
X—>+00
que Lo(x) = Re(x).

> 1, por lo tanto existe un tnico A > 0 tal
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Teorema (Caso 7: Coeficientes A, ¢)

_ VKA s _ VK el _ VTP — VKl
Sean Ry = NG M, Q= NCCE D7 = &5 p2(B—u)p2? = e
—1
Si P; <1y RyM;(erf~(P7)) > (1 + %) Mo (erfT(Pﬂ) es decir
M. /k{ p1ci
qo > #7 (40)
y

VT ki p1cy —1 (MK il Vg )
B2 < (p2+1) [(B_u*)\/k;pzcz* exp (kz*ﬂzcl* )erfc (erf ( e = 1| (41)

entonces existe tnica solucién (A, £) del sistema S. El coeficiente A estd dado por

erf~1(P7)
A= ——— 42
Q7 (42)
y £ esta definido por:
=il
, Ry My (erf=1(P7)) — <1 + lff)z) M> (Lf Q7(P7)> )

erf—1(P;)D;
Q7
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Demostracion:

De la ecuacién —3YT_ o [\ V202G
NGIT NGIC

obtiene inmediantamente que

kE pacr . IV ror=a
AV PG ) = My teniendo en cuenta que qop > %7
erf~1(P7)
=—7=>0
Q7
Al sustituir este valor en

VK piel M* M, \/kz*pzcl* <1+
VK3 pacy 1/k1*p1c2*

y teniendo en cuenta la hipdtesis que

VT <k1*p1c2*> —1 { M\/k{ p1c] /K p1cy _
B2 <(p2+1) {(B_u*)\/k;pzcz* exp ( g )erfe { erf T e 1

) Ma(x) = xv/mlpy

1+ ey (B—u*)py’

se obtiene el tnico valor de ¢ > 0 dado por

R7/\/l1(erf L(P7)) - <1 + 1ﬁ2 )M2 (%)

erf—1(P;)D;
Q7
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Conclusiones y continuacién del trabajo

@ Se han estudiados todos los casos que surgen cuando se considera que el problema
es de frontera libre (desconocida). Es decir cuando se determina Ay
un coeficiente térmico entre p1, p2, ¢i', 63, ki, ko , L.

@ Quedan por estudiar los casos en que el problema se considera de frontera mévil
(conocida), donde al ser A\ conocido, se hallaran dos coeficientes térmicos entre
* * * *
p17p2)C17C27k17k27‘€-
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