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Problema de conveccién-difusién

Hallar v tal que:

—div(eVu—Bu) = f en Q,
u = g en [,

Cecilia Penessi HHO y Exponential Fitting UMA 2022 - An. Num. y Opt. 3/24



Problema de conveccién-difusién

Hallar v tal que:

—div(eVu—Bu) = f en Q,
u = g en [,

Q dominio poligonal, I = 09Q.

® Término de conveccién: 3 = (by, bp) campo vectorial con
bi,bp >y >0en Q.

® f y g funciones suaves en .

Parametro de difusién: ¢ € (0, 1]
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Problema de conveccién-difusién

Hallar v tal que:

—div(eVu—Bu) = f en Q,
u = g en [,

Q dominio poligonal, I = 09Q.

® Término de conveccién: 3 = (by, bp) campo vectorial con
bi,bp >y >0en Q.

® f y g funciones suaves en .

Pardmetro de difusién: ¢ € (0,1] — e <1

Problema de conveccién-difusidn con conveccidon dominante
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® Hybrid High—Order Method
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ALGUNAS CARACTERISTICAS

® posibilidad de utilizar mallas poligonales arbitrarias (incluyendo nodos
colgantes);

® posibilidad de considerar 6rdenes polinémicos arbitrarios (incluyendo k = 0).
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PROBLEMA MODELO

Hallar v : Q — R tal que

|
\H

—div(MVu) en Q,
u = 0 en [.
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PROBLEMA MODELO

Hallar v : Q — R tal que

|
\h

en Q,
en [.

Il
o

{ —div(MVug

Formulacién débil clasica
Hallar u € H}(Q) tal que:

a(u,v) = (f,v) VveH}Q),

forma bilineal a: H1(Q) x HY(Q) — R, a(u,v) := (MVu, Vv).

Suponemos M|+ = mt € Po(Tp).
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Construccién local

Espacio discreto local:

Uk = {vr = (vr,(vF)Fer,) 1 vT € ]P’k(T), VE € ]P’k(F) VF € Fr}
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Construccién local

Espacio discreto local:

ng ={vr =(vr,(vF)Fer,) 1 vT € IP’k(T), VE € IP’k(F) VF € Fr}

%t LMX) = PY(X),
v »—>7r?<’zv tal que

0,0 0,6 . 2
Ty V—Vv,w)|] =0 VYw e Py(X Ty v=arg min |w-—v
( X >x o(X) y mx gweW(X)H 5%
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Construccién local

Espacio discreto local:

ng ={vr =(vr,(vF)Fer,) 1 vT € IP’k(T), VE € IP’k(F) VF € Fr}

X c LM(X) = PYX),
v — 7r?<€v tal que

0,0 2
<7TX vV—v w)x =0 VwePy(X) y 7rX v =arg ergl!?X)Hw— v||%

Interpolador local
1% wihi(T) — U%,

- B 0,k 0,k
v = [TV = <7rT v, (7 V)Fe]:.’.>

v
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Construccién local

Seminorma de tipo H*

1
: 1
lvrlinr = (IVvrllF + lvrfior) 2 i lurlor == | D he'llve — vrll?
F€.7:T
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Construccién local

Seminorma de tipo H*

1
: 1
lvrlinr = (IVvrllF + lvrfior) 2 i lurlor == | D he'llve — vrll?
FE]‘—T

Hll'(l'VHl,T < C(d7p7 k)|V|H1(T) J
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Construccién local

Seminorma de tipo H*

1
: 1
lvrlinr = (IVvrllF + lvrfior) 2 i lurlor == | D he'llve — vrll?
FE}—T

Hil'(l'VHl,T < C(d7 P k)|V|H1(T)

Operador de reconstruccion

pr: U —PY(T),
vy = pSTvy tal que
(Vps v s, Vw)r = —(vr,6w)T + Y (vF, Vw - n7e)F Yw € PKFL(T);
FeFr
(P vr —vr, )7 =0

o
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Forma bilineal discreta at : ng X ng — R,

ar(ur,vr) = (mTVPI}HHTaVPl}HMT) + sr(ur,vr)
N—

N s

-~

Consistencia Coercitividad
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Forma bilineal discreta at : ng X ng — R,

ar(ur,vr) = (mrVpstiur, Vo vr) + sr(ur,vr)
—_————

~ /

~~

Consistencia Coercitividad

— Estabilizacién original HHO

st(ur,vy):=mr Y hpt ((51# - 5’?) ur, <5§F - 5’?) MT)
FeFr

F
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Forma bilineal discreta at : ng X ng — R,

ar(ur,vr) = (mrVpstiur, Vo vr) + sr(ur,vr)
—_————

/

~~

Consistencia Coercitividad

— Estabilizacién original HHO

st(ur,vr) = mr Z he! ((51# - 5’%) ur, <5I'(FF - 5’%) !T)
FeFr

F

Operadores diferencia

sk Uk —PXT) ok UN - PR(F)
vy =t (5 v —vr) vy =g (p5 v - vr)
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Problema discreto

Espacio GLOBAL de incégnitas discretas

Up = {vy, = ((vr)1eT (vE)Fer,) :vr € PX(T)IV T € Th,

ve € PKFWWF ¢ f,,}
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Problema discreto

Espacio GLOBAL de incégnitas discretas

Up = {vy, = ((vr)1eT (vE)Fer,) :vr € PX(T)IV T € Th,
ve € PKFWWF ¢ f,,}

Interpolador global
Iy - WHH(Q) — Uf tal que Ijv := ((ngkV)TeTha (w‘}’kv)pefh)

1
2

Seminorma global Vv, € gﬁ, lvpllin =1 X HZTH% -
TET, ’
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Problema discreto

Espacio GLOBAL de incégnitas discretas

UK = {v, = ((v1)1eT, (VE)Fer,) v EPX(T)V T € Th,
ve € PKFWWF ¢ f,,}

Interpolador global

Iy - WHH(Q) — Uf tal que Ijv := ((ngkV)TeTha (w‘}’kv)pefh)
2
Seminorma global Vv, € Uf, [lvyllin = | X lvrlir
TETH ’

Ujo={v,€ Us:vP=0VF e Fp}
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Problema discreto

Formas bilineales GLOBALES

an: UfxUF = R

(up,vp) = > ar(ur,vr)
TETy

sh: Ukx UK = R

(up,vp) = > st(ur,vr)
TETh

UMA 2022 - An. Num. y Opt. 11/24

Cecilia Penessi HHO y Exponential Fitting



Problema discreto

Esquema HHO para la aproximacion del Problema Modelo
Hallar u), € Qﬁo tal que

an(up, vy) = (f,vh) Vv, € Uy

— EI Problema Discreto posee dnica solucién y la tnica solucién discreta
u, € Qﬁo satisface la siguiente acotacion a priori:

[pllan < I
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Algunos resultados de convergencia para k =0

® Estimacién del Error en la Norma de la Energia Discreta
lup, — Lullan < hlul
Up = IpUfla,pn S H2(T3)
® Estimacién del Error en la Norma de la Energia para la
Reconstrucciéon de la solucién discreta
1
IV n(prup — )l + |upls,p S hlulreer)

donde la seminorma |u|s p := sh(gh,gh)%.

e Estimacién del Error en la Norma L2

IPhun — ull < H?[[Fllper)
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© Exponential Fitting

Cecilia Penessi HHO y Exponential Fitting UMA 2022 - An. Num. y Opt. 14 /24



{ —div(eVu — Bu) = f en Q,

u = 0 enl.
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—div(eVu — Bu) = f en Q,
u =0 enl.

Caso 3 = V4 con 1) continua
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—div(eVu — Bu) = f en Q,
u =0 enl.

Caso 3 = V4 con 1) continua
Simetrizamos (1), introduciendo la variable

p = uexp <:f> — u=pexp (%)
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—div(eVu — Bu) = f en Q, (1)
u =0 enl.

Caso 3 = V4 con 1) continua
Simetrizamos (1), introduciendo la variable

p = uexp <:f> — u=pexp (%)
{ —div (sexp (%)Vp) = f en Q,

p = 0 enl.

y resulta
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EF + HHO

Aproximamos a := ¢ exp (%) por una constante en cada T
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EF + HHO

Aproximamos a := ¢ exp (%) por una constante en cada T
— Media arménica:

1 | T|e

mr =

1 =
kil Tf%dA fo exp (—%) dA
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EF + HHO

Aproximamos a := ¢ exp (%) por una constante en cada T
— Media arménica:

o 1 | T|e

T: =
1 1 Wb
— (fl4A exp|—=)dA
i eol)

Obtenemos el problema

—div(MVp) en Q,
p =0 en

|
-

donde M’T =mrVTEeET,
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EF + HHO

Hallar pp € Q?LO tal que

an(p,,vp) = (F,vn) Vvy € Upg
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EF + HHO

Hallar pp, € Q?LO tal que

an(p,,vp) = (F,vn) Vvy € Upg

Consideramos una inversa discreta R de u — p = uexp ( ) definida por

R:p,—u, st p =((pr)7rem (PF)Fer,) donde

Z ][ |T ds | ur, pr= <][e_f ds) ur
F

FeFr

o \Fr\
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EF + HHO

Hallar pp, € Q?LO tal que

an(p,,vp) = (F,vn) Vvy € Upg

Consideramos una inversa discreta R de u — p = uexp (%) definida por

R:p, = uy s.t. p, = ((p7)7eT: (PF)Fer,)  donde

FE‘FTF

Hallar Ruy, € Q?,p tal que

an(Rup, vi) = (f,vi) Yy € Upg
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® Implementaciones numéricas
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Ejemplo 1

e=10"% Q=(0,1) x (0,1), B=[1,1] = ¥(x,y) =x+y

fx,y)=x———F+y———1—

Condiciones Dirichlet homogéneas.
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Ejemplo 2

e=10"° Q=(0,1) x (0,1), B=[3,1]

1 six=06x<2 y=0
f(x,y) =0, g(x7y)—{ 0 < no. Y
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Ejemplo 3

e=10"% Q=(0,1) x (0,1), B =VV¥

R et

0 si0 < v/x2+y2<0.8
0.5-10'2, si0.82 < /x2 +y2 < 0.88
P, y) =4 2(Vx2+y?2—08) si0.8<Vx24+y2<09 flx,y)= {
0 sino.
0.2 siv/x2 4+ y2 > 0.9,

Condiciones de Neumann nulas
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Ejemplo 4

€= 1076, Q= (0,1) X (071)7 B(Xa)/) = (2)/(1 7X2)7*2X(1 *)/2))

_ [ 1+ tanh(10(—2y +1)) six=0
f(Xay)_Ov g(va)_{ 0 si no.
En cada elemento aproximamos 3 ~ V1, donde
P(x,y) = 2yk(1 — x3)x — 2xk(1 — y2)y, siendo (xk, yk) el baricentro de K.
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