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Septiembre 2022

Cecilia Penessi HHO y Exponential Fitting UMA 2022 - An. Num. y Opt. 1 / 24



Tabla de Contenidos

1 Problema de convección-difusión singularmente perturbado

2 Hybrid High–Order Method

3 Exponential Fitting

4 Implementaciones numéricas

Cecilia Penessi HHO y Exponential Fitting UMA 2022 - An. Num. y Opt. 2 / 24



Problema de convección-difusión

Hallar u tal que: {
−div(ε∇u − βu) = f en Ω,

u = g en Γ,

• Ω dominio poligonal, Γ = ∂Ω.

• Término de convección: β = (b1, b2) campo vectorial con
b1, b2 > γ > 0 en Ω.

• f y g funciones suaves en Ω.

• Parámetro de difusión: ε ∈ (0, 1] −→ ε≪ 1

Problema de convección-difusión con convección dominante

↓

CAPAS ĹIMITE
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HHO

ALGUNAS CARACTEŔISTICAS

• posibilidad de utilizar mallas poligonales arbitrarias (incluyendo nodos
colgantes);

• posibilidad de considerar órdenes polinómicos arbitrarios (incluyendo k = 0).

Mh = (Th,Fh)
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PROBLEMA MODELO

Hallar u : Ω −→ R tal que{
−div(M∇u) = f en Ω,

u = 0 en Γ.

Formulación débil clásica

Hallar u ∈ H1
0 (Ω) tal que:

a(u, v) = (f , v) ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

forma bilineal a : H1(Ω)× H1(Ω) −→ R, a(u, v) := (M∇u,∇v).

Suponemos M|T ≡ mT ∈ P0(Th).
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Construcción local

Espacio discreto local:

Uk
T := {vT = (vT , (vF )F∈FT

) : vT ∈ Pk(T ), vF ∈ Pk(F ) ∀F ∈ FT}

Proyección L2

π0,ℓX : L1(X ) → Pℓ(X ),

v 7→ π0,ℓX v tal que(
π0,ℓX v − v , ω

)
X
= 0 ∀ω ∈ Pℓ(X ) y π0,ℓX v = arg min

ω∈Pℓ(X )
∥ω − v∥2X

Interpolador local

I kT : W 1,1(T ) → Uk
T ,

v 7→ I kT v :=
(
π0,kT v , (π0,kF v)F∈FT

)
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Construcción local

Seminorma de tipo H1

∥vT∥1,T :=
(
∥∇vT∥2T + |vT |21,∂T

) 1
2 ; |vT |1,∂T :=

∑
F∈FT

h−1
F ∥vF − vT∥2F

 1
2

∥I kT v∥1,T ≤ C (d , ρ, k)|v |H1(T )

Operador de reconstrucción

pk+1
T : Uk

T → Pk+1(T ),

vT 7→ pk+1
T vT tal que

(∇pk+1
T vT ,∇ω)T = −(vT , δω)T +

∑
F∈FT

(vF ,∇ω · nTF )F ∀ω ∈ Pk+1(T );

(pk+1
T vT − vT , 1)T = 0
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Forma bilineal discreta aT : Uk
T × Uk

T → R,

aT (uT , vT ) =
(
mT∇pk+1

T uT ,∇pk+1
T vT

)
︸ ︷︷ ︸

Consistencia

+ sT (uT , vT )︸ ︷︷ ︸
Coercitividad

→ Estabilización original HHO

sT (uT , vT ) := mT

∑
F∈FT

h−1
F

((
δkTF − δkT

)
uT ,

(
δkTF − δkT

)
vT

)
F

Operadores diferencia

δkT : Uk
T → Pk(T ) ; δkTF : Uk

T → Pk(F )

vT 7→ π0,k
T

(
pk+1
T vT − vT

)
vT 7→ π0,k

F

(
pk+1
T vT − vF

)

Cecilia Penessi HHO y Exponential Fitting UMA 2022 - An. Num. y Opt. 9 / 24



Forma bilineal discreta aT : Uk
T × Uk

T → R,

aT (uT , vT ) =
(
mT∇pk+1

T uT ,∇pk+1
T vT

)
︸ ︷︷ ︸

Consistencia

+ sT (uT , vT )︸ ︷︷ ︸
Coercitividad

→ Estabilización original HHO

sT (uT , vT ) := mT

∑
F∈FT

h−1
F

((
δkTF − δkT

)
uT ,

(
δkTF − δkT

)
vT

)
F

Operadores diferencia

δkT : Uk
T → Pk(T ) ; δkTF : Uk

T → Pk(F )

vT 7→ π0,k
T

(
pk+1
T vT − vT

)
vT 7→ π0,k

F

(
pk+1
T vT − vF

)

Cecilia Penessi HHO y Exponential Fitting UMA 2022 - An. Num. y Opt. 9 / 24



Forma bilineal discreta aT : Uk
T × Uk

T → R,

aT (uT , vT ) =
(
mT∇pk+1

T uT ,∇pk+1
T vT

)
︸ ︷︷ ︸

Consistencia

+ sT (uT , vT )︸ ︷︷ ︸
Coercitividad

→ Estabilización original HHO

sT (uT , vT ) := mT

∑
F∈FT

h−1
F

((
δkTF − δkT

)
uT ,

(
δkTF − δkT

)
vT

)
F

Operadores diferencia

δkT : Uk
T → Pk(T ) ; δkTF : Uk

T → Pk(F )

vT 7→ π0,k
T

(
pk+1
T vT − vT

)
vT 7→ π0,k

F

(
pk+1
T vT − vF

)

Cecilia Penessi HHO y Exponential Fitting UMA 2022 - An. Num. y Opt. 9 / 24



Problema discreto

Espacio GLOBAL de incógnitas discretas

Uk
h := {vh = ((vT )T∈Th , (vF )F∈Fh

) :vT ∈ Pk(T )∀T ∈ Th,

vF ∈ Pk(F )∀F ∈ Fh

}

Interpolador global

I kh : W 1,1(Ω) → Uk
h tal que I khv :=

(
(π0,kT v)T∈Th , (π

0,k
F v)F∈Fh

)

Seminorma global ∀ vh ∈ Uk
h , ∥vh∥1,h :=

( ∑
T∈Th

∥vT∥21,T

) 1
2

Uk
h,0 := {vh ∈ Uk

h : vF = 0 ∀F ∈ Fb
h }
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Problema discreto

Formas bilineales GLOBALES

ah : Uk
h × Uk

h → R
(uh, vh) 7→

∑
T∈Th

aT (uT , vT )

sh : Uk
h × Uk

h → R
(uh, vh) 7→

∑
T∈Th

sT (uT , vT )
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Problema discreto

Esquema HHO para la aproximación del Problema Modelo

Hallar uh ∈ Uk
h,0 tal que

ah(uh, vh) = (f , vh) ∀ vh ∈ Uk
h,0

→ El Problema Discreto posee única solución y la única solución discreta
uh ∈ Uk

h,0 satisface la siguiente acotación a priori :

∥uh∥a,h ≲ ∥f ∥.
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Algunos resultados de convergencia para k = 0

• Estimación del Error en la Norma de la Enerǵıa Discreta

∥uh − I 0hu∥a,h ≲ h|u|H2(Th)

• Estimación del Error en la Norma de la Enerǵıa para la
Reconstrucción de la solución discreta

∥∇h(p
1
huh − u)∥+ |uh|s,h ≲ h|u|H2(Th)

donde la seminorma |uh|s,h := sh(uh, uh)
1
2 .

• Estimación del Error en la Norma L2

∥p1huh − u∥ ≲ h2∥f ∥H1(Th)
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EF

{
−div(ε∇u − βu) = f en Ω,

u = 0 en Γ.
(1)

Caso β = ∇ψ con ψ continua
Simetrizamos (1), introduciendo la variable

ρ = u exp

(
−ψ
ε

)
→ u = ρ exp

(
ψ

ε

)
y resulta {

−div
(
ε exp

(
ψ
ε

)
∇ρ
)

= f en Ω,

ρ = 0 en Γ.
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EF + HHO

Aproximamos a := ε exp
(
ψ
ε

)
por una constante en cada T

→ Media armónica:

mT =
1

1

|T |
∫∫
T

1
a dA

=
|T |ε∫∫

T

exp
(
−ψ
ε

)
dA

Obtenemos el problema{
−div(M∇ρ) = f en Ω,

ρ = 0 en Γ,

donde M|T = mT ∀T ∈ Th.
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EF + HHO

Hallar ρh ∈ U0
h,0 tal que

ah(ρh, vh) = (f , vh) ∀ vh ∈ U0
h,0

Consideramos una inversa discreta R de u → ρ = u exp
(
ψ
ε

)
definida por

R : ρ
h
→ uh s. t. ρ

h
= ((ρT )T∈Th , (ρF )F∈Fh

) donde

ρT =

 1

|FT |
∑
F∈FT

∫
F

−e−
ψ
ε
|T ds

 uT , ρF =

(∫
F
−e−

ψ
ε ds

)
uF

Hallar Ruh ∈ U0
h,0 tal que

ah(Ruh, vh) = (f , vh) ∀ vh ∈ U0
h,0
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Ejemplo 1

ϵ = 10−6, Ω = (0, 1)× (0, 1), β = [1, 1] → ψ(x , y) = x + y

f (x , y) = x − e
x−1
ϵ − e−

1
ϵ

1− e−
1
ϵ

+ y − e
y−1
ϵ − e−

1
ϵ

1− e−
1
ϵ

Condiciones Dirichlet homogéneas.
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Ejemplo 2

ϵ = 10−6, Ω = (0, 1)× (0, 1), β =
[
1
3 , 1
]

f (x , y) = 0, g(x , y) =

{
1 si x = 0 ó x < 1

3 , y = 0
0 si no.
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Ejemplo 3

ϵ = 10−4, Ω = (0, 1)× (0, 1), β = ∇Ψ

ψ(x, y) =


0 si 0 ≤

√
x2 + y2 ≤ 0.8

2(
√

x2 + y2 − 0.8) si 0.8 ≤
√

x2 + y2 ≤ 0.9

0.2 si
√

x2 + y2 ≥ 0.9,

f (x, y) =

 0.5 · 1012, si 0.82 ≤
√

x2 + y2 ≤ 0.88

0 si no.

Condiciones de Neumann nulas
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Ejemplo 4

ϵ = 10−6, Ω = (0, 1)× (0, 1), β(x , y) =
(
2y(1− x2),−2x(1− y2)

)

f (x , y) = 0, g(x , y) =

{
1 + tanh(10(−2y + 1)) si x = 0

0 si no.

En cada elemento aproximamos β ∼ ∇ψ, donde
ψ(x , y) = 2yK (1− x2

K )x − 2xK (1− y 2
K )y , siendo (xK , yK ) el baricentro de K .
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¡Gracias!
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