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Objetivo

Se prueba existencia y unicidad de soluciéon de un problema de Stefan
unidimensional a dos fases que modela el proceso de solidificacién de una sustancia
que estd inicialmente en estado liquido donde la regién sélida es un dominio
angular, es decir, mientras el liquido se solidifica, se contrae y forma una region
vacia entre z = 0 y « = rs(t) donde 0 < r < 1 es el parametro de contracciéon y

z = s(t) es la posicién de la interfase. Se considera la conductividad térmica y calor
especifico dependientes de la temperatura en ambas fases y ademés se impone una
condicion de tipo Neumann en el borde x = rs(t).

.

Esquema de la presentaciéon

@ Se transforma el problema de Stefan a dos fases en dos problemas diferenciales
ordinarios equivalentes acoplados y estos tltimos en un problema funcional
equivalente.

@ Se prueba existencia y unicidad de solucién del problema funcional.

@ Se presentan dos casos particulares donde se obtienen soluciones explicitas del
problema de Stefan.

@ Conclusiones.
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Formulaciéon matemaéatica

Problema de Stefan unidimensional a dos fases con coeficientes térmicos variables

Hallar la temperatura u, = ui(z,t) (fase solida) y uz = ua(z,t) (fase liquida) y la
frontera libre © = s(t) que separan dichas fases tales que:
0 Oui \ Ouy Lo Out
3 (kl(ul)%) = pici(ur) (W —l—rs(t)%) , rs(t) <z <s(t), t>0, (1)
1o} QUQ _ 8uQ
oz (kz(’tw)a) = pQCQ(UQ)W, x> s(t), t >0, (2)
us(+00,t) = uz(x,0) = B, t>0, z> s(t) (3)
ui(s(t),t) = ua(s(t),t) = u”, t>0, u" < B, (4)
0 0
R (ua (s(8), ) S (s(0), ) = ka(ua(s(8), 0) 52 (), 8) = prf3(t), £>0,  (5)
Gitn _ D
ba(rs(8), ) G (ra(t). ) = %2, £>0, ©)

p; > 0: densidad de la region 4, ¢ = 1 (fase solida) y ¢ = 2 (fase liquida)

£ > 0 : calor latente de fusién por unidad de masa

u* : temperatura de cambio de fase en la frontera libre = s(¢) con v* < B
r=1—£2 € (0,1): parametro de contraccion

go > 0: coeficiente que caracteriza al flujo en x = rs(t)
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x = s(t)

x =rs(t)
AW
Vi
)
g .
al 3 &
I Sélido Qo

Liquido
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Coeficientes térmicos

Calor especifico: c;(ui(z,t)) = (1 + B (u = )pi)

Conductividad térmica: k;(ui(z,t)) = ki (1 + Bi (u* B)pi)

donde B; > 0y p; > 0, ki = ki(u") es la conductividad térmica de referencia, y
¢; = ci(u”) es el calor especifico de referencia

[Kumar-Singh-Rajeev, 2018; Bollati-Natale-Semitiel-Tarzia, 2020]

KX

Difusividad térmica: o; = v
iC3

donde ¢ = 1,2 (fase solida y liquida, respectivamente).
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Los problemas diferenciales ordinarios acoplados

Teorema 1

El problema de Stefan (1)-(6) tiene una soluciéon de tipo similaridad dada por:

ui(z,t) = (u" —B)z1(n) + B, rs(t) <z <s(t), t>0, (7)
uz(z,t) = (" —B) 22 (n) + B, z>s(t), t>0, (8)
s(t) = 2uv/ast, t>0 9)

si y solo si las funciones 21, z2 y el pardmetro p > 0 satisfacen los siguientes
problemas diferenciales ordinarios:

e |+ Bua? (n))%(n)]/ +=r) A+ () za(n) =0, r<n<1, (10)

P 2p/a2g
A+ B (M)A = gy (11)
(1) =1, (12)
57 [+ BosB? ()s4n)] + 0 (14 Bac? () 54m) = 0. 1> 1, (13)
22(1) =1, (14)
z2(o0) =0, (15)
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Teorema 1 (continuacion)

acoplados por la condicién:

1+ﬁ1 kf ’ / _ —2p2 P1
(£55) ) - 50 = ot (16)

donde Ste = M > 0 es el niimero de Stefan.

Idea de la demostracion:

Se propone el cambio de variable

n= m (variable de similaridad)

donde i > 0 es un coeficiente adimensional a determinar y llamando

i(z,t) — B .
at) = BB 50 iz,

se obtiene la equivalencia entre ambos problemas.

Bollati-Natale-Semitiel-Tarzia UMA 2022



El problema funcional

(21, 22, ) es una solucioén del problema (10)-(16) si y solo si z1, 22 y p satisfacen
Fi(z(m) =Gi(n), r<n<1 (17)
Fa(z2(n) = G2(n),  n>1 (18)
M(p) = N (), (19)

donde
Fi(z) :x—l—%mmﬂ, i=12 (20)
Gi(n) = Fa (1) + sy (ext (uy/22(1 = 1) — et (uy /2 -7))) (1)
Ga(n) = Fa(1) 2ten) (22)
_ ;1 exp(—p?)

N () = 2280 exp (—u22(1 - 1)°) (24)
v
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Demostracién:

Supongamos que (21, z2, i) es una solucion del problema (10)-(16). Definimos la
funcion

vi(n) = (1 + Br2y" (n))1(n)
Teniendo en cuenta la ecuacion (10) obtenemos

vi(n) = Crexp (—*22(n=1)?),  r<n<l, (25)

donde C € R. Luego, integrando respecto de 7 entre r y 1, se tiene que z; satisface:

s+ st = SO et (4 /20— )40, r<n<1, (20)

p1+1

donde D; € R. Si imponemos las condiciones (11) y (12) se obtiene

= 2py/a2qo
LTk B )

o+ k*\(/;quo e f( \/%(1 - 7")) (28)

de lo que resulta que z; satisface la ecuacion (17): Fi(z1(n)) = G1(n).

(27)

D=1+
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De forma similar, si definimos

v2(n) = (1 + B2252(n))z2(n)

de la ecuacion (13) obtenemos:

va(n) = Caexp (—u*n’) n>1, (29)
con C7 € R. Si integramos la ecuacion anterior respecto de 7, se tiene la solucion
general de la ecuacion diferencial ordinaria (13):

B2 pot1 C V7
—_— — —erf D 1
)+ =gt (n) = — = =grerf(un) + Do, n>1, (30)
donde D3 € R. Luego, al imponer las condiciones (14) y (15) se tiene:
B2 ) 2 I
Co=(1+
’ ( p2+1) r (exf(p) — 1)
Cy /7
Dy =——2VT 32
2 L 2’ ( )
y por lo tanto, zo satisface la ecuacion (18): Fa(z2(n)) = G2(n).

Finalmente, de (25) y (29) (expresiones obtenidas para v1 y vz2) y teniendo en
cuenta (16) (ecuacion que relaciona ambos problemas diferenciales) se obtiene la
ecuacion que debe satisfacer ;o (19).

Reciprocamente, puede probarse facilmente que si (z1, 22, 1) es una soluciéon del
sistema (17)-(19) entonces (z1, 22, p) satisface (10)-(16).
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Existencia y unicidad de solucién del problema funcional

El problema funcional dado por (17), (18) y (19) tiene una tdnica solucion (z1, 22, i)
Byl (1 B )

QT

si y solo si go >

Demostracién:

Notemos primero que para cada i = 1,2, la funcién F; : Ra‘ — ]RE)" tal que
Fi(z) =z + %m““ es estrictamente creciente.

Ademas, si 7 < 1 < 1 entonces

Gi(n) = F1(1) + preds (ext (/220 = 1) —ert ()82 (1= 7)) ) >0

Luego, para cada p > 0 existe una tnica funcion z; € C? [r, 1] que es solucion de la
ecuacion (17) dada por

z1(n) = Fy H(G1(n)), r<n<l (33)

De manera similar, para cada n > 1, se tiene que existe una dnica funciéon
22 € C?[1, 00) solucion de la ecuacion (18) dada por

2(n) = Fy ' (G2(n)), n>1L (34)
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Basta entonces probar que la ecuacién (19) M(z) = AN (z) tiene tnica solucién
© > 0. Es facil ver que:

M(O):%<1+pﬁ1>, M(0) =00, M (z)>0, Yz>0,  (35)
N(o):%7 N*(o0) =0, N(z)<0, Ya>0, (36)

entonces existe un nico p > 0 solucion de la ecuacion M(z) = N(z), z > 0siy
solo si N (0) > M(0), es decir

Vg 1 B2
7(371;;@ >ﬁ(1+p2+1>' (37)

Luego, existe tnica solucion (z1, z2, 1) del problema funcional (17)-(19) si y solo si

(B —u")ks B2
1 .
qo > o + ot 1

Bollati-Natale-Semitiel-Tarzia UMA 2022



Existencia y unicidad de solucién del problema de Ste

Del Teorema 1 y los Lemas 1 y 2, se tiene el resultado fundamental:

Si qo > % (1 4k pf—il) entonces el problema de Stefan a dos fases dado por (1)-(6)

tiene una unica solucién de tipo similaridad (u1,us2,s) dada por:

ui(z,t) = (u* — B) 21 (ﬁ) + B, rs(t)<z<s(t), t>0,
uz(z,t) = (u* — B) 22 (m)—&-B, x> s(t), t>0,
s(t) = 2puv/ast, t>0

donde (z1, 22, pt) es la tnica soluciéon del problema funcional:

z1(n) + %z{1+1(n) =1+ % + % (erf (u\/zjf(l — r)) —erf <,u\/%(77 71"))) ,

sir<n<l,

1 f
o) + 58747 0) = (14 ) TRER n> 1,

1 B exp(—z?) _ /@340 2 2
'rpgpslte + T (1 + pz-zkl) erfc(z) — (B—u*)k3 & (—.CC :)%(1 - T) ) » &> 0.
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Caso particular p; = p, = 0

Si consideramos el caso particular p; = p2 = 0, los coeficientes térmicos son constantes, es
decir , la conductividad térmica y el calor especifico estd dado por:

ki = ki (L+8:), (38)
ci =c; (1+Bi), (39)

respectivamente, con 8; > 0 para i = 1,2.
En este caso, la unica soluciéon z1 = z1(n) de la ecuacion (17) estd dada por:

z1(n) =1+ (1+B\1/)?172§)—u*) (erf(u\/%(l —7’)) —erf(,u,\/%(n—r))), r<n<l,

(40)
la tnica solucién z2 = z2(n) de la ecuacion (18) esta dada por:
erfc (un)

= , > 1, 41
2(n) = W n (41)

y de (19), p > 0 es la Gnica soluciéon de la ecuacion

1 2 Vv
P + fo exp(—a) = 22490 exp (—an—z(l - 'r)2) (42)

p2Ste vr o erfe(z) (B —u*)k} o1

(B—u™)ks
NCTLEN
Por lo tanto, hemos recuperado los resultados obtenidos en M. F. Natale, E. Santillan

Marcus, D. A. Tarzia, Explicit solutions for one-dimensional two-phase free boundary
problems with either shrinkage or expasion, Nonlinear Analysis: Real World Applications,
11 (2010) 1946-1952.

si y solo si go >
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Caso particular p; = p, =1

Si consideramos el caso particular p; = p2 = 1, los coeficientes térmicos son lineales, es
decir, la conductividad térmica y el calor especifico estan dados por:

ki(u) = k7 (1+ 8,422, (43)
ciwi) = cf (148245 ) | (44)

respectivamente con 3; > 0 para i = 1,2.
En este caso, la unica solucion z; = z1(n) de la ecuacion (17) estd dada por:

z1(n) = 5—11 (—1 +4/1+ 2,8161(77)) ) r<n<l, (45)

i) = 1+ 5 + 7y (erf (ny/2(1 = 7)) —erf (uy/22(—7)),  (46)

1

donde

la Gnica solucion z2 = z2(n) de la ecuaciéon (18) esta dada por:

wa) = & (—1 + \/1 +262 (2+ f2) e:ffﬁé;’%’) Lo (47)

y de (19), p > 0 es la tnica solucién de la ecuacion:

P 248 exp(—z?) _ _ /@340 2a 2
mpgSlte + 2\/E2 erfc(z) — (B—u*)kj exp (727 on(l - 7”) ) ’ (48)
(B—u™)(2+B2)k3

si y solo si go > 3 aar
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Conclusiones

@ Se plante6 un problema de Stefan unidimensional a dos fases que modela el
proceso de solidificaciéon de una sustancia que esta inicialmente en estado
liquido donde la regién sélida es un dominio angular, es decir, mientras el
liquido se solidifica, se contrae y forma una regiéon vacia entre x =0 y
z =rs(t) donde 0 < r < 1 es el parametro de contraccion y = = s(t) es la
posicion de la interface. Se consider6 tanto la conductividad térmica como el
calor especifico dependientes de la temperatura en ambas fases.

@ Se transformo el problema de Stefan a dos fases en dos problemas diferenciales
ordinarios acoplados equivalente.

@ Se transformaron los problemas diferenciales ordinarios acoplados en un
problema funcional equivalente.

@ Se probo existencia y unicidad de solucién al problema funcional.

@ De la equivalencia entre los problemas (Problema de Stefan a dos
fases-Problemas diferenciales ordinarios acoplados-Problema Funcional) se
demostré existencia y unicidad de solucién (de tipo similaridad) del problema
de Stefan a dos fases.
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Gracias por su atencion.
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