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Haces de matrices

Dado un cuerpo K, una matriz polinómica es una con entradas en K[x]:

P =


p1,1 p1,2 . . . p1,m−1 p1,m
p2,1 p2,2 . . . p2,m−1 p2,m
...

...
. . .

...
...

pn,1 pn,2 . . . pn,m−1 pn,m

 ∈ K[x]n×m,

o si lo prefieren, un polinomio con coeficientes matriciales,

P (x) = A0 + xA1 + x2A2 + . . .+ xqAq,

donde A0, A1, . . . , Aq ∈ Kn×m, Aq ̸= 0.

Definición

Un polinomio matricial P ∈ K[x]n×m es un haz de matrices si

P (x) := xE −A,

para A,E ∈ Kn×m, i.e. si tiene grado (a lo sumo) 1.
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Aplicaciones . . .

Ecuaciones algebraico-diferenciales (DAEs).

Dadas A,E ∈ Rn×n, consideremos la ecuación algebraico-diferencial

Eẋ(t) = Ax(t), (1)

donde x : R → Rn es suave.

Si existe λ ∈ R tal que det(A− λE) = 0, entonces hay un x0 ∈ Rn tal que

Ax0 = λEx0,

y en consecuencia x(t) = eλtx0 es una solución de (1).

Problema

Dadas A,E ∈ Rn×n, determinar los λ ∈ R tales que det(A− λE) = 0.
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Haces de matrices
Autovalores

Dado P ∈ K[x]n×m, P es regular si n = m y det(P (x)) ̸= 0K[x].

En caso contrario, diremos que P es singular.

El rango (normal) de P es el tamaño del menor más grande de P distinto
de 0K[x]. Lo anotamos rank(P ).

Observación

P ∈ K[x]n×n es regular ⇐⇒ rank(P ) = n

Definición

Supongamos que P (x) = xE −A para A,E ∈ Kn×m.

λ ∈ K es un autovalor (finito) de P si rank(P (λ)) < rank(P );

∞ es un autovalor de P si rank(E) < rank(P ).
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Ejemplo: un haz de matrices sin autovalores finitos

Dado j ∈ N, consideremos las matrices A,E ∈ Kj×j dadas por

A = Ij =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

 y E = Nj =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0

 .

El haz

P (x) = xNj − Ij =


−1 x . . . 0 0
0 −1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . −1 x
0 0 . . . 0 −1


es regular y NO tiene autovalores finitos.
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Forma canónica de Weierstraß
para haces regulares (circa 1867)

Si P = xE −A ∈ C[x]n×n es un haz regular, existen matrices inversibles
U, V ∈ Cn×n tales que

U
(
xE −A

)
V =

[
xIr − J 0

0 xN − Is

]
,

con J ∈ Cr×r en forma de Jordan y N ∈ Cs×s nilpotente.

En este caso, los autovalores de P (y sus multiplicidades) forman un

conjunto de invariantes completo

para la clase de equivalencia de P módulo la equivalencia estricta:

P ∼ Q ⇐⇒ Q = U · P · V con U, V ∈ Cn×n inversibles.
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Un haz de matrices sin autovalores

Dado j ∈ N, consideremos las matrices A,E ∈ Kj×(j+1) dadas por

A =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1

 y E =


1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 1 0

 .

El haz

Lj(x) = xE −A =


x −1 0 . . . 0 0
0 x −1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . −1 0
0 0 0 . . . x −1


es singular, tiene rango completo y NO tiene autovalores.
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Forma canónica de Kronecker
para haces singulares (circa 1890)

Dado un haz P (x) = xE −A ∈ Cn×m, hay matrices inversibles U ∈ Cn×n

y V ∈ Cm×m tales que

U
(
xE −A

)
V =

[
R(x) 0
0 S(x)

]
,

donde R es la parte regular de P y S es la parte singular de P .

Además,

R(x) =

[
xIr − J 0

0 xN − Is

]
,

con J ∈ Cr×r en forma de Jordan, N ∈ Cs×s nilpotente, y

S(x) = diag
(
Lm1(x), . . . , Lmk

(x), Ln1(x)
⊤, . . . , Lnℓ

(x)⊤
)
,

Lj(x) = x[Ij 0]− [0 Ij ] ∈ Cj×(j+1),

con m1 ≥ m2 ≥ . . . ≥ mk−1 ≥ mk ≥ 0 y n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nℓ−1 ≥ nℓ ≥ 0.
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Conjunto de invariantes
Caracteŕıstica de Segre

Dado un haz P (x) = xE −A ∈ Cn×m, sean

λ1, . . . , λp ∈ C sus autovalores, y para cada i = 1, . . . , p sean

r1(λi) ≥ r2(λi) ≥ . . . ≥ rqi(λi) > 0,

los tamaños de los bloques de Jordan asociados a λi;

m1 ≥ m2 ≥ . . . ≥ mk−1 ≥ mk ≥ 0 los ı́ndices minimales columna;

n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nℓ−1 ≥ nℓ ≥ 0 los ı́ndices minimales fila.

El conjunto formado por todos éstos śı es un

conjunto de invariantes completo

para la clase de equivalencia de P (módulo la equivalencia estricta).
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Perturbaciones de rango uno

Dado un haz P ∈ K[x]n×m, y una perturbación Q ∈ K[x]n×m con

rank(Q) = 1,

¿qué sabemos sobre:

los autovalores de P +Q?

las multiplicidades de los autovalores de P +Q?

la forma de Weierstraß / Kronecker de P +Q?

En el caso en que P y P +Q son haces regulares, bastante. En el resto . . .

Si λ es un autovalor de P , anotaremos:

mgλ(P ) a la multiplicidad geométrica de λ;

maλ(P ) a la multiplicidad algebraica de λ.

mλ(P ) a la multiplicidad de λ como ráız de det(P (x)).
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Perturbaciones de rango uno
Caso regular - autovalores

También usaremos la cota:

M =
∑

λ∈σ(P )

maλ(P ).

Teorema (Gernandt, Trunk ’17)

Sea P ∈ C[x]n×n un haz regular. Dado Q ∈ C[x]n×n con rank(Q) = 1 tal
que P +Q es un haz regular,

1 si λ ∈ σ(P ) con mgλ(P ) ≥ 2 entonces λ ∈ σ(P +Q), y además

mλ(P )−maλ(P ) ≤ mλ(P +Q) ≤ mλ(P )−maλ(P ) +M ;

2 si λ ∈ σ(P +Q) \ σ(P ) entonces mgλ(P +Q) = 1, y además

0 ≤ mλ(P +Q) ≤ M.
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Conjunto de invariantes
Caracteŕıstica de Weyr

Una forma alternativa de presentar al conjunto de invariantes es mediante

la caracteŕıstica de Weyr.

No es más que el conjunto de particiones conjugadas de

{r1(λi), . . . , rqi(λi)}, {m1, . . . ,mk} y {n1, . . . , nℓ}.

Para j = 1, . . . , qi, sea

aj(λi) = #{h : rh(λi) ≥ j}.

Para j = 1, . . . , k, sea

bj = #{h : mh ≥ j}.

Para j = 1, . . . , ℓ, sea
cj = #{h : nh ≥ j}.
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Conjunto de invariantes
Diagrama de Ferrers

. . . a1

. . . a2

. . . a3

...
...

aq−1

aq

r1 r2 rp−3 rp−2 rp−1 rp
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Perturbaciones de rango uno
Caso regular - caracteŕıstica de Weyr

Teorema (Gernandt, Trunk ’17)

Sea P ∈ C[x]n×n un haz regular. Dado Q ∈ C[x]n×n con rank(Q) = 1 tal
que P +Q es un haz regular. Entonces, para todo λ ∈ C y k ≥ 1,∣∣ak(λ, P +Q)− ak(λ, P )

∣∣ ≤ 1.
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Perturbaciones de rango uno
Caso general

Teorema (Gernandt, MP, Philipp, Trunk ’22)

Dado un haz P ∈ C[x]n×n, sea λ ∈ C un autovalor de P . Sea
Q ∈ C[x]n×n un haz con rank(Q) = 1.

Si Q(x) = x(wu∗)− wv∗ entonces, para todo k ≥ 1,∣∣(ak(λ, P +Q) + bk(P +Q)
)
−
(
ak(λ, P ) + bk(P )

)∣∣ ≤ k.

Si Q(x) = x(uw∗)− vw∗ entonces, para todo k ≥ 1,∣∣(ak(λ, P +Q) + bk+1(P +Q)
)
−
(
ak(λ, P ) + bk+1(P )

)∣∣ ≤ k.
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