Cambios en la estructura espectral de un haz de

matrices bajo perturbaciones de rango uno

Francisco Martinez Peria

Centro de Matematica de La Plata — Universidad Nacional de La Plata

Instituto Argentino de Matematica “Alberto P. Calderén” — CONICET

Reunién Anual de la UMA
Universidad Nacional del Comahue — Neuquén
21 de septiembre de 2022

F. Martinez Peria (CMaLP-IAM) Haces de matrices UMA 2022



Esquema de la charla

@ Haces de matrices
© Formas canénicas

© Teoria de perturbaciones (de rango uno)

F. Martinez Peria (CMaLP-IAM) Haces de matrices UMA 2022 2/21



Esquema de la charla

@ Haces de matrices

F. Martinez Peria (CMaLP-IAM) Haces de matrices UMA 2022 3/21



Haces de matrices

Dado un cuerpo K, una matriz polinémica es una con entradas en K|z]:

P11 P12 --- Piom—1 DPlm
pb21 P22 .- P2m—1 D2,

p=|"" T " e Kiamem,
Pn1 Pn2 --- Pnm—1 DPnm

F. Martinez Peria (CMaLP-IAM) Haces de matrices UMA 2022 4/21



Haces de matrices

Dado un cuerpo K, una matriz polinémica es una con entradas en K|z]:

P11 P12 --- Piom—1 DPlm
pb21 P22 .- P2m—1 D2,

p=|"" T " e Kiamem,
Pn1 Pn2 --- Pnm—1 DPnm

o si lo prefieren, un polinomio con coeficientes matriciales,
P(z) = Ay +zA; + 22As + ..+ x1Aq,
donde Ag, Ay,..., Ay € K™, A, # 0.
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Haces de matrices

Dado un cuerpo K, una matriz polinémica es una con entradas en K|z]:

P11 P12 --- Piom—1 DPlm
pb21 P22 .- P2m—1 D2,

p=|"" T " e Kiamem,
Pn1 Pn2 --- Pnm—1 DPnm

o si lo prefieren, un polinomio con coeficientes matriciales,
P(z) = Ay +zA; + 22As + ..+ x1Aq,
donde Ag, Ay,..., Ay € K™, A, # 0.

Definicion

XM as un haz de matrices si

Un polinomio matricial P € K|x]
P(z):=zFE — A,

para A, E € K"*™, i.e. si tiene grado (a lo sumo) 1.
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Aplicaciones ...

e Ecuaciones algebraico-diferenciales (DAEs).

Dadas A, E € R™*"™, consideremos la ecuacidén algebraico-diferencial
EBi(t) = Aa(t), (1)

donde z : R — R"™ es suave.
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Aplicaciones ...

e Ecuaciones algebraico-diferenciales (DAEs).

Dadas A, E € R™*"™, consideremos la ecuacidén algebraico-diferencial
EBi(t) = Aa(t), (1)

donde z : R — R"™ es suave.

Si existe A € R tal que det(A — AE) = 0, entonces hay un zp € R” tal que
AJ}Q = )\El‘(),

y en consecuencia z(t) = e*xg es una solucién de (1).
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Aplicaciones ...

e Ecuaciones algebraico-diferenciales (DAEs).

Dadas A, E € R™*"™, consideremos la ecuacidén algebraico-diferencial
EBi(t) = Aa(t), (1)

donde z : R — R"™ es suave.

Si existe A € R tal que det(A — AE) = 0, entonces hay un zp € R” tal que
AJ}O = )\El‘g,

y en consecuencia z(t) = e*xg es una solucién de (1).

Problema
Dadas A, E € R™*"™, determinar los A € R tales que det(A — AE) = 0.
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Haces de matrices
Autovalores

Dado P € K[z]"*™, P es regular si n = m y det(P(z)) # Ogly]-
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En caso contrario, diremos que P es singular.
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Haces de matrices
Autovalores

Dado P € K[z]"*™, P es regular si n = m y det(P(z)) # Ogly]-
En caso contrario, diremos que P es singular.

El rango (normal) de P es el tamafio del menor mas grande de P distinto
de Og[y)- Lo anotamos rank(P).

Observacién
P € K[z]"*™ es regular <= rank(P)=n
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Haces de matrices

Autovalores

Dado P € K[z]"*™, P es regular si n = m y det(P(z)) # Ogly]-
En caso contrario, diremos que P es singular.

El rango (normal) de P es el tamafio del menor mas grande de P distinto
de Og[y)- Lo anotamos rank(P).

Observacién
P € K[z]"*™ es regular <= rank(P)=n

Definicion

Supongamos que P(z) = xFE — A para A, E € K"*™,
@ )\ € K es un autovalor (finito) de P si rank(P())) < rank(P);

@ 00 es un autovalor de P si rank(E) < rank(P).
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Ejemplo: un haz de matrices sin autovalores finitos

Dado j € N, consideremos las matrices A, F € K7*J dadas por

10
1

@)
ja)

01 0 ... 0
00 1 ...0

[en}
[an)

o O
o O
O =
= O
o O
o O
o O

—

El haz

o |
—_
S
—_
o O
o O

es regular y NO tiene autovalores finitos.
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Esquema de la charla

© Formas canénicas

F. Martinez Peria (CMaLP-IAM) Haces de matrices UMA 2022 8/21



Forma candnica de Weierstral3

para haces regulares (circa 1867)

Si P=xFE — A € C[z]™™"™ es un haz regular, existen matrices inversibles
U,V € C™*" tales que

xl, —J 0

con J € C"™" en forma de Jordan y N € C%** nilpotente.
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Forma candnica de Weierstral3

para haces regulares (circa 1867)

Si P=xFE — A € C[z]™™"™ es un haz regular, existen matrices inversibles
U,V € C™*" tales que

U(zE — A)V = [ﬂ’"_‘] ’ ]

0 N — I

con J € C"™" en forma de Jordan y N € C%** nilpotente.

En este caso, los autovalores de P (y sus multiplicidades) forman un
conjunto de invariantes completo

para la clase de equivalencia de P mddulo la equivalencia estricta:

P~Q — Q=U-P-V con U,V € C"™" inversibles.
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Un haz de matrices sin autovalores

Dado j € N, consideremos las matrices A, E € K/*U+1) dadas por

0 1 0 0 1 0 ... 00O
0 0 1 0 0 01 ... 000
A= - y E=|: : SRR
0 0 O 1 0 0 0 1 0
0 0 O 01 0 0 1 0
El haz
zr —1 0 0 0
0O = -1 0 0
Li(x)=asE—-A= | : o :
0 O o ... =1 0
0 0 o ... = -1

es singular, tiene rango completo y NO tiene autovalores.
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Forma candnica de Kronecker
para haces singulares (circa 1890)

Dado un haz P(z) = zE — A € C"*™, hay matrices inversibles U € C™*"

y Ve C™*"™ tales que

U(zE — A)V = [Rf)x) S?:U)],

donde R es la parte regular de P y S es la parte singular de P.

UMA 2022 11/21
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Forma candnica de Kronecker

para haces singulares (circa 1890)
Dado un haz P(z) = zE — A € C"*™, hay matrices inversibles U € C™*"

y Ve C™*"™ tales que

U(zE — A)V = [Rf)x) S?:U)],

donde R es la parte regular de P y S es la parte singular de P. Ademis,

xl, —J 0
R(z) = [ 0 :UN—IS]’

con J € C"™" en forma de Jordan, N € C5*¢ nilpotente,
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Forma candnica de Kronecker
para haces singulares (circa 1890)

Dado un haz P(z) = zE — A € C"*™, hay matrices inversibles U € C™*"

y Ve C™*"™ tales que

U(zE — A)V = [Rf)x) S?x)],

donde R es la parte regular de P y S es la parte singular de P. Ademis,

[xIT—J 0 ]

R(z) = 0 &N -1,

con J € C™" en forma de Jordan, N € C5*¢ nilpotente, y
Lo (), Ly ()75 ,Lw(ac)T),

S(z) = diag (Lm, (), ..
Lj(z) = «[l; 0] — [0 ;] € C7*U+D,

conmy>mg>...2mp_1>m>0yny>ng>...>2ng_1>2np >0

Haces de matrices UMA 2022
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Conjunto de invariantes
Caracteristica de Segre

Dado un haz P(z) = zE — A € C"™", sean

@ Ai,..., A\, € C sus autovalores, y para cada i = 1,...,p sean
Tl()\i) > 7“2()\1') > ... > rqi()\i) > 0,

los tamanos de los bloques de Jordan asociados a \;;
@ my >mg > ...>mp_1 > myg > 0 los indices minimales columna;

@ ny>no > ... >ny_q >ny > 0 los indices minimales fila.
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Conjunto de invariantes
Caracteristica de Segre
Dado un haz P(z) = zE — A € C"™", sean
@ Ai,..., A\, € C sus autovalores, y para cada i = 1,...,p sean

Tl()\i) > 7“2()\1') > ... > rqi()\i) > 0,

los tamanos de los bloques de Jordan asociados a \;;
@ my >mg > ...>mp_1 > myg > 0 los indices minimales columna;

@ ny>no > ... >ny_q >ny > 0 los indices minimales fila.
El conjunto formado por todos éstos si es un

conjunto de invariantes completo

para la clase de equivalencia de P (mddulo la equivalencia estricta).
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Esquema de la charla

© Teoria de perturbaciones (de rango uno)
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Perturbaciones de rango uno

Dado un haz P € K[z]™™"™, y una perturbacién @ € K[z]"*"™ con

rank(Q) = 1,

iqué sabemos sobre:
@ los autovalores de P + Q7
@ las multiplicidades de los autovalores de P + Q7
@ la forma de WeierstraB / Kronecker de P + Q7
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Dado un haz P € K[z]™™"™, y una perturbacién @ € K[z]"*"™ con

rank(Q) = 1,

iqué sabemos sobre:
@ los autovalores de P + Q7
@ las multiplicidades de los autovalores de P + Q7
@ la forma de WeierstraB / Kronecker de P + Q7

En el caso en que Py P+ () son haces regulares, bastante. En el resto . ..

F. Martinez Peria (CMaLP-IAM) Haces de matrices UMA 2022 14 /21



Perturbaciones de rango uno

Dado un haz P € K[z]™™"™, y una perturbacién @ € K[z]"*"™ con

rank(Q) = 1,

iqué sabemos sobre:
@ los autovalores de P + Q7
@ las multiplicidades de los autovalores de P + Q7
@ la forma de WeierstraB / Kronecker de P + Q7

En el caso en que Py P+ () son haces regulares, bastante. En el resto . ..
Si A es un autovalor de P, anotaremos:

e mgx(P) a la multiplicidad geométrica de A;

e may(P) a la multiplicidad algebraica de \.

e my(P) a la multiplicidad de A como raiz de det(P(z)).
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Perturbaciones de rango uno
Caso regular - autovalores

También usaremos la cota:

M = Z may(P).

Ao (P)
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Perturbaciones de rango uno
Caso regular - autovalores

También usaremos la cota:

M = Z may(P).

Ao (P)

Teorema (Gernandt, Trunk '17)

Sea P € Clz|™ ™ un haz regular. Dado @) € C[x]"*™ con rank(Q) = 1 tal
que P + Q) es un haz regular,

Q si A € o(P) con mgy(P) > 2 entonces X € o(P + Q), y ademds

mx(P) —max(P) < ma(P + Q) < my(P) — max(P) + M;

Q@ siAco(P+Q)\o(P) entonces mgy(P + Q) =1, y ademds

0<my(P+Q) <M.
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Conjunto de invariantes
Caracteristica de Weyr

Una forma alternativa de presentar al conjunto de invariantes es mediante
la caracteristica de Weyr.
No es mds que el conjunto de particiones conjugadas de
{rin), ..., (M)}, {ma, ..o omel Yy {na, .. nel
Para j =1,...,q;, sea
aj(Ai) = #{h: ra(N) = 5}
Para j=1,...,k, sea
bj =#{h: my >j}.

Paraj=1,...,¢, sea
cj=H#{h: ny >3}

F. Martinez Peria (CMaLP-IAM) Haces de matrices UMA 2022 16 /21



Conjunto de invariantes
Diagrama de Ferrers

° ° ° ° ° ° ai
° ° ° ° ° az
° ° ° as
o [ ) Aq—1
° Qq
r1 72 Tp—3 Tp—2 Tp—1 Tp
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Perturbaciones de rango uno
Caso regular - caracteristica de Weyr

Teorema (Gernandt, Trunk '17)

Sea P € Clz]"*" un haz regular. Dado () € Clz|"*" con rank(Q) =1 tal
que P + @) es un haz regular. Entonces, para todo A € C y k > 1,

‘ak(Aap_FQ) — ak()‘vp)‘ S 1.
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Perturbaciones de rango uno
Caso general

Teorema (Gernandt, MP, Philipp, Trunk '22)

Dado un haz P € C[z]"*", sea A € C un autovalor de P. Sea
Q € Clz]™™ un haz con rank(Q) = 1.

® SiQ(x) = z(wu*) — wv* entonces, para todo k > 1,
|(ax(X, P+ Q) + be(P + Q)) — (ar(A, P) + bp(P))| < k.

e SiQ(x) = z(uw*) — vw* entonces, para todo k > 1,

|(ax(X, P+ Q) + b1 (P + Q) — (ax (A, P) + beya(P))| < k.
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