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Nota: Como punto de partida en esta comunicacién consideraremos
conjuntos C' = {¢y, ..., ¢y} (de conectivos con aridad finita k; > 0,
para todo i =1,...,n),
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Nota: Como punto de partida en esta comunicacién consideraremos
conjuntos C' = {¢y, ..., ¢y} (de conectivos con aridad finita k; > 0,
para todo i = 1,...,n),y el lenguaje L(C), entendido como el
algebra de palabras generada por C' (tomando a los conectivos
como operaciones) sobre un conjunto V de férmulas atémicas.
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Nota: Como punto de partida en esta comunicacién consideraremos
conjuntos C' = {¢y, ..., ¢y} (de conectivos con aridad finita k; > 0,
para todo i = 1,...,n),y el lenguaje L(C), entendido como el
algebra de palabras generada por C' (tomando a los conectivos
como operaciones) sobre un conjunto V de férmulas atémicas.

Recordatorio 1: Una légica (proposicional) es un par (L(C),F) con
F C o(L(C)) x L(C), F extensiva monotdnica y transitiva.
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Semanticas Matriciales y Semanticas de Bivaluaciones

Nota: Como punto de partida en esta comunicacién consideraremos
conjuntos C' = {¢y, ..., ¢y} (de conectivos con aridad finita k; > 0,
para todo i = 1,...,n),y el lenguaje L(C), entendido como el
algebra de palabras generada por C' (tomando a los conectivos
como operaciones) sobre un conjunto V de férmulas atémicas.

Recordatorio 1: Una légica (proposicional) es un par (L(C),F) con
F C o(L(C)) x L(C), F extensiva monotdnica y transitiva.

Recordatorio 2: La nocién de matriz légica (debida a tukasiewicz y
Tarski; ver [Cze:01]) estd dada por:
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Definicion: Dado C, una C-matriz es un par M = (A, D), siendo
A una C-dlgebra (e.d., similar a L(C)) con soporte A, y D C A.
Toda C-matriz define una relacién de consecuencia =), del modo
usual:

Definicién: Sea C fijo, y sea M una C-matriz; la relacién

Euv € p(L(C)) x L(C) se define por: I'' =5 ¢ si y solo si, para
toda valuacién (e.d. homomorfismo) v : L(C) — A tal que

v(I") C D, se verifica que v(yp) € D.
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Definicion: Dado C, una C-matriz es un par M = (A, D), siendo
A una C-dlgebra (e.d., similar a L(C)) con soporte A, y D C A.
Toda C-matriz define una relacién de consecuencia =), del modo
usual:

Definicién: Sea C fijo, y sea M una C-matriz; la relacién

Eyv C p(L(C)) x L(C) se define por: ' =5y ¢ si y solo si, para
toda valuacién (e.d. homomorfismo) v : L(C) — A tal que

v(T") C D, se verifica que v(p) € D. Mas generalmente: sea K una
clase de C-matrices: T |=x ¢ si y solo si, para toda M € K,

I'Eum e
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Definicion: Dado C, una C-matriz es un par M = (A, D), siendo
A una C-dlgebra (e.d., similar a L(C)) con soporte A, y D C A.
Toda C-matriz define una relacién de consecuencia =), del modo
usual:

Definicién: Sea C fijo, y sea M una C-matriz; la relacién

Eyv C p(L(C)) x L(C) se define por: ' =5y ¢ si y solo si, para
toda valuacién (e.d. homomorfismo) v : L(C) — A tal que

v(T") C D, se verifica que v(p) € D. Mas generalmente: sea K una
clase de C-matrices: T |=x ¢ si y solo si, para toda M € K,

I'Eum e

Decimos que una légica L = (L(C),t) admite semdntica matricial
si y solo si existe una clase K de C-matrices tal que - = .
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Algunos comentarios acerca de = (en particular, de =5/):

e En general, dada M = (A, D) una C-matriz, no es preciso
definir en A una relacién de orden vinculada con =j;.

e Tampoco hay una conexién obligatoria entre semanticas
matriciales y semanticas algebraicas.

e Si I es una clase finita de matrices de soporte finito, entonces
i es finitaria (Wdjcicki).

e i es estructural (estable por sustituciones: si I" = ¢,
entonces o (I") = o(p) para toda sustitucién o). Mas atn:
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Teorema: Toda ldgica estructural £ = (L(C'),F) admite una
semantica matricial trivial.

Demostracion: La clase K de matrices que caracteriza a toda
|6gica estructural es el “Lindenbaum Bundle” (ver [Cze:01]),
constituido por matrices de la forma Mp = (L(C),T), siendo T
una teoria de L. O
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Teorema: Toda ldgica estructural £ = (L(C'),F) admite una
semantica matricial trivial.

Demostracion: La clase K de matrices que caracteriza a toda
|6gica estructural es el “Lindenbaum Bundle” (ver [Cze:01]),
constituido por matrices de la forma Mp = (L(C),T), siendo T
una teoria de L. O

De este modo, es conveniente reformular el problema de la
existencia de semdnticas matriciales. Por ejemplo: j Cudndo una
|6gica determinada £ admite semantica matricial finita? O mas
aun: jEn que casos - = |=jy, con M finita?.
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Teorema: Toda ldgica estructural £ = (L(C'),F) admite una
semantica matricial trivial.

Demostracion: La clase K de matrices que caracteriza a toda
|6gica estructural es el “Lindenbaum Bundle” (ver [Cze:01]),
constituido por matrices de la forma Mp = (L(C),T), siendo T
una teoria de L. O

De este modo, es conveniente reformular el problema de la
existencia de semdnticas matriciales. Por ejemplo: j Cudndo una
|6gica determinada £ admite semantica matricial finita? O mas
aun: jEn que casos - = |=jy, con M finita?.

Los casos de légicas admitiendo semanticas matriciales finitas son
bien conocidos. Veamos algunos casos en donde ello no ocurre:
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e La Iégica Intuicionista no admite semantica matricial finita

(Godel).
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e La Iégica Intuicionista no admite semantica matricial finita
(Godel). Sin embargo, puede hallarse una matriz J numerable que

caracterice a las tautologias intuicionistas: Frpc ¢ si y solo si
=7 ¢ (Jaskowski).

Victor Fernandez; Gabriela Eisenberg Semanticas Matriciales para las légicas Ciu™



Semanticas Matriciales y Semanticas de Bivaluaciones

e La Iégica Intuicionista no admite semantica matricial finita
(Godel). Sin embargo, puede hallarse una matriz J numerable que
caracterice a las tautologias intuicionistas: Frpc ¢ si y solo si

=7 ¢ (Jaskowski). Sin embargo, la relacién 7pc no admite ni
siquiera semantica matricial numerable (Wrdnski).
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e La légica Intuicionista no admite semdantica matricial finita
(Godel). Sin embargo, puede hallarse una matriz J numerable que
caracterice a las tautologias intuicionistas: Frpc ¢ si y solo si

E7 ¢ (Jaskowski). Sin embargo, la relacién Frpc no admite ni
siquiera semantica matricial numerable (Wrdnski).

e La légica modal S5 tampoco admite semantica matricial finita
(Dugundji).
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e La légica Intuicionista no admite semdantica matricial finita
(Godel). Sin embargo, puede hallarse una matriz J numerable que
caracterice a las tautologias intuicionistas: Frpc ¢ si y solo si

E7 ¢ (Jaskowski). Sin embargo, la relacién Frpc no admite ni
siquiera semantica matricial numerable (Wrdnski).

e La légica modal S5 tampoco admite semantica matricial finita
(Dugundji).

e Ninguna de las |égicas paraconsistentes {C), } e de da Costa
admite semantica matricial finita (Arruda).

De hecho, buena parte de las légicas paraconsistentes
“tradicionales” tienen esa caracteristica. Sin embargo, muchas de
ellas pueden ser definidas mediante semdnticas bivaluadas:
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Semanticas Matriciales y Semanticas de Bivaluaciones

Definicidn: Una semdntica bivaluada para L(C') es un conjunto
S ={w; : L(C) — {0,1}};e1 (con w; no necesariamente
homomdrficas). Toda seméntica S define una relacién

Es C p(L(C)) x L(C) por: I' =g ¢ si y solo si, para toda
funcién w; € S tal que w;(I") = {1}, vale que w;(¢) = 1.

Puede probarse que £ = (L(C), |=g) verifica extensividad,
monotonia y transitividad. Pero no necesariamente verifica
estructuralidad.
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Definicidn: Una semdntica bivaluada para L(C') es un conjunto
S ={w; : L(C) — {0,1}};e1 (con w; no necesariamente
homomdrficas). Toda seméntica S define una relacién

Es C p(L(C)) x L(C) por: I' =g ¢ si y solo si, para toda
funcién w; € S tal que w;(I") = {1}, vale que w;(¢) = 1.

Puede probarse que £ = (L(C), |=g) verifica extensividad,
monotonia y transitividad. Pero no necesariamente verifica
estructuralidad. Audn asi, muchas légicas conocidas admiten
semdnticas bivaluadas. Por ejemplo, C1 = (L(C), =¢, ),
inicialmente definida axiomdticamente, considerando

C = {—,V,&, D}, y abreviando ¢°:= —(p&—¢):
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Semanticas Matriciales y Semanticas de Bivaluaciones

Definicion: (Ver [dCA:77], [Qui:22]) Una Fi- valuacion candnica
es una funcién v : L(C) — {0, 1} verificando:

QM1): v(p) = 0 implica v(—p) =1

QM2): v(=—¢) = 1 implica v(p) = 1

QM3): v(y°) =v(p DY) =v(e D ) =1 implica v(p) =0
QM4): v(p D) =1siysolosiv(p)=0o0v(1p) =1

QM5): v(p&t) = 1siy solosi v(yp) =v() = 1.

QM6): v(p V) =1siysolosiv(p)=1o0v(y)=1.

QMT): v(p®) = v(¢°) = 1 implica v ((p#1)°) =

(con # € {V, &, D}).
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Definicion: (Ver [dCA:77], [Qui:22]) Una Fi- valuacion candnica
es una funcién v : L(C) — {0, 1} verificando:

QM1): v(p) = 0 implica v(—p) =1

QM2): v(=—¢) = 1 implica v(p) = 1

QM3): v(y°) =v(p DY) =v(e D ) =1 implica v(p) =0
QM4): v(p D) =1siysolosiv(p)=0o0v(1p) =1

QM5): v(p&t) = 1siy solosi v(yp) =v() = 1.

QMG6): v(p V) =1siysolosiv(p)=1o0v(y)) =1.

QMT): v(p®) = v(¢°) = 1 implica v ((p#1)°) =

(con # € {V,&,D}).
Sea S = {w: es Fij-valuacién candnica}; si se define =g, el par
(L(C), Es) es una légica. De hecho, es la I6gica C de da Costa.
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e Por otro lado, ciertas légicas paraconsistentes si'admiten
semdntica matricial finita (por ejemplo, las I6gicas P"; ver [Fer:22];
[FC:03]). Y adicionalmente en ellas pueden definirse semanticas
bivaluadas. De hecho, para cada légica P", la definicién de la
familia S™ respectiva puede darse de un modo general.

De este modo, muchas légicas admitiendo semanticas matriciales
“pueden pasarse a semanticas bivaluadas” con relativa facilidad. E/
problema reciproco es algo mas complejo, y se intentard analizar en
las |6gicas paraconsistentes Cliu':
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Las légicas paraconsistentes Ciu”

Motivacion: la idea subyacente a la definicién de muchas |égicas
paraconsistentes (entre ellas, la jerarquia {C), }1<n<w) €s la
siguiente:
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Las légicas paraconsistentes Ciu”

Motivacion: la idea subyacente a la definicién de muchas légicas
paraconsistentes (entre ellas, la jerarquia {C), }1<n<w) €s la
siguiente:

e En ninguna légica paraconsistente es valido (en general) el
principio de no contradiccion

(PNC): ~(p&~p),

ni el principio de trivializacién

(PT): p&—p — 1.

e Esta idea hace que a menudo ambos principios se consideren
equivalentes.

Victor Fernandez; Gabriela Eisenberg Semanticas Matriciales para las légicas Ciu™



Las légicas paraconsistentes C'iu"

Sin embargo, en [Ciu:20], J. Ciuciura postula que la nocién central
de la paraconsistencia es la no validacién de (PT): los resultados
referidos a (PINC) son laterales (sean validos o no). Con esta
motivacidn, fueron presentadas las légicas Ciu™, por medio de
semanticas bivaluadas:
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Las légicas paraconsistentes Ciu

Sin embargo, en [Ciu:20], J. Ciuciura postula que la nocién central
de la paraconsistencia es la no validacién de (PT): los resultados
referidos a (PINC) son laterales (sean validos o no). Con esta
motivacidn, fueron presentadas las légicas Ciu™, por medio de
semanticas bivaluadas:

Definicion: Fijemos el conjunto de conectivos C = {—, —}. Dado
n > 0, la semantica bivaluada S, es el conjunto de funciones

w : L(C) — 2 que verifican:

(1) Si w(—p) = 0, entonces w(yp) = 1

(2) Si w(="T1p) = 1, entonces w(-"(y)) = 0.
(3) Si w(=(p — 1)) = 1, entonces w( )
(4) w(p — ) = 1siysolosi w(p) =
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

Observaciones:

e Toda bivaluacién aplicada a ¢ — ¢ "actia Booleanamente”. Y
lo mismo ocurre para cualquier férmula de la forma =(¢ — ), o
—". Esto no ocurre en expresiones =*a con k < n, a € V.
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

Observaciones:
e Toda bivaluacién aplicada a ¢ — ¢ "actia Booleanamente”. Y
lo mismo ocurre para cualquier férmula de la forma =(¢ — ), o

—". Esto no ocurre en expresiones =*a con k < n, a € V.

Por ejemplo: considerando St, la funcién w : L — 2 definida por:

1 sipeV
B 1 Sjsp:—nﬁ,con¢€V
W) =1 Lo i =, con ¢ V

—w(@)Vw(d) sip=1—0
(Aqui, — y V son las operaciones Booleanas usuales)

Se tiene que w € S1 (sin que w sea homomorfismo).
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

Por otro lado, considerando SS9, la funcién w : L — 2 definida por:

1 sipeV
1 si o =1, conp eV
] 0 si @ = =%, conp €V
CEI=Y Cu) Si p =, con v # 0,
eV, p=0,1
—w(W)Vw(®) sip=v—0
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

O, si consideramos:

1 sipeV
1 si =1, conp eV
1 si @ = =%, conp €V

’lU((,D) = _w(¢) si Y = —|¢, con ¢ ?é _‘pea
0 c V, p = 07 1
—w()Vw() sip=1p—0
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

O, si consideramos:

1 sipeV
1 si =1, conp eV
_ 1 si @ = =%, conp €V
CEI=N Cu) Si p =, con v # 0,
eV, p=0,1
—w(W)Vw(®) sip=v—0

Se tiene que ambas posibilidades son Sy-bivaluaciones.
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

Definicion: Para todo n > 0, se define la légica
Ciu":=(L(C), =s,,)-
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

Definicion: Para todo n > 0, se define la légica
Ciu":=(L(C), =s,,)-

Resultado: Definiendo ¢ A 1p:= —(¢ — —)) se tiene:
—(o A=) Eciun ¢ — (¢ — 1)), pero en general no vale
¢ = (7 = ) Fciun (@ A )
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

Definicion: Para todo n > 0, se define la légica
Ciu":=(L(C), =s,,)-

Resultado: Definiendo ¢ A 1p:= —(¢ — —)) se tiene:
—(o A=) Eciun ¢ — (¢ — 1)), pero en general no vale
¢ = (7 = ) Fciun (@ A )

Puede probarse que Ciu® y Ciu! pueden caracterizarse
matricialmente. De hecho:

e CiuY es la légica clasica C'L (y es el tnico caso donde las
bivaluaciones son siempre homomorfismos).
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

e Ciul es la légica paraconsistente P! | definida por la matriz
Mp: = (Ap1, Ep1), teniendo como soporte a
Apr := {Fy, Ty, Ty}, siendo sus operaciones definidas por:

Fo T Ty
- Ty Ty Fp
— | Fy T1 Ty
Fo|To To To
Ty | Fo To To
To | Fo To To
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Las légicas paraconsistentes Ciu’

e Ciul es la légica paraconsistente P! | definida por la matriz
Mp: = (Ap1, Ep1), teniendo como soporte a
Apr := {Fy, Ty, Ty}, siendo sus operaciones definidas por:

F 10 To
- Ty Ty Fp
= TF T T
Fo|To To To
Ty | Fo To To
To | Fy Ty Ty

El problema a abordarse, por ende, consiste en caracterizar a Ciu'
(con n > 2) por medio de matrices finitas. Para ello tomaremos
como motivacién a Ciu?, en lo que sigue.
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Semantica Matricial para Ciu

Semdéntica Matricial para Ciu?

Recordar que Ciu? se define por medio de la semantica bivaluada
S? consistente en funciones w : L(C) — 2 tales que:

(1) Si w(—p) = 0, entonces w(p) = 1.

(2) Si w(=3p) = 1 entonces w(—2%(y)) =

(3) Si w(—(p — 1)) =1, entonces w(go ¢) =
(4) w(p — ) = 1siysolosiw(yp) =00 w( ):
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Semantica Matricial para Ciu

Semdéntica Matricial para Ciu?

Recordar que Ciu? se define por medio de la semantica bivaluada
S? consistente en funciones w : L(C) — 2 tales que:

(1) Si w(—p) = 0, entonces w(p) = 1.

(2) Si w(=3p) = 1, entonces w(—2(¢p)) = 0.

(3) Si w(—(p — 1)) =1, entonces w(p — ) = 0.

(4) w(e — ) = 1siysolosi w(p)=0o0w()=1.

Un par de ejemplos standard de bivaluaciones no homomérficas
son los siguientes:
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Semantica Matricial para Ciu

1 sipeV

1 si o=, cony eV
1 sip=-,cony €V
—w () st =9, cony ¢V
—w()Vw(d) sip=1—0
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1 sipeV

1 si o=, cony eV
wi(p) =1 1 si o = =), conp €V

—w () st =9, cony ¢V

—w()Vw(d) sip=1—0

0 sipeV

1 si =1, cony eV
wa(p) =< 1 si o ==, conp €V

—w () sip =9, cony ¢V

—wW)Vw(d) sip=1—0
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Semantica Matricial para Ciu?

Definicion: Definimos la C-matriz MJ:= (A3, D3), de soporte
A; = {T(], Tl, Tg, Fl, F(]}, con D;Z:{Tg, Tl, T(]} Yy cuyas
operaciones son:

—|Fy B Ty, T Ty

F Fy Ty Ty Ty F|Ty To To To To
1T, T, T, To F TR R T, Ty T
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Semantica Matricial para Ciu

Proposicion: Toda bivaluaciéon w € Sy determina una
Mz -valuacién v, tal que, para todo ¢ € L(C),
w(p) = 1siy solosi v, (p) € {Tv, T1, T2}
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Semantica Matricial para Ciu?

Proposicion: Toda bivaluaciéon w € Sy determina una
Mz -valuacién v, tal que, para todo ¢ € L(C),
w(p) = 1siy solosi v, (p) € {Tv, T1, T2}

Proposicion: Toda Mj-valuacién v determina una bivaluacién
w, € Sy tal que, para todo ¢ € L(C),
wy(p) = 1 siy solo si v(p) € {Ty, T1, To}.
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Semantica Matricial para Ciu?

Proposicion: Toda bivaluaciéon w € Sy determina una
Mz -valuacién v, tal que, para todo ¢ € L(C),
w(p) = 1siy solosi v, (p) € {Tv, T1, T2}

Proposicion: Toda Mj-valuacién v determina una bivaluacién
w, € Sy tal que, para todo ¢ € L(C),
wy(p) = 1 siy solo si v(p) € {Ty, T1, To}.

Teorema: I' |=5, ¢ si y solo si I' [=p5 .
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Generalizacién para todas las légicas Ciu™, n > 0

Notar que el cardinal del soporte las matrices de las légicas CiuP,
Ciu' y Ciu? obedecen a los primeros términos de la sucesién de
Fibonacci. En efecto:

La sucesion standard de Fibonacci se define por: Fb: N — N,
definida por:

Fb(l) =1; Fb(2) = 1;

Para k > 3, Fb(k) = Fb(k — 1)+ Fb(k — 2)

De este modo se obtiene la secuencia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13...
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Generalizacién para todas las légicas Ciu™, n > 0

Notar que el cardinal del soporte las matrices de las légicas CiuP,
Ciu' y Ciu? obedecen a los primeros términos de la sucesién de
Fibonacci. En efecto:

La sucesion standard de Fibonacci se define por: Fb: N — N,
definida por:

Fb(l) =1; Fb(2) = 1;

Para k > 3, Fb(k) = Fb(k — 1)+ Fb(k — 2)

De este modo se obtiene la secuencia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13...
Y en paralelo, recordemos que

|MC’iu0| =2 |MC’iu1| =3, |MC’iu2| = 5.
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Esta vinculacién puede explicarse considerando expansién binaria
de Fibonnacci para Fb(k) (ver [Lot:02]).
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Esta vinculacién puede explicarse considerando expansién binaria
de Fibonnacci para Fb(k) (ver [Lot:02]). La misma se basa en la
sustitucién de Os y 1s (comenzando por la palabra 0 del alfabeto
{1,0}), definida asi:

1—10 0—1
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

De este modo, y comenzando con la palabra W (1) = 0, se tiene:

W (1) 0
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

De este modo, y comenzando con la palabra W (1) = 0, se tiene:
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

De este modo, y comenzando con la palabra W (1) = 0, se tiene:
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

De este modo, y comenzando con la palabra W (1) = 0, se tiene:
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

De este modo, y comenzando con la palabra W (1) = 0, se tiene:

W(1) 0
W (2) 1

W (3) 1 0
W(4) 1 0 1

W (5) 1 0o 1 1 0
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

De este modo, y comenzando con la palabra W (1) = 0, se tiene:

W(1) 0
W (2) 1

W (3) 1 0
W (4) 1 0 1
W (5) 1 0 1 1 0
w(6) 1 01 1 0 1 0 1
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

De este modo, y comenzando con la palabra W (1) = 0, se tiene:

W(1) 0
W (2) 1

W (3) 1 0
W (4) 1 0 1
W (5) 1 0 1 1 0
W(6) 1 011 0 1 0 1

(Notar que Long(W(n)) = Fb(n))
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, dado n > 0, cada rama del arbol obtenido para la
expansion de W(n + 3) puede ser asociada a una bivaluacién
posible de S™. Por ejemplo, considerando Sy (y W(5)):

W (1) 0

W (2) 1

W (3) 1 0
W(4) 1 0 1
W) 1 0 1 1 0
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, dado n > 0, cada rama del arbol obtenido para la
expansion de W(n + 3) puede ser asociada a una bivaluacién
posible de S™. Por ejemplo, considerando Sy (y W(5)):

W (1) 0

W (2) 1

W (3) 1 0

W (4) 1 0 1
W) 1 0 1 1 0
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, dado n > 0, cada rama del arbol obtenido para la
expansion de W(n + 3) puede ser asociada a una bivaluacién
posible de S™. Por ejemplo, considerando Sy (y W(5)):

W (1) 0

W (2) 1

W (3) 1 0

W (4) 1 0 1

W) 1 0 1 1 0
w3
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, dado n > 0, cada rama del arbol obtenido para la
expansion de W(n + 3) puede ser asociada a una bivaluacién
posible de S™. Por ejemplo, considerando Sy (y W(5)):

W (1) 0

W (2) 1

W (3) 1 0

W (4) 1 0 1
W) 1 0 1 1 0
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, dado n > 0, cada rama del arbol obtenido para la
expansion de W(n + 3) puede ser asociada a una bivaluacién
posible de S™. Por ejemplo, considerando Sy (y W(5)):

W (1) 0

W (2) 1

W (3) 1 0

W (4) 1 0 1
W) 1 0 1 1 0
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, dado n > 0, cada rama del arbol obtenido para la
expansion de W(n + 3) puede ser asociada a una bivaluacién
posible de S™. Por ejemplo, considerando Sy (y W(5)):

W (1) 0

W (2) 1

W (3) 1 0

W (4) 1 0 1
W) 1 0 1 1 0

Ws
Estas ramas se diferencian a partir de W (3), pues W(1) y W (2)
son irrelevantes. Asi, en este caso:
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

En resumen, en este caso:

g
Tt W N
I
e i

g

O O = ==
— = O =
O = = O =
= — = =

S

S

S
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

En resumen, en este caso:

wy = (1,1,1)
wg = (1,1,0)
wsg = (1,0,1)
wy = (0,1,1)
ws = (0,1,0)

Las 3-uplas de este ejemplo pueden entenderse de dos modos:
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

e Por un lado, indican las diferentes bivaluaciones “de base” que
pueden obtenerse para una férmula atémica: dada o € V debe
considerarse w(a), w(—a) y w(—%a) por separado con ciertas
restricciones.
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

e Por un lado, indican las diferentes bivaluaciones “de base” que
pueden obtenerse para una férmula atémica: dada o € V debe
considerarse w(a), w(—a) y w(—%a) por separado con ciertas
restricciones.

e Con esto en mente, cada bivaluacién especifica codifica la
pertenencia/no pertenencia de w(—=*a), k = 0, 1,2 al conjunto de
valores disitinguidos D3:
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

En efecto, Y recordando la tabla de verdad para My, se tiene:
T2 S D;; —|T2 = T1 S D;; —|—|T2 = T(] S D; Luego,

T2‘>(17 17 1) = w1
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

En efecto, Y recordando la tabla de verdad para My, se tiene:
Ty € D3; =Ty, =Ty € D3; =Ty = Ty € D3. Luego,
To—(1,1,1) = wy

T, € D%, =11 = Ty € D3; =—T1 = Fy ¢ D;. Luego,

Ti—(1,1,0) = wo.
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

En efecto, Y recordando la tabla de verdad para My, se tiene:
Ty € D3; =Ty, =Ty € D3; =Ty = Ty € D3. Luego,
To—(1,1,1) = wy

T, € D%, =11 = Ty € D3; =—T1 = Fy ¢ D;. Luego,

T1—(1,1,0) = wa. Similarmente,
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Observaciones:

e En Ciu! (E.d. P') yen Ciu’ (E.d. CL) la situacién es similar,
utilizando 2-uplas y “1-uplas”, respectivamente.

e Esta codificacion de los valores de verdad utilizados responde a
cierta técnica habitual (ver [Ram:Fer:09], [Fer:Muc:18], en el
contexto de Estructuras Discriminantes).

e Con esta motivacion se podra demostrar (a partir de los
siguientes resultados técnicos) que todas las légicas Ciu™ admiten
semantica matricial, y que el cardinal de cada matriz respectiva se
corresponde con la sucesion de Fibonacci:
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Definicion: Para n > 0, la matriz M:= (A%, D), de soporte A},
se define recursivamente por:

o Ay ={0,1} (= 2).

e Conociendo A, se define Ay | del siguiente modo:

A = {% € 2" : ¥ verifica o}

Condicién ©:
Dado # = (zg, ..., Ty, Tn+1), & verifica o si y solo si:

(a) (xo,...,zpn) € A%
(b) Si x, = 0, entonces x,, 41 = 1
(No hay restricciones para x,, 41 si z, = 1).
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Definicion: Para n > 0, la matriz M:= (A%, D), de soporte A},
se define recursivamente por:

o Ay ={0,1} (= 2).

e Conociendo A, se define Ay | del siguiente modo:

A = {% € 2" : ¥ verifica o}

Condicién ©:
Dado # = (zg, ..., Ty, Tn+1), & verifica o si y solo si:

(a) (xo,...,zpn) € A%
(b) Si x, = 0, entonces x,, 41 = 1

(No hay restricciones para x,, 41 si z, = 1).

e Adems3s, para todon >0, D = {Z € A} : 1 = 1}.
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Ejemplos:
Sin =0, A; ={0,1}; D§ = {1}.

Sim =1, A7 = {(0, 1); (1,0); (1, 1)}, D} = {(1,0); (1, 1)}.
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Ejemplos:
Sin =0, A; ={0,1}; D§ = {1}.
Sin =1, A7 = {(0,1): (1,0): (1, 1)}, Df = {(1,0); (1, )},

Sin =2, A5 ={(0,1,0);(0,1,1);(1,0,1); (1,1,0); (1,1,1)},
Dt = {(1,0,1);(1,1,0); (1,1,1)}.

Sin =3, A3 = {(0,1,0,1);(0,1,1,0);,(0,1,1,1); (1,0, 1,0);
(1,0,1,1);(1,1,0,1);(1,1,1,0); (1,1,1,1)}
D3 ={(1,0,1,0);(1,0,1,1);(1,1,0,1);(1,1,1,0);(1,1,1,1)}
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Ejemplos:
Sin =0, A; ={0,1}; D§ = {1}.
Sin =1, A7 = {(0,1): (1,0): (1, 1)}, Df = {(1,0); (1, )},

Sin =2, A5 ={(0,1,0);(0,1,1);(1,0,1); (1,1,0); (1,1,1)},
Dt = {(1,0,1);(1,1,0); (1,1,1)}.

Sin =3, A5 ={(0,1,0,1);(0,1,1,0);,(0,1,1,1); (1,0,1,0);
( 717 )7(171707 1)7( Y 7170);(1717171)}
D3 = {(1,0,1,0);(1,0,1,1);(1,1,0,1); (1,1,1,0); (1,1,1,1)}

Proposicion: para todo n > 0, |A}| = Fb(n + 3);
|D¥| = Fb(n + 2).
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, en la matriz las operaciones del dlgebra A} estan

definidas por:
(Usando Ty = (1,0,1,0,...); Fo = (0,1,0,1,...) € A7)

LS «
Si zj, xj € A}, entonces
; ) J _
To si—xpVay; =1
Gy g —
Fy si—xyVay=0

—

Tp — Tji=
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, en la matriz las operaciones del dlgebra A} estan
definidas por:
(Usando Ty = (1,0,1,0,...); Fo = (0,1,0,1,...) € A7)

Lo N

Si zj, xj € A}, entonces

. . To si—abvazl =1

7 —ap=¢ 0 70 i
Fy si—xyVay=0

Ademis, para todo 7 € A%, =(&) == (1,...,%n, —Tp)
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Por otro lado, en la matriz las operaciones del dlgebra A} estan

definidas por:
(Usando Ty = (1,0,1,0,...); Fo = (0,1,0,1,...) € A7)

Si zj, xj € A}, entonces

i J
To si—xpVay; =1

Tp — Tji= .
Fy si—xyVay=0

Ademis, para todo 7 € A%, =(&) == (1,...,%n, —Tp)

(Aqui, — y V son las usuales operaciones booleanas en 2).
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Proposicion: Para toda bivaluacién de S,, w: L — {0, 1}, existe
una M *-valuacién v, tal que, para todo ¢ € L(C), vy(p) € D} si
y solo si v(p) = 1.

Demostracion: (Sketch): para toda a € V se define v,,(a):=
(w(a), w(—a),...,w(="a)), y se extiende v,, homomérficamente.
Y el resultado se demuestra por induccién en la complejidad de

¢ € L(C)
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Proposicion: Para toda bivaluacién de S,, w: L — {0, 1}, existe
una M *-valuacién v, tal que, para todo ¢ € L(C), vy(p) € D} si
y solo si v(p) = 1.

Demostracion: (Sketch): para toda a € V se define v,,(a):=
(w(a), w(—a),...,w(="a)), y se extiende v,, homomérficamente.
Y el resultado se demuestra por induccién en la complejidad de

¢ € L(C)

Similarmente:
Proposicion: Sea n > 0. Para toda M -valuacién v : L — A7

existe una bivaluacién w, de S, tal que, para todo ¢ € L, w,(p)
= 1si y solo si v(p) € D,,.
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Demostracion: (Sketch): para toda o € V, 0 < k < n se define
1 siv(-*a)ec D:
0 siwv(=Fa)¢ D}

wy(—Fa) =
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Demostracion: (Sketch): para toda o € V, 0 < k < n se define
ko 1 siv(=*a)e D;

wy(~fe) = { 0 siwv(=Fa)¢ D}

(Y, para el resto de férmulas ¢ € L(C) se extiende

homomdérfimamente w,, utilizando la informacién previa).

Puede probarse que w, € S,, y que w,(¢) = 1 si y solo si

v(p) € D;.
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Teorema: Para todo n > 0, I' [=giun ¢ si y solo si I' = .

(Es decir, toda légica C,, admite representacién matricial finita).
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Teorema: Para todo n > 0, I' =giun @ siy solo si I' =px .
(Es decir, toda légica C,, admite representacién matricial finita).

Observacion:

e No es habitual que el crecimiento de valores de verdad (segin n)
se corresponda con sucesiones de tipo Fibonacci (usualmente, el
mismo es lineal en relacién a n)
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Trabajo Futuro:

e En la medida en que las Iégicas Ciu™ admiten semantica
matricial pueden intentarse demostraciones de completitud
alternativas (por ejemplo, con la técnica de Kalmar).
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Trabajo Futuro:

e En la medida en que las Iégicas Ciu™ admiten semantica
matricial pueden intentarse demostraciones de completitud
alternativas (por ejemplo, con la técnica de Kalmar).

e Dado que Ciu® (= CL) y Ciu' (= P') son algebrizables,
estudiar la algebrizabilidad de C'iu™, en general.
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Generalizacién para los casos Ciu™ con n > 0

Trabajo Futuro:

e En la medida en que las Iégicas Ciu™ admiten semantica
matricial pueden intentarse demostraciones de completitud
alternativas (por ejemplo, con la técnica de Kalmar).

e Dado que Ciu® (= CL) y Ciu' (= P') son algebrizables,
estudiar la algebrizabilidad de C'iu™, en general.

e Por otro lado, este estudio puede realizarse en las légicas Ciu*"
(también definidas en [Ciu:20]). Conjetura (de momento): estas
|6gicas no admiten semdantica matricial finita.
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