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Motivación

Problema de dominación romana [Stewart, 1999][Cockayne et al., 2004]

Asignar a lo sumo dos tropas a una localidad. Si a una localidad no se le

asigna, debe ser vecina de una localidad a la cual se hayan asignado dos.

Problema de dominación italiana [Chellali et al., 2016]

Asignar a lo sumo dos tropas a una localidad. Si a una localidad no se le

asigna, debe tener al menos dos legiones asignadas a poblados vecinos.
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Definiciones

Función italiana dominante (FID)

f : V → {0, 1, 2} tal que para todo u ∈ V con f (u) = 0 verifique∑
x∈N(u)

f (x) ≥ 2.

γI (G ): min
f
{
∑
v∈V

f (u) : f FID}

0 1 120

0 1 0

2 0 101

0 0 0

Problema de dominación italiana (PDI)

Instancia: Un grafo G , j ∈ N.

Pregunta: ¿Existe una FID de peso a lo sumo j?
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Resultados previos

γ(G ): ḿınimo cardinal de un conjunto dominante.

[Chellali et al., 2016]

• γ(G ) ≤ γI (G ) ≤ 2γ(G ).

• γI (Pn) =
⌈
n+1
2

⌉
y γI (Cn) =

⌈
n
2

⌉
.

• γR (T )
γI (T ) ≤ 4/3, T árbol, γR(T ) número de dominación romana.

[Henning and Klostermeyer, 2017]

• Se caracterizan los árboles T tales que γ(T ) + 1 = γI (T ).

[Klostermeyer and MacGillivray, 2019]

• G conexo, entonces γI (G ) ≤ 3n
4 .

• Caracterizan los árboles T tales que γI (T ) = 2γ(T ).
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Definiciones

Dado un árbol G , decimos que G es un caterpillar si existe un camino

(camino principal) tal que toda arista tiene al menos un vértice en el

camino.

En un caterpillar G , decimos que v ∈ V es padre si d(v) ≥ 3. Llamamos

a x ∈ N(v) un hijo de v si x es una hoja de G .

Llamamos F1,F2,F>2 a los conjuntos de padres con uno, dos, o más de

dos hijos respectivamente.

G

4
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Primeros resultados

Lema

Sea G un caterpillar, γI (G ) = 2 si y sólo si G es una estrella.

0
1

11

1

1 1

0

00

0

0 0

2 1 0 10 2 0

Comentario: Cuando tengo un vértice con muchos pendientes (padre

con muchos hijos), lo óptimo es asignarle 2 y 0 a los pendientes.

5
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Comentario: Cuando tengo un vértice con muchos pendientes (padre
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Primer reducción

Teorema

Existe una transformación que reduce en tiempo lineal el problema PDI

en grafos caterpillar al problema PDI en grafos caterpillar con F>2 = ∅.

G

En adelante consideramos instancias con F>2 = ∅ y por ende ∆ ≤ 4.

6
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Padres con dos hijos

Lema

Sea G caterpillar con F2 = {v} y sea G ′ = G \ N[v ]. Entonces

γI (G ) = γI (G
′) + 2.

G
0

1 1

2

0 0

0 0
G ′

2

0 0

0 0

7
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Padres con dos hijos

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 ̸= ∅. Entonces

γI (G ) = γI (G
′) + 2|F2|

donde G ′ = G \
⋃

v∈F2
N[v ].

Idea: Existe una FID óptima tal que f (v) = 2 para todo v ∈ F2 y

f (u) = 0 para todo u ∈ N(v) con v ∈ F2 y tal que u /∈ F2.

G
2 2 20

0 0 0

0 0

0 0

0
G ′

2 2 20

0 0 0

0 0

0 0

0

8



Padres con dos hijos

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 ̸= ∅. Entonces

γI (G ) = γI (G
′) + 2|F2|

donde G ′ = G \
⋃

v∈F2
N[v ].
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Hijos únicos

Ejemplo: Caterpillar con F2 = ∅ y |F1| = 1.

0 2 0

0

1 1 1 11 0 0 11 0 1

1

Esta asignación es óptima y γI (G ) = 5.

Ejemplo: Optimizar el camino principal y asignar 1 a cada hijo.

1 0 1 0 1 0 1 1

1 1

1 0 1 0 0 1 0 1

1 1

Esta asignación es óptima y γI (G ) = 6

9
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Hijos únicos

Ejemplo: Caterpillar con F2 = ∅ y |F1| = 1.

0 2 0

0

1 1 1 1

1 0 0 11 0 1

1

Esta asignación es óptima y γI (G ) = 5.
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Esta asignación es óptima y γI (G ) = 5.

Ejemplo: Optimizar el camino principal y asignar 1 a cada hijo.

1 0 1 0 1 0 1 1

1 1

1 0 1 0 0 1 0 1

1 1

Esta asignación es óptima y γI (G ) = 6
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Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10
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Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P21 1 1 11 0 0 11 11 0 0 11 0 1

1

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P2

1 1 1 11 0 0 11 11 0 0 11 0 1

1

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P21 1 1 1

1 0 0 11 11 0 0 11 0 1

1

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P2

1 1 1 1

1 0 0 11 1

1 0 0 11 0 1

1

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P2

1 1 1 11 0 0 11 1

1 0 0 11 0 1

1

γI (G ) = 2 + 2 + 1 = 5

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P31 1 1 0 11 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 1

1

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P3

1 1 1 0 11 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 1

1

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P31 1 1 0 1

1 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 1

1

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P3

1 1 1 0 1

1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 10 1

1

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P2 P31 1 1 0 11 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 10 1

1

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P3 P31 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P3 P3

1 0 1 1 0 11 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P3 P31 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Único hijo

Proposición

Sea G un caterpillar con F2 = ∅, F1 = {v} y tal que

G \ N[v ] = Pm ∪ Pl . Entonces

γI (G ) =

{
γI (Pm) + γI (Pl) + 1 si m, l son ambos pares.

γI (Pm) + γI (Pl) + 2 en otro caso.

P3 P3

1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 10 2 0

0

γI (G ) = 2 + 2 + 2 = 6

10



Cotas existentes

Teorema ([Klostermeyer and MacGillivray, 2019])

Para todo grafo conexo con n ≥ 3 vértices,

γI (G ) ≤ 3n

4
.

Teorema ([Chellali et al., 2016])

Si G es un grafo conexo de orden n y grado máximo ∆, entonces

γI (G ) ≥ 2n/(∆ + 2).

Corolario

Si G es un caterpillar de orden n ≥ 6 con F2 = ∅, entonces⌈
2n

5

⌉
≤ γI (G ) ≤

⌊
3n

4

⌋
.
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4
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Si G es un grafo conexo de orden n y grado máximo ∆, entonces

γI (G ) ≥ 2n/(∆ + 2).

Corolario

Si G es un caterpillar de orden n ≥ 6 con F2 = ∅, entonces⌈
2n

5

⌉
≤ γI (G ) ≤

⌊
3n

4

⌋
.
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Cotas existentes

Teorema ([Klostermeyer and MacGillivray, 2019])

Para todo grafo conexo con n ≥ 3 vértices,

γI (G ) ≤ 3n

4
.

Teorema ([Chellali et al., 2016])

Si G es un grafo conexo de orden n y grado máximo ∆, entonces

γI (G ) ≥ 2n/(∆ + 2).

Corolario

Si G es un caterpillar de orden n ≥ 6 con F2 = ∅, entonces⌈
2n

5

⌉
≤ γI (G ) ≤

⌊
3n

4

⌋
.

11



Cota superior (
⌊
3n
4

⌋
)

n = 6,
⌊
3n
4

⌋
= 4

1 0 2 0 1

0

γI (G ) = 4

n = 7,
⌊
3n
4

⌋
= 5

1 0 2 0 1 1

0

γI (G ) = 5

12



Cota superior (
⌊
3n
4

⌋
)

n = 6,
⌊
3n
4

⌋
= 4

1 0 2 0 1

0

γI (G ) = 4

n = 7,
⌊
3n
4

⌋
= 5

1 0 2 0 1 1

0

γI (G ) = 5

12



Cota superior (
⌊
3n
4

⌋
)

n = 6,
⌊
3n
4

⌋
= 4

1 0 2 0 1

0

γI (G ) = 4

n = 7,
⌊
3n
4

⌋
= 5

1 0 2 0 1 1

0

γI (G ) = 5

Observación: La cota superior es ajustada.
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Cota inferior (
⌈
2n
5

⌉
)

n = 6,
⌈
2n
5

⌉
= 3

1 0 2 0 1

0

γI (G ) = 4

n = 7,
⌈
2n
5

⌉
= 3

1 0 2 0 1 1

0

γI (G ) = 5

n = 10,
⌈
2n
5

⌉
= 4,

⌊
3n
4

⌋
= 7

1 0 1 0 0 1 0 1

1 1

γI (G ) = 6

13



Cota inferior (
⌈
2n
5

⌉
)

n = 6,
⌈
2n
5

⌉
= 3

1 0 2 0 1

0

γI (G ) = 4

n = 7,
⌈
2n
5

⌉
= 3

1 0 2 0 1 1

0

γI (G ) = 5

n = 10,
⌈
2n
5

⌉
= 4,

⌊
3n
4

⌋
= 7

1 0 1 0 0 1 0 1

1 1

γI (G ) = 6

13



Cota inferior (
⌈
2n
5

⌉
)

n = 6,
⌈
2n
5

⌉
= 3

1 0 2 0 1

0

γI (G ) = 4

n = 7,
⌈
2n
5

⌉
= 3

1 0 2 0 1 1

0

γI (G ) = 5

n = 10,
⌈
2n
5

⌉
= 4,

⌊
3n
4

⌋
= 7

1 0 1 0 0 1 0 1

1 1

γI (G ) = 6
13



Mejora de la cota inferior

Proposición

Sea G caterpillar con P su camino principal, entonces

γI (P) ≤ γI (G ).

Más aún, si n ≥ 6 y F2 = ∅, entonces

γI (P) + 1 ≤ γI (G ).

Corolario

Sea G caterpillar de orden n ≥ 6 y F2 = ∅, entonces

γI (G ) ≥
⌈n
2

⌉
+ 1.
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Cota inferior(
⌈
n
2

⌉
)

n = 6,
⌈
n
2

⌉
+ 1 = 4

1 0 2 0 1

0

γI (G ) = 4

n = 7,
⌈
n
2

⌉
+ 1 = 5

1 0 2 0 1 1

0

γI (G ) = 5

n = 10,
⌈
n
2

⌉
+ 1 = 6,

⌊
3n
4

⌋
= 7

1 0 1 0 0 1 0 1

1 1

γI (G ) = 6

Observación: La cota inferior es ajustada.
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