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podemos considerar su extension vectorial natural, dada por el
operador
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(A, foyeeostpy. . )= (T(R), T(R),..., T(f),...).

i Es acotado?

T((fa)n)

Lp(er) < CITIN) all cagery » C>1.
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El espacio LP(¢") contiene funciones (g,), tales que

< 00

H(gn)nHLp(gr) = H <Z ’gn’r>

LP(Q,v)

Entonces T es acotado si existe C > 1 tal que

(1,
< |7l (/Q (;fn(x)f)l

para toda sucesién (f,), € L9(Qq, ).
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ks e (1) = 0F(C > 1 [ T((8))] sy < CITIIEall o

para toda (f,), € L9(¢") y todo operador
T: L9, p) — LP(Q,v)}

kq,p(r) = sup {qu(u)pr(V)(r): (Q1, 1), (Q2,v) espacios de medida}
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Marcinkiewicz y Zygmund ('39) probaron que dados cualesquiera
0 < p,q < oo, existe C > 1 tal que todos los operadores

T: L9(Qq, 1) — LP(Qq,v) verifican:
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Marcinkiewicz y Zygmund ('39) probaron que dados cualesquiera
0 < p,q < oo, existe C > 1 tal que todos los operadores

T: L9(Q1, p) — LP(Qy,v) verifican:
1/2
|(z i)

Luego probaron que si 0 < méx{p, g} < r < 2, entonces todos los
T tienen extension ¢"-vectorial acotada:
1/r
(z fnv)
n

H (Z | T(fn)\’>

1/2
< Tl

H <Z | T(fn)\2>

LP(2,v) L9(Q1,p)

1/r
< [T

LP(2,v) L9(Q1,p)
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Teorema (Defant - Junge ('98))
Sean1<p,q,r<coy

(9,2] sip<q<?2
I(p,q) =1 1[2,p) si2<p<gq
[min{2,q},méax{2,p}] en otro caso.

Entonces kq p(r) < oo siy solo sir € I(p, q).
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i Qué podemos decir si cambiamos las constantes p y g por
variables p y q7

Definicién (Exponente variable)

Sea (Q, X, 1) un espacio de medida completo. Entonces denotamos
por P(€, 1) el conjunto de las funciones p-medibles y acotadas
p: Q — [1,00). Ademas notaremos

p_ = ess inf p(x) and p, = esssup p(x).
xeQ x€Q
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Definicién

Sea (€2, X, i) un espacio de medida completo. Dada p € P(2, i),
definimos LP(£2, ;1) como el conjunto de las funciones medibles
f:Q — K tales que, para alglin A > 0

/Q (W;)‘)P(x) dp(x) < +o0.
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Definicién

Sea (€2, X, i) un espacio de medida completo. Dada p € P(2, i),
definimos LP(£2, ;1) como el conjunto de las funciones medibles
f:Q — K tales que, para algiin A >0

/Q (W;)‘)P(x) dp(x) < +o0.

Este conjunto se convierte en un espacio de Banach cuando se
equipa con la norma de Luxemburgo

)1\ POX)
||f”LP(Q) = inf{)\ >0: /Q (’f()\)‘> du(x) < 1} )
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Podriamos decir que “LP(£, 1) es un espacio de funciones que se
convierte en un espacio LP en distintas partes del dominio de p”.
Por ejemplo, si consideramos el exponente variable

1 si0<x<1
p(x)

2 sil<x,
La funcién
1 si0<x<1
flx) = { 1
X < X,
estd en LP(R-p).
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Fijados (Q1, 1) y (€2,7), pensemos en operadores
T : L9(Q, pn) — LP(Q0,v).
iExiste C > 1 tal que todos ellos cumplan

H@N(fn)\f) ‘(;w)w
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Fijados (Q1, 1) y (€2,7), pensemos en operadores
T : L9(Q, pn) — LP(Q0,v).

iExiste C > 1 tal que todos ellos cumplan

H@N(fn)\f) ‘(;w)w

a0 ()

1/r
< [Tl ?

LP(QQ,V)

L9(Qy,p)

Si existe llamaremos kq p(r) = al infimo de ellas y

en caso contrario diremos que kqp(r) = oc.
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El siguiente resultado (muy atil) nos dice cémo se comparan las
constantes kqp(r) segiin consideramos distintos exponentes.

Lema (B. - Carando - Mazzitelli)

Sean P1,P2 € 73(Sllay)' q1, 92 € P(QQ,M), 1<r<oo y
supongamos que

1<p2<pi1<© y 1<q1<q<oo,

en casi todo punto. Entonces, kq, p,(r) S Kqp,p,(r)-

Basicamente, kqp(r) “crece” si q crece y p decrece.

La demostracién de dichas propiedades de crecimiento y
decrecimiento es una adaptacién de las mismas propiedades en el
caso en que p y g son constantes.
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El Teorema principal (parcial), es el anélogo al visto en el caso
constante:

Teorema (B. - Carando - Mazzitelli)

Sean p € P(Q1, 1), 9 € P(Q2,v) y

(q+,2] ifp— <qy <2
I(p-,q+) = [2,p-) if2 < p_ <qy,
[min{2, g+ }, max{2, p_}] en otro caso.

Sire l(p-,qy), entonces kqp(r) < co. Ademads,
@ sip_ < gy <2yr < qy entonces kqp(r) = oo.
@ si2<p_<q4yr> p_ entonces kqp(r) = oo.
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Dem. (idea):
La primera parte se consigue por crecimiento y decrecimiento:

kap(r) S kg, p_(r) < occ.

La segunda parte se consigue mostrando que existe un operador
que no tiene extensidén £"-vectorial acotada.
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Caso variable
[e]e]ele] Telelele)

Seae>0talquel < p_4+e<qgyr—e<?2

T : L9y, pn) — LP(Q,v)

4
T-149 (ng(x)>q+—e)’ N) — 14 (QgP(X)>P7+E)’ y)
\
T L0 (0790 ) ke (lpt)e ) )
4

T [9+—¢ (Q&CI(X)>CI+*E)“&) .y [ P—Fe (Qgp(x)>P—+€)7 0)



Caso variable
[e]e]ele] Telelele)

Seae>0talquel < p_4+e<qgyr—e<?2

T : L9y, pn) — LP(Q,v)

U
T-149 (ng(x)>q+—e)’ N) — 14 (QgP(X)>P7+E)’ y)
U
T Lo (079579 LY g (070 )
U
T - [19+—¢ (Q&CI(X)>CI+*E)“&) .y | P—t€ (Qgp(x)>P—+€)7 0)
4

S = — [P-+[0, 1]
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Finalmente la implicacién que queremos es
T : L9y, pn) — LP(Q,v)
4
S —¢ — [P-T€]0,1]

es decir, si kqp(r) < oo entonces todo operador
S 49+7¢ — [P-1€]0, 1] tiene extensién ¢"-vectorial acotada.
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Pero sabemos que si r < g — € existe S : £9+7¢ — [P-T€[0, 1]
que no tiene extensién ¢ -vectorial acotada (Gasch - Maligranda
(194)).

Con lo cual, existe T : L9(Q1, 1) — LP(Q2,v) que no tiene
extension ¢"-vectorial acotada, .’ kqp(r) = cc.

El caso 2 < p_ < g4 y r > p_ se consigue usando la siguiente
propiedad de dualidad:

kqp(r) < oo <= kyq(r') < oco.
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Actualmente, queremos completar la vuelta del teorema, es decir,
suponiendo que kqp(r) < oo, poder decir que r € I(p_, q;).

Dificultad:
kq,p(r) < oo
4
T - [G+—€ (QgQ(x)>q+—€)“u) | p—te (Qgp(x)>p7+e)’ V)
il?

T L9 (le,ﬁ,) [Pt (Qz,ﬁ>
para todo <Q1,/7> y <Qz,ﬁ>.
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iGracias!
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