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Motivacion

Fuentes de incertidumbre:

» Jugar una partida de pdker,
» Tirar un dado o una moneda al azar,
» Predecir el estado del clima,

» Evaluar riesgos de hacer una inversién,
>

Medir la efectividad de un medicamento, etc.
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Motivacion

La probabilidad es la herramienta mas usada para modelar la incertidumbre

Ejemplo 1

ey

1(R) =03, u(V) =04, u(A) =03
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Motivacion

~——

w(R) =03, u(V) =7, u(A) =?
P={w | veoo07]}
w(R) =03, w(V)=v, u(A)=07—-v
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Motivacion

Existen varios lenguajes para hablar de probabilidades:
» No modales (likelihood formulas): [FHM90].
> Légica modal: [LS91] y [OPRO7].
> Légica modal coalgebraica: [MV04].

o Probabilistic frames [HF89], funtor: (Ald)".
o Type Spaces [MV04], funtor: A(ld x M).
o Probabilistic transition systems [dVR99], funtor: (Ald + 1)E.
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Conceptos basicos

Definicién 1

Un algebra de subconjuntos de un conjunto X es una clase no
vacia ¥ de subconjuntos de X tal que si U € ¥ y V € ¥ entonces
vuVver yX\UekxX.

La categoria Meas™:

Objetos: Espacios medibles (X, X).
Morfismos: Funciones medibles f : (X,X) — (X', ¥’) tal que
f~Y(U) € X para todo U € ¥'.
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Conceptos basicos

Definicién 2
Medida de probabilidad finitamente aditiva:
> X —[0,1].
> u(0)=0ypuX)=1
> p(UUV)=pU)+pu(V)siunV =40.

Definicién 3 (Probabilidad superior e inferior)

P ={uitier conjunto de medidas de probabilidad sobre un espacio medible
(X, X), definimos para U € X:

P (U) = :_tél;{uf(U)},

P.(U) = inf {i(U)}.
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Caracterizacion de las medidas de prob. superior

Definicién 4
Un n-cubrimiento de un conjunto U es una sucesion finita de
conjuntos Ui, ..., Un en ¥ tal que existen iy,...,in en {1,..., m}

que cumplen

ve U (ﬂq)

JC{1,...m}, jeJ
Jj=n

Un (n, k)-cubrimiento de (U, X) es una sucesion Ui, ..., U, que
cubre X k veces, y cubre a U n+ k veces.
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Caracterizacion de las medidas de prob. superior

Tenemos el siguiente resultado de Anger y Lembcke [AL85], que aparece en el
paper de Halpern y Puccella.

Teorema 1
([HP02], Teorema 2.3) Sea X un conjunto, ¥ un &lgebra de subconjuntos de
X, yg: X —[0,1] una funcién. Existe un conjunto P de medidas de
probabilidad P con g = P™ si y solo si g verifica:

(UP1) g() =0,

(UP2) g(X) =1,

(UP3) Para todos los enteros no negativos m, n, k y todos los

(n, k)-cubrimientos Ui, . .., Uy, de (U, X),

m

k+ng(U) <Y g(Uy).

i=1
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El funtor A*

A* : Meas™ — Meas™
(X,%) — (A*X, A*T)

» A*X: medidas de probabilidad superior definidas sobre (X, X).
> A*Y es el dlgebra de subconjuntos de A* X generada por los conjuntos

g7 U)={gcA"X | g(U)>p,1-g(U)>q.}

Si f: X — X’ es una funcién medible A*f : A*X — A*X’ se define para
geA* Xy UceX como:

(A" F)(g)(U) = g(f 1 (V).
Lema 1

»> (A*f)(g) es una medida de probabilidad superior

» A*f es un morfismo en Meas™.
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Meas™

Productos Coproductos Id A Exponenciales Constantes

f.p.ms

f.p.m.s: (endo) funtores polinomiales de medidas (de probabilidad) superior.

T = (A"(Id + M) x Id)".
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Vamos a trabajar con codlgebras para f.p.m.s. T.
Definicién 5 ( T-codlgebra)
Es un par (X, ), donde X es un objetoy o : X — TX.
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Los ingredientes de T

Definicién 6
El conjunto Ing T de ingredientes de T, se define como:
» Si T = M es un funtor constante, o T = Id entonces
Ing T={T,Id},
» siT=T1+ Ty, oT = T71 x T entonces
Ing T={T}UlIng Ty Ulng Ty, y
> siT=SE0oT=A*S, Ing T={T}UlIngS.
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Los ingredientes de T

Ejemplo 2
Para el funtor T = (A*(Id + M) x Id)E, (M € £, E un conjunto
fijo) tenemos:

Ing T = {Id, M, Id + M, A*(Id + M), A*(Id + M) x Id, T} .
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El multigrafo de ingredientes

El conjunto Ing T induce un multigrafo S = S’ etiquetado segtin cada
ingrediente, como sigue:

Selng T s5&s
S=5xS | S x5Hs, Sx558s,
$=5+4+% | 5+5935,5+5535

S=GF SEX g
S=Id Id" T
NG Ars 9 s

Donde E es un conjunto fijo, e € Ey p,q € [0, 1].
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El multigrafo de ingredientes

Ejemplo 3
Para el funtor T = (A*(Id + M) x Id)E, el multigrafo es el siguiente:

ing

m
next —

} « pry % iny
Id—>T\>A(Id+M)><Id—>A(Id+M) ld+M——M

P2

INMABB, CONICET-UNS y Departamento de Matematica, UNS, Bahia Blanca, ARGENTINA.



Légica para med. de prob. superior
©0000000000000000000

La sintaxis

> Cada f.p.m.s T tiene asociado un lenguaje modal.

» Las férmulas modales se clasifican en tipos segtn los
elementos de Ing T.

» Esto fue hecho para la categoria Set en [Jac01] y [R6Bi00].

» Posteriormente se extendid a la categoria Meas en [MV04].
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La sintaxis

Definicion 7
Las férmulas se forman de acuerdo a las reglas:

1ls:S, [prile : S1x S2, si 0 S;,

A:M,siAeXo [eve]p: SE, sip: S, ec E
A={m},me M, [next]p : Id, sip: T,

p1 =215, sip;:S, [p,qlp : A*S, sip:: S.

[inilp:S1+ 52, sip: S,

Notacién: ¢ :: S si ¢ : S y cada subférmula de tipo constante es
medible. Notamos con Formg al conjunto de férmulas de tipo S.
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La semantica

Definicién 8
Dada una T-codlgebra (X, ), y una férmula ¢ : S, la interpretacion de ¢ es el
conjunto [[¢]<, definido por:

[Ls]§ =0, [Aly = A, [lpr]els, xs, = 7 ' [¢18,,
[e1 = @2]s = (S(X)\[¢1]$)Ulea]s, [levelelee = eve ',
[lin]e]s, s, = im([els,) U in2(S2X),  [lnext]]y = o ],
[lin2]eels, s, = im(S1X) Uina([€]S,),  [[p, qlelX-s = B[]2.

Escribimos a, x [Es ¢, si x € [¢]s.
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Ejemplo 4

T = A*(Id x M), M = {a, b,c}, Tm = {0, {a}, {b, c}, M}
Ing T = {ld,M,Id x M, T}.

S H p:S
M J_M, TM, {a},ﬁ{a}. ..
Id Lygy T =1L — Lig,--.
Id x M J—ld><Mr T/dXMr [prl]T/d,[prQ]—'{a}. ..
T =Ad x M) || L7, T7, [0, 1][pr1] L, [0.5,0.2][pro]—{a},.-
Id [next][0.5,0.2][prp]—{a},. . .
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T = A*(Id x M), M = {a, b, c}, Tm = {0, {a}, {b, c}, M}
Ing T = {ld, M, Id x M, T}.

S H p:S
M J_M, TM, {a}, ﬁ{a}. ..
Id 1yq, T/d =1l — Lig,...
Id x M J—Id><My Tldva [prl]T/d,[prz]ﬁ{a}. ..
T =A(d x M) || L7, T7, [0, 1][pr1]La, [0.5,0.2][pro]+{a},. -
Id [next][0.5, 0.2][pr,]—{a}.. ..
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Simplificando las férmulas

Siguiendo el trabajo de [SDO15], simplificamos [p, g] como sigue:

Reemplazamos H por
[p, 0] Uspp
[0, Pl L>pp

[0,1—p]-p U<pyp
[1 — P O]_‘@ L<pp

—[p, Qg U<pp

—[0, ple Lepp
=[0,1—p]-p || Uspep
[l =p,0]-p || Lspp
Uspp A U<pp U=pp
L>pp A L<pip Lopp
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Axiomas

Dado un f.p.m.s T definimos el conjunto de axiomas Axs C Forms:
(1) Todas las tautologias booleanas ¢ : S.
(2) ParaS=M,A: My ce M,

(a) {c} = AsiceA,
(b) {c} > -Asicé A

(3) SiS=S1x%,je{l,2}yyp:S,

(@) lprile = [pril-e,
(b) —[prj]Ls;,
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Axiomas

(4) SiS=5+5,,

(@) —linfle = [inj] =,
(b) —[ini]Ls, ¢ [ino] Ls,,

(5) SiS=S%yp:9,

(a) —levelp — [eve] e,
(b) —‘[eVe]J_[L

(6) SiS=1d,yp:T,

(a) —[next]e — [next]—p,
(b) —[next] L,
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Axiomas

(7) ParaS=A*S"€lIng T,
(a) U=op (o bien, L>op),
) U<pp = U<gpsip<gq,
) U<pp — U<pp,
) sie =N e my, ymkin Njes i =Sy
\/Jg{1 ____ m}, |J|=k /\j€J @j = §' son tautologias, y
S pi—k >0, entonces (U<p, o1 A -+ A U<p, pm) = U<pp
es un axioma, donde p = M n#0,
(€) si Vycqi,  my, sj=k \jes #j == S' es una tautologia y
S pi < k (con 0 < p; < 1), entonces
(U<pyp1 A -+ A U<p, om) €s un axioma,
() Lo1(p = ¥) = (Uspp — Uspip),
(8) [p.gle ¢ (Uspp A L>qp).
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Teorema 2
Para cada S € Ing T, todos los axiomas de tipo S son validos
en todas las T-coalgebras.
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Definicién 9 ( T-sistema deductivo)

Es un conjunto de relaciones {FsC P(Forms) x Forms|S € Ing T} que
satisface:

» Regla de suposicion: Si ¢ € I U Axs, entonces I s .

» Modus ponens: {p, o — ¥} Fs 1.
» Regla de corte: SiT Fs Ay AFs ¢, entonces T s .
» Regla de deduccion: SiT U {p} s, entonces I s o — 1.

)

v

. . 0,1) A4 .
Regla de Necesitacién: Para la arista S (—> A*S, sits ¢, entonces
'_A*S Lthp.

» Regla constante: Si M € Ing T, entonces {—{c} | c € M} by Lny.

» Regla del cuadrado determinista: Para cada x # (p,q), S 58 The ¥
implica [] Fs [£]vy.

» Reglas Arquimedeanas: {U>qv% | ¢ < p} Faxs Usptp. También,
{L>q¥ | g < p} Fars Lypy.
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Teorema 3
Para cada T-codlgebra (X, ),

Cons$ ={F¢ | Selng T}

Const ={=s | S€lng T}

son T-sistemas deductivos.

Buscamos caracterizar los conjuntos:

des¢(x) ={¢: S| a,x =s ¢}
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Definicién 10
Seall CFormg, con S €lng T. T es
cerrado bajo deduccion: si p y ¢ — 1 € I implican ¢ €T,

S-teoria: si es cerrado bajo deduccién y Axs C T,
negacion completo: si para cada ¢ :S. ¢ €[ ssi—p &T,
L-libre:si 15 ¢T,

Fs-consistente: si I /s Lg,

Fs-maximal: si es -g-consistente y negacion completo,

correcto: si I s ¢ implica T =g ¢ para todo S € Ing T,

vVvVvvyVvYVvyVvyVvyy

completo: si T =g ¢ implica T bs ¢ para todo S € Ing T.
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Lema 2
Si un T-sistema deductivo es correcto, entonces, los conjuntos

desg (x {gp S\axi—sgo}

son Fs-maximales.

Definicién 11

Un T-sistema deductivo es Lindenbaum si para todo S € Ing T,
cada conjunto Fg-consistente de férmulas estd incluido en algdn
conjunto ts-maximal.
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La codlgebra candnica

Fijemos un T-sistema deductivo Lindenbaum D. Definimos:
> (X9,%9)
> XP = {x CForms | x es s -maximal}
> 22 = {lpls | ¢ S}
> lpls ={xeX$ | pex}

Buscamos armar la codlgebra

OéD . X/d — T(X[d)
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La codlgebra candnica

D se prueba la existencia de los morfismos:

Para construir «
1. ps;xs, i Xs;xs, = Xs, X Xs,.
2. psits, P Xsips, = Xsp + X,
3 PSE - XsE — (XS)E.

4. pig: Xig = Xt

5. paxs: Xars = A*(Xs).

y se construye a partir de éstos, para cada S € Ing T, un morfismo

rs : Xg — S(X/d).
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La codlgebra candnica

Ejemplo 5
Si T = A*(Ild x IdF), tenemos
XT
lpA*
o A (Xigx 1)
lA*(pldxldE)
A*(Xig x Xige)
lA*(/pr,dE)

A*(X/d X (X/d)E) = T(X/d)
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La codlgebra candnica

(dea aD)

Pid rT
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Completitud

Lema 3 (Lema de la verdad, [Gol10])

Para cada ¢ : S, y cada conjunto -s-maximal x, tenemos que

¢ € x ssi aP rs(x) =s .

Ademas:
rs N

Xs " S5(Xia)

D
(e
desg

y rs es un isomorfismo.
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Completitud

Teorema 4 (Completitud)
Para cualquier T-sistema deductivo Lindenbaum
D={F2 | Secing T}
D
TEsp=TFE% ¢ << 2.

Conseqr = {=s | S € Ing T} es el dnico T-sistema deductivo
Lindenbaum que es correcto.
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El funtor A

Agregamos un ingrediente a la clase de los f.p.m.s. A que denotara a las
medidas de probabilidad finitamente aditivas:

A : Meas™ — Meas”
Afiadimos aristas para cada p € [0, 1]
>p
AX — X
Férmulas modales probabilisticas:

P>pep.

Observacién 1
Si

entonces P* es una medida de probabilidad finitamente aditiva.
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Axiomas para AS € Ing T

P>oe,

PZlfpﬁLp — ﬁPZq(p si p<aq,

P>pp = P>1pmp,

S = Ve, my, gj=kin Njes i & S'y Vic,my, =k Njes @i = s’
son tautologias, y Y, pi — k > 0, entonces

(P>1—p;mp1 A+ A P>1_p,7pm) = P>1_p—¢ es un axioma, donde
p= =Pk g,

(8)(€) si Vycqi,..my, =k N\jey®i 2 S es una tautologia y 377, pi < k (con
0 < pi <1), entonces =(P>1_p, 1 A -+ A P>1_p,—¢m) €s un axioma,

@B)F) Po1(p = ¢) = (P2pp = P>p¢)).
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La demostracién del teorema de completitud se obtiene adaptando
las construcciones anteriores.

INMABB, CONICET-UNS y Departamento de Matematica, UNS, Bahia Blanca, ARGENTINA.



Ideas futuras
®0

|deas futuras

» Enriquecer la clase de endofuntores sobre Meas™® para expresar
> medidas de Plausibilidad y Creencia (introducidas en [Dem67]).
» medidas de probabilidad (superior) de rango finito como en
[SDO17].
» funciones de Ranking y Posibilidad.

» Formalizar estos resultados para un lenguaje numerable.
Trabajar con racionales en vez de reales para expresar cosas
como P*([¢]) = v2/2.

> Idea: restringir a una clase de funtores con ingredientes
constantes numerables.
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iMuchas gracias!
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