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Motivación

Fuentes de incertidumbre:

▶ Jugar una partida de póker,

▶ Tirar un dado o una moneda al azar,

▶ Predecir el estado del clima,

▶ Evaluar riesgos de hacer una inversión,

▶ Medir la efectividad de un medicamento, etc.
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Motivación

La probabilidad es la herramienta más usada para modelar la incertidumbre

Ejemplo 1

µ(R) = 0.3, µ(V ) = 0.4, µ(A) = 0.3
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Motivación

µ(R) = 0.3, µ(V ) =?, µ(A) =?

P =
{
µv | v ∈ [0, 0.7]

}
µv (R) = 0.3, µv (V ) = v , µv (A) = 0.7− v
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Motivación

Existen varios lenguajes para hablar de probabilidades:

▶ No modales (likelihood formulas): [FHM90].

▶ Lógica modal: [LS91] y [OPR07].

▶ Lógica modal coalgebraica: [MV04].

◦ Probabilistic frames [HF89], funtor: (∆Id)n.
◦ Type Spaces [MV04], funtor: ∆(Id ×M).
◦ Probabilistic transition systems [dVR99], funtor: (∆Id + 1)E .
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Conceptos básicos

Definición 1
Un álgebra de subconjuntos de un conjunto X es una clase no
vaćıa Σ de subconjuntos de X tal que si U ∈ Σ y V ∈ Σ entonces
U ∪ V ∈ Σ, y X \ U ∈ Σ.

La categoŕıa Meas∗:

Objetos: Espacios medibles (X ,Σ).
Morfismos: Funciones medibles f : (X ,Σ) → (X ′,Σ′) tal que
f −1(U) ∈ Σ para todo U ∈ Σ′.
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Conceptos básicos

Definición 2
Medida de probabilidad finitamente aditiva:

▶ µ : Σ → [0, 1].

▶ µ(∅) = 0 y µ(X ) = 1.

▶ µ(U ∪ V ) = µ(U) + µ(V ) si U ∩ V = ∅.

Definición 3 (Probabilidad superior e inferior)
P = {µi}i∈I conjunto de medidas de probabilidad sobre un espacio medible
(X ,Σ), definimos para U ∈ Σ:

P∗(U) = sup
µi∈P

{µi (U)},

P∗(U) = inf
µi∈P

{µi (U)}.
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Caracterización de las medidas de prob. superior

Definición 4
Un n-cubrimiento de un conjunto U es una sucesión finita de
conjuntos U1, . . . ,Um en Σ tal que existen i1, . . . , in en {1, . . . ,m}
que cumplen

U ⊆
⋃

J⊆{1,...,m},
|J|=n

(⋂
j∈J

Uj

)
.

Un (n, k)-cubrimiento de (U,X ) es una sucesión U1, . . . ,Um que
cubre X k veces, y cubre a U n + k veces.
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Caracterización de las medidas de prob. superior

Tenemos el siguiente resultado de Anger y Lembcke [AL85], que aparece en el
paper de Halpern y Puccella.

Teorema 1
([HP02], Teorema 2.3) Sea X un conjunto, Σ un álgebra de subconjuntos de
X , y g : Σ → [0, 1] una función. Existe un conjunto P de medidas de
probabilidad P con g = P∗ si y solo si g verifica:

(UP1) g(∅) = 0,
(UP2) g(X ) = 1,
(UP3) Para todos los enteros no negativos m, n, k y todos los

(n, k)-cubrimientos U1, . . . ,Um de (U,X ),

k + ng(U) ≤
m∑
i=1

g(Ui ).
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El funtor ∆∗

∆∗ : Meas∗ → Meas∗

(X ,Σ) 7−→ (∆∗X ,∆∗Σ)

▶ ∆∗X : medidas de probabilidad superior definidas sobre (X ,Σ).

▶ ∆∗Σ es el álgebra de subconjuntos de ∆∗X generada por los conjuntos

βp,q(U) = {g ∈ ∆∗X | g(U) ≥ p, 1− g(Uc) ≥ q.}

Si f : X → X ′ es una función medible ∆∗f : ∆∗X → ∆∗X ′ se define para
g ∈ ∆∗X y U ∈ Σ′ como:

(∆∗f )(g)(U) = g(f −1(U)).

Lema 1
▶ (∆∗f )(g) es una medida de probabilidad superior

▶ ∆∗f es un morfismo en Meas∗.
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Meas∗

Productos Coproductos Id ∆∗ Exponenciales Constantes

f.p.m.s

f.p.m.s: (endo) funtores polinomiales de medidas (de probabilidad) superior.

T = (∆∗(Id +M)× Id)E .
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Vamos a trabajar con coálgebras para f.p.m.s. T .

Definición 5 (T -coálgebra)

Es un par (X , α), donde X es un objeto y α : X → TX .
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Los ingredientes de T

Definición 6
El conjunto Ing T de ingredientes de T , se define como:

▶ Si T = M es un funtor constante, o T = Id entonces
Ing T = {T , Id},

▶ si T = T1 + T2, o T = T1 × T2 entonces
Ing T = {T} ∪ Ing T1 ∪ Ing T2, y

▶ si T = SE o T = ∆∗S , Ing T = {T} ∪ Ing S .
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Los ingredientes de T

Ejemplo 2

Para el funtor T = (∆∗(Id +M)× Id)E , (M ∈ Σ, E un conjunto
fijo) tenemos:

Ing T =
{
Id ,M, Id +M,∆∗(Id +M),∆∗(Id +M)× Id ,T

}
.
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El multigrafo de ingredientes

El conjunto Ing T induce un multigrafo S
κ→ S ′ etiquetado según cada

ingrediente, como sigue:

S ∈ Ing T S
κ→ S ′

S = S1 × S2 S1 × S2
pr1→ S1, S1 × S2

pr2→ S2

S = S1 + S2 S1 + S2
in1→ S1, S1 + S2

in2→ S2

S = SE SE eve→ S

S = Id Id
next→ T

∆∗S ∆∗S
(p,q)→ S

Donde E es un conjunto fijo, e ∈ E y p, q ∈ [0, 1].
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El multigrafo de ingredientes

Ejemplo 3
Para el funtor T = (∆∗(Id +M)× Id)E , el multigrafo es el siguiente:

Id
next // T

eve //
// ∆

∗(Id +M)× Id
pr1 //

pr2

bb ∆∗(Id +M)

(p,q)
,,
22 Id +M

in2 //

in1

ww
M
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La sintaxis

▶ Cada f.p.m.s T tiene asociado un lenguaje modal.

▶ Las fórmulas modales se clasifican en tipos según los
elementos de Ing T .

▶ Esto fue hecho para la categoŕıa Set en [Jac01] y [Rößi00].

▶ Posteriormente se extendió a la categoŕıa Meas en [MV04].
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La sintaxis

Definición 7
Las fórmulas se forman de acuerdo a las reglas:

⊥S : S ,
A : M, si A ∈ Σ o
A = {m},m ∈ M,
φ1 → φ2 : S , si φi : S ,
[ini ]φ : S1 + S2, si φ : Si ,

[pri ]φ : S1 × S2, si φ : Si ,
[eve ]φ : SE , si φ : S , e ∈ E
[next]φ : Id , si φ : T ,
[p, q]φ : ∆∗S , si φ :: S .

Notación: φ :: S si φ : S y cada subfórmula de tipo constante es
medible. Notamos con FormS al conjunto de fórmulas de tipo S .
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La semántica

Definición 8
Dada una T -coálgebra (X , α), y una fórmula φ : S , la interpretación de φ es el
conjunto [[φ]]αS , definido por:

[[⊥S ]]
α
S = ∅, [[A]]αM = A,

[[φ1 → φ2]]
α
S = (S(X )\[[φ1]]

α
S )∪[[φ2]]

α
S ,

[[[in1]φ]]
α
S1+S2

= in1([[φ]]
α
S1
) ∪ in2(S2X ),

[[[in2]φ]]
α
S1+S2

= in1(S1X ) ∪ in2([[φ]]
α
S2
),

[[[prj ]φ]]
α
S1×S2

= π−1
j [[φ]]αSj ,

[[[eve ]φ]]
α
SE = ev−1

e [[φ]]αS ,
[[[next]φ]]αId = α−1[[φ]]αT ,
[[[p, q]φ]]α∆∗S = βp,q[[φ]]αS .

Escribimos α, x |=S φ, si x ∈ [[φ]]αS .
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Ejemplo 4

T = ∆∗(Id ×M), M = {a, b, c}, ΣM = {∅, {a}, {b, c},M}
Ing T = {Id ,M, Id ×M,T}.

S φ : S

M ⊥M , ⊤M , {a},¬{a}. . .
Id ⊥Id , ⊤Id = ⊥Id → ⊥Id ,. . .

Id ×M ⊥Id×M , ⊤Id×M , [pr1]⊤Id ,[pr2]¬{a}. . .
T = ∆∗(Id ×M) ⊥T , ⊤T , [0, 1][pr1]⊥Id , [0.5, 0.2][pr2]¬{a},. . .

Id [next][0.5, 0.2][pr2]¬{a},. . .
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T = ∆∗(Id ×M), M = {a, b, c}, ΣM = {∅, {a}, {b, c},M}
Ing T = {Id ,M, Id ×M,T}.

S φ : S

M ⊥M , ⊤M , {a}, ¬{a}. . .
Id ⊥Id , ⊤Id = ⊥Id → ⊥Id ,. . .

Id ×M ⊥Id×M , ⊤Id×M , [pr1]⊤Id ,[pr2]¬{a}. . .
T = ∆∗(Id ×M) ⊥T , ⊤T , [0, 1][pr1]⊥Id , [0.5, 0.2][pr2]¬{a},. . .

Id [next][0.5, 0.2][pr2]¬{a},. . .

INMABB, CONICET-UNS y Departamento de Matemática, UNS, Bah́ıa Blanca, ARGENTINA.
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Simplificando las fórmulas

Siguiendo el trabajo de [SDO15], simplificamos [p, q]φ como sigue:

Reemplazamos por

[p, 0]φ U≥pφ

[0, p]φ L≥pφ

[0, 1− p]¬φ U≤pφ

[1− p, 0]¬φ L≤pφ

¬[p, 0]φ U<pφ

¬[0, p]φ L<pφ

¬[0, 1− p]¬φ U>pφ

¬[1− p, 0]¬φ L>pφ

U≥pφ ∧ U≤pφ U=pφ

L≥pφ ∧ L≤pφ L=pφ
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Axiomas

Dado un f.p.m.s T definimos el conjunto de axiomas AxS ⊆ FormS :

(1) Todas las tautoloǵıas booleanas φ : S .

(2) Para S = M, A : M y c ∈ M,

(a) {c} → A si c ∈ A,
(b) {c} → ¬A si c /∈ A.

(3) Si S = S1 × S2, j ∈ {1, 2} y φ : Sj ,

(a) ¬[prj ]φ→ [prj ]¬φ,
(b) ¬[prj ]⊥Sj ,
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Axiomas

(4) Si S = S1 + S2,

(a) ¬[inj ]φ→ [inj ]¬φ,
(b) ¬[in1]⊥S1 ↔ [in2]⊥S2 ,

(5) Si S = S ′E , y φ : S ′,

(a) ¬[eve ]φ→ [eve ]¬φ,
(b) ¬[eve ]⊥U ,

(6) Si S = Id , y φ : T ,

(a) ¬[next]φ→ [next]¬φ,
(b) ¬[next]⊥T ,
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Axiomas

(7) Para S = ∆∗S ′ ∈ Ing T ,

(a) U≥0φ (o bien, L≥0φ),
(b) U≤pφ→ U<qφ si p < q,
(c) U<pφ→ U≤pφ,
(d) si φ→

∨
J⊆{1,...,m}, |J|=k+n

∧
j∈J φj :: S

′ y∨
J⊆{1,...,m}, |J|=k

∧
j∈J φj :: S

′ son tautoloǵıas, y∑m
i=1 pi − k ≥ 0, entonces (U≤p1φ1 ∧ · · · ∧ U≤pmφm) → U≤pφ

es un axioma, donde p =
∑m

i=1 pi−k
n , n ̸= 0,

(e) si
∨

J⊆{1,...,m}, |J|=k

∧
j∈J φj :: S

′ es una tautoloǵıa y∑m
i=1 pi < k (con 0 ≤ pi ≤ 1), entonces

¬(U≤p1φ1 ∧ · · · ∧ U≤pmφm) es un axioma,
(f) L≥1(φ→ ψ) → (U≥pφ→ U≥pψ),
(g) [p, q]φ↔ (U≥pφ ∧ L≥qφ).
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Teorema 2
Para cada S ∈ Ing T , todos los axiomas de tipo S son válidos
en todas las T -coálgebras.
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Definición 9 (T -sistema deductivo)
Es un conjunto de relaciones {⊢S⊆ P(FormS)× FormS |S ∈ Ing T} que
satisface:

▶ Regla de suposición: Si φ ∈ Γ ∪ AxS , entonces Γ ⊢S φ.

▶ Modus ponens: {φ,φ→ ψ} ⊢S ψ.

▶ Regla de corte: Si Γ ⊢S Λ y Λ ⊢S φ, entonces Γ ⊢S φ.

▶ Regla de deducción: Si Γ ∪ {φ} ⊢S ψ, entonces Γ ⊢S φ→ ψ.

▶ Regla de Necesitación: Para la arista S
(0,1)→ ∆∗S , si ⊢S φ, entonces

⊢∆∗S L≥1φ.

▶ Regla constante: Si M ∈ Ing T , entonces {¬{c} | c ∈ M} ⊢M ⊥M .

▶ Regla del cuadrado determinista: Para cada κ ̸= (p, q), S
κ→ S ′, Γ ⊢S′ ψ

implica [κ]Γ ⊢S [κ]ψ.

▶ Reglas Arquimedeanas: {U≥qψ | q < p} ⊢∆∗S U≥pψ. También,
{L≥qψ | q < p} ⊢∆∗S L≥pψ.
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Teorema 3
Para cada T -coálgebra (X , α),

ConsαT = {|=α
S | S ∈ Ing T}

ConsT = {|=S | S ∈ Ing T}

son T -sistemas deductivos.

Buscamos caracterizar los conjuntos:

desαS (x) =
{
φ : S | α, x |=S φ

}
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Definición 10
Sea Γ ⊆ FormS , con S ∈ Ing T . Γ es

▶ cerrado bajo deducción: si φ y φ→ ψ ∈ Γ implican ψ ∈ Γ,

▶ S-teoŕıa: si es cerrado bajo deducción y AxS ⊆ Γ,

▶ negación completo: si para cada φ : S . φ ∈ Γ ssi ¬φ ̸∈ Γ,

▶ ⊥-libre: si ⊥S /∈ Γ,

▶ ⊢S -consistente: si Γ ̸⊢S ⊥S ,

▶ ⊢S -maximal: si es ⊢S -consistente y negación completo,

▶ correcto: si Γ ⊢S φ implica Γ |=S φ para todo S ∈ Ing T ,

▶ completo: si Γ |=S φ implica Γ ⊢S φ para todo S ∈ Ing T .
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Lema 2
Si un T -sistema deductivo es correcto, entonces, los conjuntos

desαS (x) =
{
φ : S | α, x |=S φ

}
son ⊢S -maximales.

Definición 11
Un T -sistema deductivo es Lindenbaum si para todo S ∈ Ing T ,
cada conjunto ⊢S -consistente de fórmulas está incluido en algún
conjunto ⊢S -maximal.
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La coálgebra canónica

Fijemos un T -sistema deductivo Lindenbaum D. Definimos:

▶ (XD
S ,Σ

D
S )

▶ XD
S = {x ⊆ FormS | x es ⊢S -maximal}

▶ ΣD
S = {|φ|S | φ :: S}

▶ |φ|S = {x ∈ XD
S | φ ∈ x}

Buscamos armar la coálgebra

αD : XId −→ T (XId)
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La coálgebra canónica

Para construir αD se prueba la existencia de los morfismos:

1. ρS1×S2 : XS1×S2 → XS1 × XS2 .

2. ρS1+S2 : XS1+S2 → XS1 + XS2 .

3. ρSE : XSE → (XS)
E .

4. ρId : XId → XT .

5. ρ∆∗S : X∆∗S → ∆∗(XS).

y se construye a partir de éstos, para cada S ∈ Ing T , un morfismo

rS : XS → S(XId).
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La coálgebra canónica

Ejemplo 5

Si T = ∆∗(Id × IdE ), tenemos

XT

∆∗(XId×IdE )

∆∗(XId × XIdE )

∆∗(XId × (XId)
E ) = T (XId)

ρ∆∗

∆∗(ρ
Id×IdE

)

∆∗(Id×ρ
IdE

)

rT
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La coálgebra canónica

(XId , α
D)

XT

XId T (XId)
αD

ρId rT
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Completitud

Lema 3 (Lema de la verdad, [Gol10])

Para cada φ : S , y cada conjunto ⊢S -maximal x , tenemos que

φ ∈ x ssi αD , rS(x) |=S φ.

Además:

XS S(XId)
rS

desα
D

S

y rS es un isomorfismo.
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Completitud

Teorema 4 (Completitud)

Para cualquier T -sistema deductivo Lindenbaum
D = {⊢D

S | S ∈ Ing T}

Γ |=S φ =⇒ Γ |=αD

S φ ⇐⇒ Γ ⊢D
S φ.

ConseqT = {|=S | S ∈ Ing T} es el único T -sistema deductivo
Lindenbaum que es correcto.
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El funtor ∆

Agregamos un ingrediente a la clase de los f.p.m.s. ∆ que denotará a las
medidas de probabilidad finitamente aditivas:

∆ : Meas∗ → Meas∗

Añadimos aristas para cada p ∈ [0, 1]

∆X X
≥p

Fórmulas modales probabiĺısticas:

P≥pφ.

Observación 1
Si

P∗(U) = P∗(U)

entonces P∗ es una medida de probabilidad finitamente aditiva.
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Axiomas para ∆S ∈ Ing T

(8)(a) P≥0φ,

(8)(b) P≥1−p¬φ→ ¬P≥qφ si p < q,

(8)(c) ¬P≥pφ→ P≥1−p¬φ,
(8)(d) si φ→

∨
J⊆{1,...,m}, |J|=k+n

∧
j∈J φj :: S

′ y
∨

J⊆{1,...,m}, |J|=k

∧
j∈J φj :: S

′

son tautoloǵıas, y
∑m

i=1 pi − k ≥ 0, entonces
(P≥1−p1¬φ1 ∧ · · · ∧ P≥1−pm¬φm) → P≥1−p¬φ es un axioma, donde

p =
∑m

i=1 pi−k

n
, n ̸= 0,

(8)(e) si
∨

J⊆{1,...,m}, |J|=k

∧
j∈J φj :: S

′ es una tautoloǵıa y
∑m

i=1 pi < k (con

0 ≤ pi ≤ 1), entonces ¬(P≥1−p1¬φ1 ∧ · · · ∧ P≥1−pm¬φm) es un axioma,

(8)(f) P≥1(φ→ ψ) → (P≥pφ→ P≥pψ).
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La demostración del teorema de completitud se obtiene adaptando
las construcciones anteriores.
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Ideas futuras

▶ Enriquecer la clase de endofuntores sobre Meas∗ para expresar
▶ medidas de Plausibilidad y Creencia (introducidas en [Dem67]).
▶ medidas de probabilidad (superior) de rango finito como en

[SDO17].
▶ funciones de Ranking y Posibilidad.

▶ Formalizar estos resultados para un lenguaje numerable.
Trabajar con racionales en vez de reales para expresar cosas
como P∗([[φ]]) =

√
2/2.

▶ Idea: restringir a una clase de funtores con ingredientes
constantes numerables.
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Fin

¡Muchas gracias!
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Introducción Lógica para med. de prob. superior Med. de prob. finit. aditivas Ideas futuras

Bernd Anger and Jörn Lembcke.
Infinitely subadditive capacities as upper envelopes of
measures.
Z. Wahrsch. Verw. Gebiete, 68(3):403–414, 1985.

A. P. Dempster.
Upper and lower probabilities induced by a multivalued
mapping.
Ann. Math. Statist., 38:325–339, 1967.

E. P. de Vink and J. J. M. M. Rutten.
Bisimulation for probabilistic transition systems: a coalgebraic
approach.
volume 221, pages 271–293. 1999.
ICALP ’97 (Bologna).

Ronald Fagin, Joseph Y. Halpern, and Nimrod Megiddo.

INMABB, CONICET-UNS y Departamento de Matemática, UNS, Bah́ıa Blanca, ARGENTINA.
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Nenad Savić, Dragan Doder, and Zoran Ognjanović.
Logics with lower and upper probability operators.

INMABB, CONICET-UNS y Departamento de Matemática, UNS, Bah́ıa Blanca, ARGENTINA.



Introducción Lógica para med. de prob. superior Med. de prob. finit. aditivas Ideas futuras

International Journal of Approximate Reasoning, 88:148–168,
2017.

INMABB, CONICET-UNS y Departamento de Matemática, UNS, Bah́ıa Blanca, ARGENTINA.
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