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Frames
Duffin y Schaeffer (1952) −→ Series de Fourier no armónicas en L2[0, 1].

Young (1980)

Daubechies (1992) −→ Wavelets

Definición: Una familia de vectores {wi }i∈I en un espacio de Hilbert H es
un frame para H si existen constantes C1, C2 > 0 tales que para todo
v ∈ H

C1‖v‖2 ≤
∑
i∈I

|〈v ,wi〉|2 ≤ C2‖v‖2.

Si C1 = C2 = 1, decimos que {wi }i∈I es un frame de Parseval:∑
i∈I

|〈v ,wi〉|2 = ‖v‖2 ∀ v ∈ H.
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Frames 6= base ortonormal
Ejemplo: H = R2, w1 = (0, 1), w2 = (−

√
3

2 ,−
1
2), w3 = (

√
3

2 ,−
1
2).

‖wi‖ = 1, i = 1, 2, 3. Para todo v ∈ R2 se cumple

3∑
i=1

|〈v ,wi〉|2 =
3
2‖v‖

2

{w1,w2,w3} es un frame ajustado con cotas A = B = 3/2.
Si c =

√
2
3 entonces {cw1, cw2, cw3} es un frame de Parseval, ya que verifica

3∑
i=1

|〈v , cwi〉|2 = ‖v‖2.

Propiedad: Si {wi }i∈I es un frame de Parseval de H y además ‖wi‖ = 1
para todo i ∈ I entonces {wi }i∈I es una b.o.n. de H.
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Si {wi }i∈I es un frame de H:

• Operador de análisis −→ R : H→ `2(I), Rv = {〈v ,wi〉}i∈I .

• Operador de síntesis −→ C := R∗ : `2(I)→ H, Ca =
∑

i∈I aiwi .

• Operador de frame:

M : H→ H, Mv := CRv =
∑
i∈I
〈v ,wi〉wi

Propiedades: R es acotado, C es acotado y sobreyectivo, M es
autoadjunto, positivo e inversible.

Además:
v = M−1Mv =

∑
i∈I
〈v ,wi〉M−1wi

La sucesión {M−1wi }i∈I se llama frame dual canónico de {wi }i∈I .
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El problema de muestreo

Recuperar una función f ∈ V ⊂ L2(R) a partir de un conjunto de muestras
{f (xi) : i ∈ I}, donde V es un subespacio apropiado e I es un conjunto (a lo
sumo) numerable de índices.

En un RKHS: f (xi) = 〈f , kxi 〉
A. Aguilera 6



Muestreo y frames

Sea H un espacio de Hilbert separable.

Todo elemento h ∈ H se puede recuperar a partir de las "muestras"
{〈h, gi〉}i∈I si y solo si existen constantes C1,C2 > 0 tal que para todo
h ∈ H

C1‖h‖2 ≤
∑
i∈I

|〈h, gi〉|2 ≤ C2‖h‖2.

i.e., {gi }i∈I es un frame para H.

En ese caso,
h =
∑
i∈I
〈h, gi〉g̃i , h ∈ H

donde {g̃i }i∈I se llama un frame dual de {gi }i∈I
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Muestreo dinámico

Sea H espacio de Hilbert separable, T : H→ H operador lineal y acotado,
F = {fi }i∈I ⊂ H.

¿Se puede recuperar h ∈ H a partir de {〈h,T j fi〉 : i ∈ I, j ∈ K } ?

t = 0
{〈f , fi〉}i∈I

t = 1
{〈f ,Tfi〉}i∈I . . .

t = j
{〈f ,T j fi〉}i∈I

Encontrar condiciones para que {T j fi : i ∈ I, j ∈ K } sea un frame para H,
I ⊂ N0,K ⊂ N0.

Aldroubi, A., Cabrelli, C., Molter, U. and Tang, S., Dynamical sampling. Applied
and Computational Harmonic Analysis, 42(3), 378-401 (2017)4.
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Muestreo dinámico en espacios invariantes por traslaciones

Sea V ⊆ L2(R) un subespacio cerrado, T el operador de traslación por 1,
i.e., Tf (x) = f (x − 1) y L : V → V un operador lineal y acotado.

• V es invariante por traslaciones, i.e, TV ⊆ V .
• L conmuta con las traslaciones, i.e., TL = LT (T kL = LT k , k ∈ Z).

Encontrar condiciones para que {LjT kϕ : j ∈ J , k ∈ Z, ϕ ∈ Φ} sea un frame
de V , para cierto conjunto de índices J .

Caso: L normal (LL∗ = L∗L) y V es finitamente generado, es decir, existe
` ∈ N y {fi }`i=1 tal que V = span{T k fi : k ∈ Z, i = 1, ..., `}.

A. Aguilera, C. Cabrelli, D. Carbajal and V. Paternostro, Dynamical sampling for
shift-preserving operators, Appl. Comput. Harmon. Anal., 51, (2021), 258–274.
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Una generalización

Consideramos:
• H espacio de Hilbert separable.
• T , L ∈ B(H) tales que T L = LT , y T inversible.
• {wi }i∈I ⊂ H colección a lo sumo numerable de vectores.

Caracterizar las tuplas (H,T , L, {wi }i∈I) tales que el sistema

{T kLjwi : k ∈ Z, j ∈ J , i ∈ I}

forma un frame (frame de Parseval) de H.

Consideramos J = N0 ó Z.
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Similaridad

Dos tuplas (H1,T1, L1, {vi }i∈I) y (H2,T2, L2, {wi }i∈I) son similares si existe
un isomorfismo acotado C : H1 → H2 que satisface

C(vi) = wi ∀ i ∈ I, T2C = CT1 y L2C = CL1 (1)

H1
C−−−−→ H2

T1, L1

y yT2, L2

H1
C−−−−→ H2

• La relación de similaridad es una relación de equivalencia.
• La relación de similaridad preserva la propiedad de frame.
• Si C es unitario, las tuplas (H1,T1, L1, {vi }i∈I) y (H2,T2, L2, {wi }i∈I)
son unitariamente equivalentes.
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Idea

Caso J = {0}, #I = 1: Si {T kw : k ∈ Z} es un frame, su operador de
síntesis C : `2(Z) → H, Cf =

∑
k∈Z fkT kw pero como `2(Z) ∼= L2(T),

podemos escribir C : L2(T)→ H.
• ker(C)⊥ ⊆ L2(T) es invariante por U y U∗, donde Uf (z) = zf (z)⇒ ker(C)⊥ = L2(B) para algún conjunto de Borel B ⊂ T.
• UB = U |L2(B) : L2(B)→ L2(B),

Teorema
(H,T ,w) genera un frame de H si y solo si es similar a (L2(B),UB, 1B)
para algún conjunto de Borel B ⊂ T.

Christensen O., Hasannasab M., and Philipp F., Frame properties of operator
orbits, Math. Nachr. 293 (2020), 52-66.
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Nuestro caso: Supongamos que el sistema {T kLjwi : k ∈ Z, j ∈ J , i ∈ I}
es un frame. Su operador de síntesis es:

C : `2(Z× N0 × I)→ H, Cf =
∑
k,j,i

f i
kjT kLjwi

Observación: `2(Z× N0 × I) ∼= L2(T, (H2)#I) ∼= L2(T,H2
`2(I)).

Objetivo: Construir una tupla "básica" (N ,U,A, {ϕi }i∈I) tal que

(H,T , L, {wi }i∈I) es similar a (N ,U,A, {ϕi }i∈I)

con N es un subconjunto de un espacio apropiado y U, A dos operadores
actuando en N .
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Funciones con valores en un Hilbert

Sea K un espacio de Hilbert separable.

L2(T,K) :=
{

f : T→ K : f es medible y
∫
T
‖f (λ)‖2K dλ <∞}

con el producto interno

〈f , g〉 =
∫
T
〈f (λ), g(λ)〉K dλ, f , g ∈ L2(T,K).

Funciones coordenadas de f respecto a la base B = {εi }i∈I de K:
fi := 〈f (·), εi〉K ∈ L2(T)

f (λ) =
∑
i∈I
〈f (λ), εi〉Kεi =

∑
i∈I

fi(λ)εi , a.e. λ ∈ T. (2)

Si K = C, L2(T,K) = L2(T).
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El espacio de Hardy vectorial

H2
K = H2(T,K) := {f ∈ L2(T,K) : fi ∈ H2 para todo i ∈ I}

Si K = C, H2
K = H2.

Operador shift:

• U : L2(T,K)→ L2(T,K),

Uf (λ) = λf (λ), a.e. λ ∈ T, f ∈ L2(T,K),

shift bilateral en L2(T,K). U es unitario.

• S : H2
K → H2

K, U |H2
K
es el shift unilateral en H2

K. S es una isometría.
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"Levantamiento" de S y b.o.n. de L2(T,H2
`2(I))

Consideramos K = H2
`2(I) en L2(T,K) y {εi }i∈I base canónica de `2(I).

Definimos Ŝ : L2(T,H2
`2(I))→ L2(T,H2

`2(I)) por

Ŝf (λ) = S(f (λ)), a.e. λ ∈ T, f ∈ L2(T,H2
`2(I)),

donde S es el shift unilateral en H2
`2(I).

L2(T,H2
`2(I))

Ŝ−−−−→ L2(T,H2
`2(I))

evλ

y yevλ

H2
`2(I)

S−−−−→ H2
`2(I)

Propiedades:
• Ŝ y U conmutan.
• {Uk Ŝ jεi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I} es una b.o.n de L2(T,H2

`2(I)).
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Tuplas básicas en L2(T,H2
`2(I))

• N ⊆ L2(T,H2
`2(I)) invariante por U, U∗ y Ŝ∗.

• A : N → N la compresión de Ŝ a N , i.e., A = PN Ŝ |N .
• ϕi = PN εi con {εi }i∈I la base canónica de `2(I).

Proposición
La tupla (N ,U,A, {ϕi }i∈I) genera un frame de Parseval.

A. Aguilera 17



Tuplas básicas en L2(T,H2
`2(I))

• N ⊆ L2(T,H2
`2(I)) invariante por U, U∗ y Ŝ∗.
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Algunos resultados

Teorema
Una tupla (H,T , L, {wi }i∈I) genera un frame si y solo si es similar a una
única tupla básica (N ,U,PN Ŝ |N , {PN εi }i∈I).

PN Ŝ |N : N → N es la compresión de Ŝ a N .

N = ker(C)⊥ ⊆ L2(T,H2
`2(I)) es invariante por U, U∗ y Ŝ∗.

Teorema
Una tupla (H,T , L, {wi }i∈I) genera un frame de Parseval si y solo si es
unitariamente equivalente a una tupla básica.
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¡Gracias!
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