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Semigrupos implicativos

@ Nemitz,W. C.: Implicative semi-lattices, Trans. Amer. Math. Soc. 117, 128-142 (1965).

Definicién

Un semi-reticulado implicativo es una estructura (A, A\, —,1) tal que para todo a,b,c € A se
cumple:

(1) (A,A,1) es un semi-reticulado con tltimo elemento 1,
(2) ena<bsiysdlosic <a— b.

@ Chan, M. W., Shum, K. P.: Homomorphisms of Implicative Semigroups. Semigroup Forum 46, 7-15 (1993).

Definicién

Un semigrupo implicativo negativamente ordenado es una estructura (A, <,-,—) tal que para
todo a, b, c € A se cumple:

(1) (A, <) es un poset,

(2) (A,-) es un semigrupo,

(3) sia<bentoncesc-a<c-bya-c<b-c,
(4) a-b<aya-b<b,

(5) c-ra<bsiysdlosic<a— b.
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Semigrupos implicativos

Obs.
@ En un n.p.o semigrupo implicativo siempre existe el dltimo elemento.

@ Si A es un n.p.o semigrupo implicativo integral entonces

x<ysiysdlosix—>y=1

Definicién

Un semigrupo implicativo es una estructura (A, <,-,—,1) tal que para todo a,b,c € A se
cumple:

(1) (A,<,1) es un poset con dltimo elemento 1,
(2) (A,-,1) es un monoide con identidad 1,

(3) sia< bentoncesc-a<c-b,

(4) c-ra<bsiysdlosic<a— b.

Obs: n.p.o semigrupo implicativo con identidad 1 = semigrupos implicatvos.
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Semigrupos implicativos

Proposicién

Un dlgebra A = (A, -,—,1) de tipo (2,2,0) es un semigrupo implicativo si y sélo si satisface :
IS1) a-(b-c)~(a-b)-c,

IS2) a-l1=~ayl-a=a,

IS3) sia— b~ 1 entonces (c-a) = (c-b) =1,

IS4) a—1~1lyl—a=xa,

IS5) a—ax1,

1S6) (a— b) = ((c =+ a) > (c = b)) =1,
IS7T) a— (b—c)=(a-b) = c,

IS8) sia— b~ 1lyb— ar1 entonces a~ b.

(
(
(
(
(
(
(
(

ZS: cuasivariedad de los semigrupos implicativos.

Obs:

@ La clase de los semigrupos implicativos conmutativos coincide con la clase de los pocrims
(monoide parcialmente ordenado integral residuado y conmutativo).

@ Los pocrims son los {-, —, 1}-subreductos de los reticulados residuados integrales
conmutativos.
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Semigrupos implicativos

Definicién

Un Reticulado residuado es una estructura (A, A\, V, -, —,~+, 1) tal que
@ (A, A,V) es un reticulado,
@ (A,-,1) es un monoide,

Q@ x y<z <<= x<y—=z << y<x~wz

(A, A, V, -, —,~, 1) se dice integral si a < 1 para todo a € A.

Proposicién

Los semigrupos implicativos son los {-, —, 1}-subreductos de los reticuladdos residuados
integrales.

A=(A-,—1) — L= (P4(A),N,U,A) ret. distributivo
En L definimos:
@ X - Y=[{x-y,xeX,ye Y}
@ X Y={ZePyA):Z-XCY}
@ X Y=U{ZePyA): X-ZC Y}
y entonces (L,N,U, -, —,~, A) es un reticulado residuado tal que

(A, -, =, 1) < (P4(A), -, —, A).
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Semigrupos implicativos

<A» AV, =, 1)

conmutat caso general
{:, —, 1}-subreductos: ’ Semigrupos implicativos
(5==)

Congruencias: Sist. deductivos
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Sistemas deductivos y s-filtros

Un subconjunto no vacio F de A = (A, <,-,—, 1) es un sistema deductivo si

(D1) 1€ F, o (D'1) a,b € F implicaa-b € F,
(D2) a,a— b e Fimplica b € F. (D'2) a<byaecF implicabeF.
@ Dsg(X)={a€A:x1-...-x, < a, para algin xi,...,x, € X}.

@ (Ds(A),A,V,A) es un reticulado acotado donde

e FAR=FNFkK
@ FiVF, =Dsg(FlUFR)={a€A:x1-...-xp < a, para algin x1,...,x, € F1 U F}
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Sistemas deductivos y s-filtros

@ Jun,Y. B., Kim, K. H.: On ideales of Implicative Semigroups. International Journal of Mathematics and Mathematical
Sciences 27, 77-82 (2001).

Definicién

Sea A un semigrupo implicativo. Un subconjunto no vacio F de A es un s-filtro de A si cumple
(sF1) a€ Ay f € F implicaa— f €F,
(sF2) a€ Ay fi,h € F implica (L — (> — a)) > a€ F.

Obs: s-Fi(A) C Ds(A).
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Sistemas deductivos y s-filtros

Ds(A) £ sFi(A). |

Contraejemplo:
A= {0, a, b, 1} semigrupo implicativo donde

1
-\Oabl %\Oabl
0o(0 O 0O O 0 1 1 1 1 b
a|0 O 0 a a a 1 1 1
b0 a b b b a a 1 1 a
110 a b 1 1 0 a b 1

0

F = {1, b} es un sistema deductivo pero no es un s-filtro.
En efecto, 1,b € F pero

(b—>(1—0)—>0=(bhb—>0—o>0=a—>0=a¢F.
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Sistemas deductivos y s-filtros

Caracterizacion de los s-filtros:

F # 0 es s-filtro si y sélo si

(1) e 1€F,
o (f—>a)—acFparatodo f € FyacA,
e Sif € Fyf <a,entonces a€ F.

@ olcF,

a—(f—b)eFyfeFimplicaa— beF, paratodo a, b€ A.

© o F esun sistema deductivo,
a—beFimplies (b—c)—(a—c)eF

Proposicién

Sea A un semigrupo implicativo y F € s-Fi(A). Si a— b € F entonces (c-a) — (c-b) € F.
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MG.__-algebras

Sea A un semigrupo implicativo y F1, F; € s-Fi(A) entonces

sFg(FLUFR) = {a€A:x-y<a, paraalginx € Fi,y € I}

o = {a€A:x—a€cF,, paraalgin x € F}.

o SFg(Fl U F2) = Dsg(Fl @] Fg),

Proposicién

(s-Fi(A), A\, V, {1}, A) es un subreticulado distributivo de (Ds(A), A, V, {1}, A).

Obs. Si A es un semigrupo implicativo conmutativo entonces

s-Fi(A) = Ds(A).
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Congruencias relativas

Definicién

Sea Q una cuasivariedad. Una congruencia 6 sobre A se dice Q-congruencia si A/O € Q

Cong(A): conjunto de congruencias relativas sobre A.

Si A es un semigrupo implicativo y 6 € Conzs(A) entonces

es un semigrupo implicativo donde
@ a/0-b/0=(a-b)/o,
a/0 — b/0 =(a— b)/0,
a/0 <b/f siysblosi a/0 — b/0=1/0,

1/0 es el dltimo elemento y el elemento identidad.
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Congruencias relativas

Proposicién

Sea A un semigrupo implicativo y § € Conzs(A) entonces para todo a, b, c € A:
(1) 1/60 € Ds(A),
(2) a— be1/0 implica(c-a) = (c-b)el/0y(b—c)— (a—c)el/b.

Si A= {0, a, b, 1} semigrupo implicativo donde

1
-0 a b 1 - |0 a b 1
0[O0 O 0 O 0 1 1 1 1 b
a|0 O 0 a a a 1 1 1
b0 a b b b a a 1 1 a
1|10 a b 1 1 0 a b 1

0

para el sistema deductivo F = {1, b} no hay ninguna congruencia 6 tal que 1/6 = F.
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Congruencias relativas

Sea A un semigrupo implicativo,

@ si 0 es una ZS-congruencia de A entonces
1/60 € s-Fi(A).
Ademis, 01,9 = 6.
@ si F € s-Fi(A) entonces la relacién 0 C A x A dada por:
(a,b) €0 ifandonlyif a— bb—acF

es una ZS-congruencia de A tal que 1/0F = F.

Sea A un semigrupo implicativo:
@ Correspondencia Conzs(A) — s-Fi(A):

0+— 1/6; F — OF.
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