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Planteo del problema

Problema (P)

oT 8 o7 aT

p(Ma(N 5, = 5= (a(M3E) —u(T) - — AT), 0<x<s(t), t>0,
oU 8 ou au

p(V)a(U) 5o = o (kg(U)m) —v(U)5, —R(U), x>s(8), >0,

T(0,t)=T%, t>0,

T(S(t)’ t) = U(S(t), t) =Tm, t>0,

U(x,0) = U(+oo, t) = Uy, t>0,

o) 2 (5(6), )~ o (T 2L (s(0), ) = poti(s), >0,
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U< Ty < T7,
T U
Vl(T):ul\ﬁf)a V2(U):H2\5;))
T U
Fi(T) = 51£ )’ F(U) = Bzg ) )
Valores de referencia, i = 1,2
ko; : conductividad térmica po - densidad de masa
o koi . .
co; : calor especifico = : difusividad térmica.
PoCoj )
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Variable de similaridad

Transformaciones

T(x,t) — Ty - Ux,t) —Tp

f&) = 9(8)

T*_Tm . Tv _UO

Frontera Libre

s(t) = 21/ ap t
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Problema (PDO)

(L) +2f (N (F) € - wi(F)) = Bi(F) =0, o<
%2 (Li(g)e’) +2¢' (M (e) €~ 3 (e)) — Bi(e) = O

£(0) =1,

F() =g =0,

g(+00) = —

aoe Stex L3(g)(N)g' (M) — aor Ster Li(F)(M)F' (M) = 2Xao1,

| A\

Datos
o ko (T . Ter(T . T N
Li(f) = lkf,l) Ny (f)*% Nl(f):\/% Pr(f) = 7=
* k(U * u * u *
Ly(g) = &) Ny(g) = 2020 (g) = ) pr(g) = (=
Ste; = C01(T;—Tm) Stey = Coz(Trz—Uo)

(Tm—Uo)pocoz *

4p1(T)
Tm)pocor

4B2(U)




Problema equivalente

Sistema de ecuaciones integrales

() = 1+ (N - g p 1+ ().

P2(g)(€)
®2(g)(+0)

acoplado a la siguiente condicién

(&) = x2(g)(&) — (1+ x2(g)(+0))

—Ste,

$2(g)(o0) $1(F)(A)

0<g<A

£=A

L)) | gio, (7)) <—1 Dalf ) W1(f)()\)> —

v
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_ [FENE o [€ E()()
@O = [ Fipm oae)e) = 22 | a

o [\ 13(g)(z)
B0 = T Ee)e) - LE)O)

h(g)(©)’
L (F)(z
Ur()(€) = exp (2 /0 ‘288 dz),

£ ZNy z
h(e)©) =e (2 [ 2D o),

U(g)(©) = oxp (222 [*1E1EE) )

2 Jx L3(g)(2)

o [€ @D
L (N(2) b(@)(©) =0 (2221 [ Lee )
RAE@WAE) o € B(@)(@wa(e)(2)

e = [ d e = o [ e S

GEe)
(A e
N A TGTE @O ], B
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Sea A > 0 fijo.

@ Vf € F:= C°[0, )], se define:

(A = 1+ 0(AE) — oAy E+uDR),  0<E<n

@ Vg cG:={ge C°\+o0):g(N) =0, g(+00) = —1} se define:

()
Ha(&)(€) = xa()(€) ~ ot el (1 xa(g)(koc)), €2 A
@ F es un espacio de Banach dotado con la norma del méximo ||f|| = max |f(&)].

£€[0,A]
@ G es un subconjunto cerrado del espacio de Banach de las funciones continuas y
acotadas en [\, 00) con la norma del supremo.
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Problema a resolver (PI)

Hi(F)(E) =f(§), 0<E<A (1)
Ha(g)(§) = 8(£),  £=A )

1+ x2(g)(0)
$2(g)(c0)

1+ xa(f)(A)

=i NG

+ Stey £, (F)(N) ( - wl(f)()\)> —2). (3)
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Existen Lj;, >0, Ly >0y Z,- > 0 tales que
Lim < LF(h(E) < Ly, Vh € CORY) N L®(RY), VE ERY.

ILF (h1(€)) — L] (h2(€))] < Lillby — hall, Vhi, by € CO(R) NL°(RY) V€ € RY.

Existen N, >0, Njyy >0y Ni > 0 tales que
Nim < N7 (h(€)) < Ning,  Vh € CORE) NL®(RY), € € RY.

[N (h(€)) — N7 (h2(E))| < Nillby — hall, Vhy, hp € CO(RS) N L(RY), € € RY.

Existen pj, > 0, pjpy > 0y i; > 0 tales que
Him < pi(h(€)) < pim, vh € COR) N L®°(RY), € € RY.

lf (h1(€)) — pf (ha(€))| < By by — hall, Vhi, hp € CORY) N L (RY), £ € RS-

Existen 81, >0, By >0y B1 > 0 tales que

Bim < By (h(€)) < Bim,  Vh € CORY) NLZ(R)), € €RY.

—_—— —— ——

185 (h1(€)) — B (h2(€))] < By by — hall, Vhi, hy € CORS) NLZ(RY), € € RS-

Existen R > P con P = % y ,52(5) < exp(—R §2), VEe ]Rar. tales que
02k2m
B3 (h(&) < exp(—R &%),  Vhe CORY) NL®(RY), € € BY.

185 (h1(€)) — B (ha(€))| < Ba(€) Iy — hll, Vhy, by € CORY) N L°(Ry), € € RY.



Lema

Para todo £ € [0, )], f € F = C°[0, \], se tienen las siguientes desigualdades:

2@ exp(2M§)

exp (—%":52) = :::((Nﬁﬂme)) S E(f)(E) < 7@@(@"&2) < exp (2%5) )
M

— Hmlim Nim Liv pam Liy pam
Lim eXp( L N1m> |:erf( Lm &~V Nam L ) )TN Nim Lim

Limy/Nim

®1(F)(8) <
= (2 11¢)

- 2p1m ?

%(f)(f)a@%erf( ng)_LW oxp ()

Bimbim (1 - (_2;%45)) < wi(F)(€) < BimE exp (%&2) :

2p1m

xa(F)(€) < exp (e + Jung?) S,

(E) 2 it [ Bt (/B ) - goup (~2antitia? )]

= 2ummlim Nim

v
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Para cada £ € [\, +0], g € G, tenemos

exp @mm(g _ /\2)) < E(g)(€) < exp (0‘01 [2M2M<5—A)L;Iﬂvzm(ez—v)]) ’

& Lo
260 < F /2t ow (2 (aee)) [o (Vo (6 520))
e lEE O 5]
d,(g)(€) > @ Z—g;ké—’; exp (zg; ’Xz"”)\z) [erf( 2—32%5) = erf< %%A)} 9

xa(g)(€) < zggﬁ(exp( (R = P)X?) = exp(~(R = P)¢%))

wa(g)(€) < YE PP erte(/R— P),

. ooy (_Ham B3 4
= P\ ap; \ Gulam + NomLom : ( )

v
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Lema

Sea A\ >0, para cada £ € [0,\] y fi, b € C°[0, )] se tiene:
[U1(R)(€) — Li(R)()] < Du(N)|[A — £,
[h(f)(§) — k(R)(E)] < DN — £,
|EL(A)(€) — E:(R)(&)] < Dis(N) Iy — £,
|®1(£)(£) — 2(R)(€)] < A Dra(A)[|f — £oll,
lwi(fi)(§) — wa(R)(&)] < Dis(A)[[A — £l|,

[x1(A)(€) — xa(R)(€)] < A DN — £l

( ) exp(LliMAZ) - .
Dii(N) = L /\ MlMLl + L1mu1) D1a(X) = ‘L;miﬂ (N1ML1 + leNl) ,
Di3(A) = exp ( T AZ) Dy (A) +exp (2240) Dia(n),  Dua(A) = (L1 exp (ML) + L1y Di3(M),
Dis(A) = A exp (M/\ ) (,81 + Bim exp( T AZ) D13(>\)) ,
SHIM

L
Dis(A) = 7’”,\&5(/\) + EW Mexp (T i 52) <D13(>\) + L exp (2%0) )



Lema

Dado A > 0, para cada & € [\, +0] y g1,8 € Cb(N) se tiene

|E2(g1)(&) — E2(g2)(8)] < Dar(§, M)lgr — &2l

|P2(g1)(§) — P2(g2) ()| < Da2(N)llg1 — g2,
[wa(g1)(§) — wa(g2)(§)| < Ds(N)llgr — g2l

Ix2(81)(€) — x2(&2)(€)| < Das(N)llgr — &2,

Dr1(€,\) =

Dxo(X) = cexp (

D) = A3 [ 2 +

O‘02

201 23 — A) + (€2 = A2)] exp (2m [“2—(5 —2) - NZ—M@

Lom

SUEm) a0 1+ T8 ¢ b [Vl 4 208%) + 2va(M + 8)] ]

prf e (b (50 5)))
3/2 72 22 T2 20 \ 42 T 2 ’

_ T 3 Lam agr A2
D2s(A) = 575=p D22(XN) + Da3(X) >~ aoz Mow P | w05 T Mom )
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Lema

El operador H, : F — F satisface ¥V fi,f» € F, la siguiente desigualdad
[H1(h) — Ha(R)I] < NI — £,

donde
£1(\) = 2ADis(N) + D*(\) (1 + DT(A))

con D*(\) = 2Lyy exp (gfgv) Dua()), DT(\) = exp (iﬂﬁx + ’X;—gv) Nb - Ademds,
&1 verifica

£(0) = ﬂ;%—Mfl £1(400) = +oo, E(\) >0, VA>o0.

Teorema

Asumiendo (A): ﬂzgi"”“ < 1 existe un dnico \ = (1) tal que para cada 0 < A < \i,
el operador H1 tiene un tnico punto fijo f\ € F.
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|

Esquema de la demostracién del Lema

S1(A)(E) _ 21(R)(E)

®1(R)(N) ‘D1(f2)(>\)‘

[H1(f)(€) = Ha(R)(E)] < xa(f)(€) —xa(R)(E)] +

1(A)E) @1(£)(E)
+hatB)O g — eI S,
Se tiene
P1(A)E) ‘1’1(1’2)(5)‘ < |21(A)(€)=%1(5) (5)’ + 4’1("2)(5)‘ °1(f1)(k)—°1(f2)(k)‘
P (AN ¢i(R)N) | — ®1(A)(N) ®1(R)(N) ®1(A)(N)
< 2| ABRUEIA | < D*(N)[If — £
y
d1(fi Py (1 1(f
(i) g S () TR S < | v a)6) — a(m)©)

+Hra(B)(O) | o - 2| < (o) + DIND* W) lif - all

Aplicando los lemas anteriores se obtiene la tesis.
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Lema
El operador H, : G — G satisface V g1, g € G, la siguiente desigualdad

[[H2(g1) — Ha(g2)l| < E2(N)lgr — &l

4D (N)

1102 2L2m(R P) ) \/ﬂ Loy erfe ( o1 Nom A)

donde £(\) = 2Da(\) + (1 +ou

g2 NZM an Lom
Ademas, £ es una funcién creciente en \.

Teorema

| A\

4D (0 :
Supongamos que (B): 2D24(0) + (.182 TP R sLarp 1) \/% < 1 entonces existe
_ _ vE agz Noy
un dnico X» = £, '(1) tal que para cada 0 < \ < X, el operador H, tiene un tnico

punto fijo gx € G.

Teorema

Sea A = min (A1, X2). Bajo las hipdtesis (A) y (B), para cada 0 < A < X, el par (fx, gx)
satisface las ecuaciones (1) y (2).
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La ecuacién (3) es equivalente a:

W(A) = 22X, 0< A<,

2(gx) (00 d1(FA)(N)

Para cada X € (0,)) tenemos Wh(\) < W(X) < Wi()\), donde Wy y W) son funciones
continuas dadas por

donde W(X) = W(fy, g1, A) = —Stez L22E8)0) . stes £1(7)(N) (255 — wa(h)() -

2
2y g AN YA
lewr 22 exp( 1Y L+ 1M )

PN 2u3 A 1 1
Wi(A) = ZStep m\nfm exp( i ) m v Z . A>0,
in m erf(,/ L17M>\>
1m
Q1 A 2
14+ -0L exp(—(R—P)A2)
Wa(A) = —Stey LQUZ 2L2m(R—A"I>) —
/7 [20 Dom exp(am 2 )\z) e (/201 Do
a2 Moy 02 Lom a2 bom

2
Bimlim [v= [Tim Nim 2p ANy

Lim~/Nim (1 A RYE = PN Y

1m 1’"( F2pmlin | 2 ¢ Lim P Lim

2
rimhim Mim Ly ) [Lim k1M
/L ex| erf TR A= ] s S —+erf Tkl S L
W P( 2 N Lim Nim Lim Nim Lim

+Stej exp (— IZ}—M /\2)

m

ek ers (03)]

que satisfacen Wi(0) = W (0) =




Teorema

Si se verifican las hipctesis (A),(B) y ademds Wi(\) < 2X entonces existe solucion Xa
la ecuacion (3).

N
| A\

Observacién

La condicién Wi(X\) < 2X equivale a

Coz(Tm — Uo)W(X)
X b

+€1M>\ o <2H1M>\+N1M>\ )

(C): >

1im

[Ny
erf( m)x)

donde w()\) = L\lﬂ\/\/"’l” (%M*)
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Teorema

Bajo las hipétesis (A),(B) y (C) existe al menos una solucién (fs, gx, X) al problema (P)
dado por (1)-(3).

| N\

Teorema

Existe solucién al problema de Stefan a dos fases dado por

T(X,f)Z(T*—Tm)f;( 0<x<s(t), t>0

W) + T

U(x,t) = (Tm — Uo)gs (ﬁ) + T, x>s(t), t>0

donde la frontera libre es s(t) = 2\\/aoit siendo ( fs, &5, \) solucién al problema (PI)
dado por (1)-(3).
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Casos particulares

Coeficientes constantes SIN presencia de fuentes de calor [Tu2018]

Datos:
p(T)=po, a(T)=cn, k(T)=kn, w(T)= 220,
p(U)=po, @) =ce, k(U)=ks, w(U)="2%2/00

Fi(T)=F(U)=0
Solucién:

erf(A — Pe) — erf(§ — Pe)

f = <EL

©) erf(A — Pe) + erf(Pe) ’ 0s&sA

erf ( (A — Pe)) —erf ( P (e Pe))

g(§) = : > A

erfc ( (A - Pe))
exp (— 52 (A — Pe)? —(\ = Pe)?
_Step [ 22 ( 2 ) LSt PO P NN
Q01 orfc ( Qo () Pe)) erf (A — Pe) + erf(Pe)
@02
UMA 2022 2022 22/26

Bollati-Briozzo



Coeficientes constantes con fuentes exponenciales [BrNa2007]

Datos:

™ _T, 2 Tm— U 2
F(T)(x, 8) = =mlondl exp (<22 ) | Rp(U)(x, ) = UTm=tp)endz e (— 22

Solucién:
F€) =1+ 35 {exp(Pe?) [erf(€ — Pe) + erf(Pe)] — erf(€) }

_ erf(§¢ — Pe) + erf(Pe)
)

NG
T T (1 + %= {exp(Pe2) [erf(A — Pe) + erf(Pe)] — erf(A)}) 0<£< A,

g€) =7 [ef( G Pe)) —erf? ( SR (x - Pe))|
=7 effi (\/%()\ — Pe)) [erf( Z—g;({ — Pe)) - erf( Z—g;(k — Pe))]

7erf( (€ Pe)) _erf(v g A Pe)) (1+ %erfcz( SL(x - Pe))) £€> X,

erfc (1 / %(’\ — Pe))

- (@Pex — A2) 1+ % {exp(Pez) [erf(A — Pe) + erf(Pe)] — erf(A)} 1 — exp(—2Pe))
] ex el — —
v VT exp(Pe?) (erf(A — Pe) + erf(Pe)) 2Pe

7
(1+ T erfc? ( /S (x - Pe)))

o g\/%exp (Z—g; \ = Pe)2) erfc ( %()‘ - Pe))




Conclusiones

@ Se planted un problema (P) de Stefan a dos fases no cldsico con coeficientes
térmicos dependientes de la temperatura

@ Se transformd el problema de Stefan en un problema diferencial ordinario
(PDO)

@ Se estudié un problema equivalente (Pl) dado por dos ecuaciones integrales
acopladas a una condicién extra para el coeficiente de la frontera libre, esto

es (1)-(3).
@ Se demostré existencia de solucién al problema (PI).

@ Se estudiaron algunos casos particulares.

Bollati-Briozzo UMA 2022 2022 24 /26



Bibliografia

@ J. Bollati, A. C. Briozzo, Stefan problems for the diffusion-convection equation
with temperature-dependent thermal coefficients, International Journal of
Non-Linear Mechanics 134 (2021) 103732.

@ A. C. Briozzo, M. F. Natale, D. A. Tarzia, Explicit solutions for a two- phase
unidimensional Lame-Clapeyron-Stefan problem with source terms in both phases,
J. Math. Anal. Appl. 329 (2007) 145-162.

@ A. Kumar, R. Rajeev, A Stefan problem with moving phase change material,
variable thermal conductivity and periodic boundary condition, Applied
Mathematics and Computation 386 (2020) 125490.

@ A. Singh, A. Kumar, R. Rajeev, A Stefan problem with variable thermal
coefficients and moving phase change material, Journal of King Saud University -
Science 31 (2019) 1064-1069.

@ M. Turkyilmazoglu, Stefan problems for moving phase change materials and
multiple solutions, International Journal of Thermal Sciences 126 (2018) 67-73.

Bollati-Briozzo UMA 2022 2022 25/26



Muchas gracias por su atencion.
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