
Estudio de existencia y unicidad de solución
de un problema de tipo Lotka-Volterra
fraccionario con efecto Allee y cosecha

Melani Barrios, Daiana Bravo, Gabriela Reyero

UMA 2022

§ Universidad Nacional de Rosario, Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieŕıa y Agrimensura
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Objetivos

Estudiar un modelo depredador-presa de orden fraccionario que
incorpora un efecto Allee en el crecimiento de las presas y tiene en
cuenta una cosecha de depredadores.

• Demostrar la existencia y unicidad de soluciones.

• Probar la invarianza no negativa de las soluciones.

• Ejemplificar mediante la utilización de un método numérico
fraccionario.
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fraccionario.

[1] [2] [5]



Objetivos

Estudiar un modelo depredador-presa de orden fraccionario que
incorpora un efecto Allee en el crecimiento de las presas y tiene en
cuenta una cosecha de depredadores.

• Demostrar la existencia y unicidad de soluciones.

• Probar la invarianza no negativa de las soluciones.

• Ejemplificar mediante la utilización de un método numérico
fraccionario.

[1] [2] [5]
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Cálculo Fraccionario

Definición: El operador integral fraccionario de Riemann-Liouville
de orden α ∈ R+, está definido por:

aI
α
t [x ] =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1x(s) ds.

Definición: El operador diferencial fraccionario de Caputo de orden
α ∈ R+, está definido por:

C
a D

α
t [x ] = aI

n−α
t ◦ dn

dtn
[x ]

donde n = ⌈α⌉.

[3] (Diethelm, 2010) [4]
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Modelo fraccionario


C
0 D

α
t [x ] = rx(t)

(
1− x(t)

K

)
(x(t)−m)− bx(t)y(t),

C
0 D

α
t [y ] = cx(t)y(t)− dy(t)− ey(t),
x(0) = x0,
y(0) = y0,

r : tasa de crecimiento intŕınseco.

K : capacidad de carga.

m: umbral del efecto Allee.

b: suceptibilidad de las presas a ser capturadas.

c: capacidad de depredación de los depredadores.

d : tasa de mortalidad de los depredadores.

e: cosecha de los depredadores.
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Existencia y unicidad

Teorema:
Consideremos {

C
0 D

α
t [u] = f (t, u(t)),

u(0) = (x0, y0),
(1)

con 0 < α ≤ 1 y x0, y0 ∈ R.
Sea H > 0, h∗ > 0, definamos G := [0, h∗]× Ω con
Ω = [x0 − H, x0 + H]× [y0 − H, y0 + H].

Si f : G → R2 es continua y satisface una condición de Lipschitz
con respecto a su segunda variable, existe h > 0 y una única
función u ∈ C [0, h] que resuelve el problema de valores iniciales
fraccionario (PVIF (1)).

[3] (Diethelm, 2010)



Sea f : G → R2 tal que f (t, u) = (f1(t, u), f2(t, u)) con
f1(t, u) = rx

(
1− x

K

)
(x −m)− bxy y f2(t, u) = cxy − dy − ey .

• f es continua en G .

• f satisface la condición de Lipschitz, en efecto:
sean u = (x , y), ū = (x̄ , ȳ) ∈ Ω

||f (t, u)− f (t, ū)|| = |f1(t, u)− f1(t, ū)|+ |f2(t, u)− f2(t, ū)|
≤ L||u − ū||

donde
L = max{r2H + rm + 3H2 r

K + 2H r
Km + bH + cH, bH + cH + d + e}.

Existe una única solución u ∈ C [0, h] del sistema
con condición inicial u0 = (x0, y0)



Sea f : G → R2 tal que f (t, u) = (f1(t, u), f2(t, u)) con
f1(t, u) = rx

(
1− x

K

)
(x −m)− bxy y f2(t, u) = cxy − dy − ey .

• f es continua en G .
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Invarianza no negativa

Teorema:
La solución del modelo planteado permanece en R2

+, ∀t ≥ 0.

D/

Corolario: Sea f (t) ∈ AC [0,T ], T > 0 y C
0 D

α
t [f ] ∈ C(0,T ] para

0 < α ≤ 1.

• Si C
0 D

α
t [f ] ≥ 0 ( C

0 D
α
t [f ] > 0),∀t ∈ (0,T ), entonces f (t) es no

decreciente (creciente) para todo t ∈ [0,T ].

• Si C
0 D

α
t [f ] ≤ 0 ( C

0 D
α
t [f ] < 0),∀t ∈ (0,T ), entonces f (t) es no

creciente (decreciente) para todo t ∈ [0,T ].
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Sea (x0, y0) ∈ R2
+.

Caso x0 = 0, y0 > 0.

C
0 D

α
0+ [x ] = 0,

C
0 D

α
0+ [y ] = (−d − e)y0 < 0.

Esto implica que x(t) = 0∀t ∈ [0,T ] e y(t) decrece asintóticamente a cero,
pudiendo ser cero a partir de un valor, pero nunca negativa.

Caso x0 > 0, y0 = 0.

C
0 D

α
0+ [x ] = rx0

(
1− x0

K

)
(x0 −m),

C
0 D

α
0+ [y ] = 0.

Esto implica que y(t) = 0∀t ∈ [0,T ] y x(t) depende del valor de x0.

Caso x0 = 0, y0 = 0. El sistema no evoluciona.

Caso x0 > 0, y0 > 0. Se analiza similar al primer caso.

x(t) ≥ 0, y(t) ≥ 0∀t ∈ [0,T ].
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Ejemplo

Consideremos el siguiente problema:{
C
0 D

α
t [x ] = 0.5x(t)

(
1− x(t)

3

)
(x(t)− 0.5)− 0.7x(t)y(t),

C
0 D

α
t [y ] = 0.35x(t)y(t)− 0.35y(t)− ey(t).

Puntos de equilibrio:
P1(0, 0), P2(K , 0), P3(m, 0), P4

(
d+e
c , r

b

(
1− d+e

cK

) (
d+e
c −m

))
Utilizamos el método de Adams fraccionario para las siguientes
gráficas.

[6] (Li y Zeng, 2015)
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gráficas.

[6] (Li y Zeng, 2015)



Ejemplo

Consideremos el siguiente problema:{
C
0 D

α
t [x ] = 0.5x(t)

(
1− x(t)

3

)
(x(t)− 0.5)− 0.7x(t)y(t),

C
0 D

α
t [y ] = 0.35x(t)y(t)− 0.35y(t)− ey(t).

Puntos de equilibrio:
P1(0, 0), P2(3, 0), P3(0.5, 0), P4

(
0.35+e
0.35

, 0.5
0.7

(
1− 0.35+e

1.05

) (
0.35+e
0.35

− 0.5
))

Utilizamos el método de Adams fraccionario para las siguientes
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Soluciones con e = 0.1 para α = 0.6, α = 0.9 y α = 1.
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Soluciones con e = 0.2625 para α = 0.9 y α = 1.
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Soluciones con e = 0.5 para α = 0.9.
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Conclusiones

• Consideramos un modelo depredador-presa de orden
fraccionario que incorpora un efecto Allee en el crecimiento de
la presa y tiene en cuenta una cosecha de depredadores.

• Pudimos demostrar existencia y unicidad de soluciones.

• Logramos demostrar la no negatividad de las soluciones,
necesaria para este tipo de problemas que modelan
crecimiento poblacional.

• Las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario son, al
menos, tan estables como las de orden entero.
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