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Problema

Descripcién del problema

Nuestro objetivo es obtener soluciones periddicas del problema no lineal,
u" = VF(t,u)+ e(t)p
u(0)—u(T)=0 (PNL)
u(0)—d(T)=0
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Descripcién del problema

Nuestro objetivo es obtener soluciones periddicas del problema no lineal,
u" = VF(t,u)+ e(t)p
u(0)—u(T)=0 (PNL)
u(0)—d(T)=0

siendo

@ 4 una medida de Borel.
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Problema

Descripcién del problema

Nuestro objetivo es obtener soluciones periddicas del problema no lineal,
u" = VF(t,u)+ e(t)p
u(0)—u(T)=0 (PNL)
u(0)—d(T)=0

siendo

@ 4 una medida de Borel.
e F:[0,T] x R" — R tal que
(C) Fy VF son funciones medibles Borel en t € [0, T] Vx € R", y son

continuas con respecto x € R” para A-c.t.p. t € [0, T| (donde A
representa la medida de Lebesgue).
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Problema

Descripcién del problema

Nuestro objetivo es obtener soluciones periddicas del problema no lineal,
u" = VF(t,u)+ e(t)p
u(0)—u(T)=0 (PNL)
u(0)—d(T)=0

siendo

@ 4 una medida de Borel.
e F:[0,T] x R" — R tal que
(C) Fy VF son funciones medibles Borel en t € [0, T] Vx € R", y son
continuas con respecto x € R” para A-c.t.p. t € [0, T| (donde A
representa la medida de Lebesgue).
(A) |F(t,x)| +|VF(t,x)| < a(x)b(t), donde ae C (R",[0,+0)) y
0 < be L}(A).
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Problema

Descripcién del problema

Nuestro objetivo es obtener soluciones periddicas del problema no lineal,
u" = VF(t,u)+ e(t)p
u(0)—u(T)=0 (PNL)
u(0)—d(T)=0

siendo

@ 4 una medida de Borel.
e F:[0,T] x R" — R tal que

(C) Fy VF son funciones medibles Borel en t € [0, T] Vx € R", y son
continuas con respecto x € R” para A-c.t.p. t € [0, T| (donde A
representa la medida de Lebesgue).

(A) |F(t,x)] + |VF(t,x)| < a(x)b(t), donde ae C (R",[0,+)) y
0 < be L}(A).

(P) F(t,x) = F(t,x + P;é&) donde & son los vectores candnicos de R" y
PieRparai=1---n.
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Problema

Descripcién del problema

Nuestro objetivo es obtener soluciones periddicas del problema no lineal,
u" = VF(t,u)+ e(t)p
u(0)—u(T)=0 (PNL)
u(0)—d(T)=0

siendo

@ 4 una medida de Borel.
e F:[0,T] x R" — R tal que
(C) Fy VF son funciones medibles Borel en t € [0, T] Vx € R", y son
continuas con respecto x € R” para A-c.t.p. t € [0, T| (donde A
representa la medida de Lebesgue).
(A) |F(t,x)] + |VF(t,x)| < a(x)b(t), donde ae C (R",[0,+)) y
0 < be L}(A).
(P) F(t,x) = F(t,x + P;é&) donde & son los vectores candnicos de R" y
PieRparai=1---n.

o e:[0, T] — R" en L1(|]) tal que/ e(t) du =0,

)
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Problema

iComo y dénde?

Veremos que las soluciones débiles de (PNL) son puntos criticos de la
integral de accién

velu) = /OT [IU’(;)I2 +F(t, u(t))] dt+/[0)T) e(t) - u(t)dp
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Veremos que las soluciones débiles de (PNL) son puntos criticos de la
integral de accién

velu) = /OT [IU’(;)I2 +F(t, u(t))] dt+/[0)T) e(t) - u(t)dp

Las soluciones pertenecen al espacio de Sobolev H3-([0, T],R").
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Problema

iComo y dénde?

Veremos que las soluciones débiles de (PNL) son puntos criticos de la
integral de accién

velu) = /OT [IU’(;)I2 +F(t, u(t))] dt+/[0)T) e(t) - u(t)dp

Las soluciones pertenecen al espacio de Sobolev H3-([0, T],R").
Diremos que u € HX([0, T],R") si |ul;2 < o0 y existe v € L2([0, T]) tal
que Vf € C}([0, T]) vale que

T T
/Ou(t)~f(t)dt:—/0 v(t) - F(t)dt

ysedenotaav =1
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Problema

iComo y dénde?

Veremos que las soluciones débiles de (PNL) son puntos criticos de la
integral de accién

¢4@_ATPM?V+F@mwﬂm+Awfuywo@

Las soluciones pertenecen al espacio de Sobolev H3-([0, T],R").
Diremos que u € HX([0, T],R") si |ul;2 < o0 y existe v € L2([0, T]) tal
que Vf € C}([0, T]) vale que

T T
/lmyﬂmm:—/‘mofmm
0 0
y se denota a v = u’. H:-([0, T],R") es un espacio de Hilbert, y la norma

que consideraremos es

lullpy = Tulle + o]
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Problema

Soluciones débiles

Entendemos a las soluciones en el sentido de las distribuciones, es decir
que Vi) € H3-([0, T],R") la derivada débil de u cumple con la siguiente
igualdad.

T T
/0 u'(t) - (t) dt:—/o VF(t,u)-¥(t) dt/[o,T) e(t) - ¥(t) du.

A este tipo de soluciones las Ilamaremos soluciones débiles.
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Problema

En este trabajo

@ Vamos a usar el método directo para asegurar la existencia de
soluciones minimizantes acotadas.
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@ Vamos a usar el método directo para asegurar la existencia de
soluciones minimizantes acotadas.

@ A partir de una solucién usaremos el Teorema del Paso de la
Montafia para obtener otra solucién.
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Problema

En este trabajo

@ Vamos a usar el método directo para asegurar la existencia de
soluciones minimizantes acotadas.

@ A partir de una solucién usaremos el Teorema del Paso de la
Montafia para obtener otra solucién.

Un antecedente de este abordaje es
@ Jean Mawhim y Michel Willem.

Critical Point Theory and Hamiltonian Systems
Springer-Verlag
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Resultados

El funcional ¢,

Demostramos que el funcional

TR |
%(u)_/o [ ; +F(t,u(t))] dt+/[0’T)e(t) u(t) dp

e C([0, T],R™).
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Resultados

El funcional ¢,

Demostramos que el funcional

TR |
%(u)_/o [ ; +F(t,u(t))] dt+/[0’T)e(t) u(t) dp

es
e C([0, T],R™).
@ Su derivada Frechet es

.
{ol(u), vy = /0 [v -V + VF(t,u)-v(t)] dt+/ e(t)-v(t) du.

[0,7)

Vv e HL([0T],R")
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Resultados

El funcional ¢,

Demostramos que el funcional

TR |
@e(u)—/o [ ; +F(t,u(t))] dt+/[0’T)e(t) u(t) dp

e C([0, T],R™).

@ Su derivada Frechet es

T
{ol(u), vy = / [v -V + VF(t,u)-v(t)] dt+/ e(t)-v(t) du.
0 [0,7)
Vv e H-([0T],R")
@ we(u+ Pié) = pe(u) para i =1---ny donde & son los vectores
candnicos de R".
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Resultados

Problema Lineal

Demostramos que el problema lineal

tiene una solucién débil u tal que
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Resultados

Problema Lineal

Demostramos que el problema lineal
v =e(t)u
u(0) —u(T) =0 (L)
d(0)—u(T)=0

tiene una solucién débil u tal que

e Existe ' € BV([0, T]) y continua a izquierda tal que v’ = 0/ en
c.t.p. te [0, T].

Septiembre de 2022 —Sierra, Acinas y Mazzone Soluciones periédicas de un sistema no Lineal y con Medidas”



Resultados

Problema Lineal

Demostramos que el problema lineal

v =e(t)u
u(0) —u(T) =0 (L)
v (0)—u(T)=0

tiene una solucién débil u tal que
e Existe ' € BV([0, T]) y continua a izquierda tal que v’ = 0/ en
c.t.p. te [0, T].
o La medida de Lebesgue-Stieltjes 1, dada por v’ es igual a la medida
.
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Resultados

Problema Lineal

Demostramos que el problema lineal

v =e(t)u
u(0) —u(T) =0 (L)
d(0)—u(T)=0

tiene una solucién débil u tal que

e Existe ' € BV([0, T]) y continua a izquierda tal que v’ = 0/ en

c.t.p. te [0, T].
o La medida de Lebesgue-Stieltjes 1, dada por v’ es igual a la medida
.

@ Una expresién para la solucién del problema es

() =)+ [ ' [ /. e(r)du(r)] s+ [ [ /. e<r>du<r>] ds.
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Resultados

Herramientas importantes

Lema Importante

Sea u, € HX([0, T],R") acotada, ¢ : H-([0, T],R") — R de clase

CY(H,R) y tal que I|’mOO ¢.(un) = 0 en la topologia de la norma,
n—

entonces existe una subsucesion u,, convergente en H([0, T],R").
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Resultados

Resultado principal

Teorema

Sea p una medida de Borel con signo donde 11([0, T)) = 0.
F:[0,T] x R" - R cumple con (C), (A) y (P). Ademas e : [0, T] x R"
en L(|u|). Entonces el problema

u” = VF(t,u) + e(t)p
u(0) —u(T)=0 (PNL)
u(0)—u(T)=0

tiene una solucién que minimiza el funcional

we(u) = /OT [W;)F + F(t, u(t))] dt + /[O,T) e(t) - u(t)du
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Resultados

Esquema de la prueba siguiendo [M-W]

Sea E(t) la solucién que obtuvimos en el problema lineal (L), podemos
suponer que la solucién al problema no lineal (PNL) es de la forma

u(t) = v(t) + E(t)

donde v(t) resuelve el problema no lineal sin medidas

V' = VE(t,v(t) + (1)
()~ (T) -

) +
T) o
v/(0) = v(T) =
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Resultados

Esquema de la prueba siguiendo [M-W]

Si llamamos Fg(t,x) = F(t,x + E(t)), usando el Teorema 1.6 de [M-W],
existe al menos una solucién v € H1([0, T],R") que minimiza

T v/ 2
d(v) = /o # + Fe(t, v(t))dt.
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Resultados

Esquema de la prueba siguiendo [M-W]

Si llamamos Fg(t,x) = F(t,x + E(t)), usando el Teorema 1.6 de [M-W],
existe al menos una solucién v € H1([0, T],R") que minimiza

T v/ 2
d(v) = /0 # + Fe(t, v(t))dt.

Entonces u = v + E es una solucién del problema (PNL) y minimiza el
siguiente funcional

o(u—E) = /OT w + Fe(t, u(t) — E(t))dt

E"(t)]?
2

T u 2
d)(u—E):/O M—u’(t)~E’(t)+

5 + F(t,u(t))dt
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Resultados

Esquema de la prueba siguiendo [M-W]

Como E es solucién débil del problema lineal (L), es decir

.
—/ u'(t) - E'(t) dt:/ e(t)-u(t) du,
0 [0,7)

entonces la integral de accién nos queda

S(u—E) = /OT |u/(2t)‘2 + F(t,u(t))dt +/ e(t) - u(t)du + —HE;”EQ.

[0,7)

Luego, si u — E es un minimo de ® entonces u lo es de

_ [Tl ®P .
e(U) —/0 > +F(t,u(t))dt+/[07T) e(t) - u(t)du
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Resultados

Paso de la Montana

Si llamamos ugp al minimo del funcional ¢, que obtuvimos en el (PNL),
vamos a ver que existe un punto critico geométricamente distinto al que
ya obtuvimos.

@ Si up no es un minimo aislado, es decir existen minimos tan cerca de

él como queramos. Por lo tanto tenemos infinitas soluciones de
(PNL).
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Resultados

Paso de la Montana

Si llamamos ugp al minimo del funcional ¢, que obtuvimos en el (PNL),
vamos a ver que existe un punto critico geométricamente distinto al que
ya obtuvimos.

@ Si up no es un minimo aislado, es decir existen minimos tan cerca de
él como queramos. Por lo tanto tenemos infinitas soluciones de
(PNL).

@ Si up es un minimo aislado entonces 3r > 0 tal que @e(Up) < @e(U)
para todo ug # u € B(ug, r).

Septiembre de 2022 —Sierra, Acinas y Mazzone Soluciones periédicas de un sistema no Lineal y con Medidas”



Resultados

Paso de la Montana

Si llamamos ugp al minimo del funcional ¢, que obtuvimos en el (PNL),
vamos a ver que existe un punto critico geométricamente distinto al que
ya obtuvimos.

@ Si up no es un minimo aislado, es decir existen minimos tan cerca de
él como queramos. Por lo tanto tenemos infinitas soluciones de
(PNL).

@ Si up es un minimo aislado entonces 3r > 0 tal que @e(Up) < @e(U)
para todo ug # u € B(ug, r).

Mostramos que
Ademds como p.(u + Pié&) = po(u) para i =1---n entonces para k
suficientemente grande tomamos u; = ug + kP;é;, tal que vy ¢ B(ug, r) y

pe(u1) = pe(uo) < aBI(nqu) pe(u)
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Resultados

Paso de la Montana

Aplicando el Teorema del paso de la Montaiia existe una sucesién uy en
HL([0, T],R") tal que

aeM ( se[0,1]

lim @e(ux) = c = inf { max goe(a(s))}y lim ¢, (ug) = 0.
k—00 k—o0

donde M = {a e C([0,1]) : «(0) = up, (1) = tn}.
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Resultados

Paso de la Montana

Aplicando el Teorema del paso de la Montaiia existe una sucesién uy en
HL([0, T],R") tal que

_ b , / _
Jim pe(ue) = ¢ = ;gjﬂ{sggﬁ]we(a(s»}y Jim @ (ux) = 0.

donde M = {a e C([0,1]) : «(0) = up, (1) = tn}.

Mostramos que  inf <c.
q 2Bim.r) {‘Pe}
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Resultados

Paso de la Montana

Aplicando el Teorema del paso de la Montaiia existe una sucesién uy en
HL([0, T],R") tal que

_ b , / _
Jim pe(ue) = ¢ = ;gjﬂ{sggﬁ]we(a(s»}y Jim @ (ux) = 0.

donde M = {a e C([0,1]) : «(0) = up, (1) = tn}.

Mostramos que inf <c.
q 2Bim.r) {‘Pe}

Si llamamos vy = 7/ uy (t)dt entonces obtenemos otra sucesién
0

Vi(t) = ug(t) — Z P; [‘ﬂ é
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Resultados

Paso de la Montana

Luego probamos que yi estd acotada en H1([0, T],R") y por el Lema
importante existe una subsucesién yj_ que converge a y en
HL([0, T],R™), por lo tanto

pe(y)=c y ¢u(y)=0
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Resultados

Paso de la Montana

Luego probamos que yi estd acotada en H1([0, T],R") y por el Lema
importante existe una subsucesién yj_ que converge a y en
HL([0, T],R™), por lo tanto

pe(y)=c y ¢u(y)=0

Ademas pe(y) =c > (9Bll(nf ){goe} > pe(Up). Es decir y es
up,r

geométricamente distinta a wp.
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Comentarios

Comentarios finales

Para el problema no lineal con medidas

u" =VF(t,u)+e(t)u
u(0)—u(T)=0 (PNL)
v(0)—d(T)=0
obtuvimos dos soluciones en el sentido de las distribuciones,
geométricamente distintas.
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Comentarios

Comentarios finales

Para el problema no lineal con medidas
u" =VF(t,u)+e(t)u
u(0)—u(T)=0 (PNL)
v(0)—d(T)=0
obtuvimos dos soluciones en el sentido de las distribuciones,
geométricamente distintas.

@ Que minimiza el funcional .
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Comentarios

Comentarios finales

Para el problema no lineal con medidas
u" =VF(t,u)+e(t)u
u(0)—u(T)=0 (PNL)
v(0)—d(T)=0
obtuvimos dos soluciones en el sentido de las distribuciones,
geométricamente distintas.
@ Que minimiza el funcional .

o Otra, por el Teorema del Paso de la Montafia, que es un punto
critico del funcional ¢,
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Problema impulsivo

Problema impulsivo

Seaty=0<t; <tp<---<tp,<tpy; = T y consideramos el problema
con impulsos.

u” = sen(u(t))

Auvf=u'(t]) —u'(t]) =djeR" paraj=1---p
u(0)—u(T)=0

u(0)—d(T)=0
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Problema impulsivo

Problema impulsivo

Seaty=0<t; <tp<---<tp,<tpy; = T y consideramos el problema
con impulsos.

u” = sen(u(t))

Aui = u’(tj+) —u'(t7)=dieR" paraj=1---p
u(0) —u(T)=0

u(0)—d(T)=0

P
Podemos escribirlo como un (PNL) con la medida de Borel, 1 = Z dg Y
j=1

la funcién
e(t) = d si t=tjparaj=1---p
|l 0 si t#tjparaj=1--p
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Problema impulsivo

Problema impulsivo

Seaty=0<t; <tp<---<tp,<tpy; = T y consideramos el problema
con impulsos.

u” = sen(u(t))

Aui = u’(tj+) —u'(t7)=dieR" paraj=1---p
u(0) —u(T)=0

u(0)—d(T)=0

P
Podemos escribirlo como un (PNL) con la medida de Borel, 1 = Z dg Y
j=1

la funcién
e(t) = d si t=tjparaj=1---p
|l 0 si t#tjparaj=1--p

De este modo, el problema con impulsos puede expresarse como

u” =sen(u(t)) + e(t)u
u(0) —u(T)=0
u(0)—d(T)=0
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Problema impulsivo

iMuchas gracias por su atencion!
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Problema impulsivo
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