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Comentarios
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Descripción del problema
Nuestro objetivo es obtener soluciones periódicas del problema no lineal,

$

&

%

u2 “ ∇F pt, uq ` eptqµ
up0q ´ upT q “ 0
u1p0q ´ u1pT q “ 0

(PNL)

siendo

µ una medida de Borel.

F : r0,T s ˆ Rn Ñ R tal que

(C) F y ∇F son funciones medibles Borel en t P r0,T s @x P Rn, y son
continuas con respecto x P Rn para λ-c.t.p. t P r0,T s (donde λ
representa la medida de Lebesgue).

(A) |F pt, xq| ` |∇F pt, xq| ď apxqbptq, donde a P C pRn, r0,`8qq y
0 ď b P L1

p|λ|q.

(P) F pt, xq “ F pt, x ` Pi êi q donde êi son los vectores canónicos de Rn y
Pi P R para i “ 1 ¨ ¨ ¨ n .

e : r0,T s Ñ Rn en L1p|µ|q tal que

ˆ
r0,Tq

eptq dµ “ 0.
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$

&

%

u2 “ ∇F pt, uq ` eptqµ
up0q ´ upT q “ 0
u1p0q ´ u1pT q “ 0

(PNL)

siendo

µ una medida de Borel.

F : r0,T s ˆ Rn Ñ R tal que

(C) F y ∇F son funciones medibles Borel en t P r0,T s @x P Rn, y son
continuas con respecto x P Rn para λ-c.t.p. t P r0,T s (donde λ
representa la medida de Lebesgue).

(A) |F pt, xq| ` |∇F pt, xq| ď apxqbptq, donde a P C pRn, r0,`8qq y
0 ď b P L1

p|λ|q.

(P) F pt, xq “ F pt, x ` Pi êi q donde êi son los vectores canónicos de Rn y
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¿Cómo y dónde?
Veremos que las soluciones débiles de (PNL) son puntos cŕıticos de la
integral de acción

ϕepuq “

ˆ T

0

„

|u1ptq|2

2
` F pt, uptqq



dt `

ˆ
r0,Tq

eptq ¨ uptqdµ

Las soluciones pertenecen al espacio de Sobolev H1
T pr0,T s,Rnq.

Diremos que u P H1
T pr0,T s,Rnq si }u}L2 ă 8 y existe v P L2pr0,T sq tal

que @f P C 1
0 pr0,T sq vale que

ˆ T

0

uptq ¨ f 1ptqdt “ ´

ˆ T

0

vptq ¨ f ptqdt

y se denota a v “ u1. H1
T pr0,T s,Rnq es un espacio de Hilbert, y la norma

que consideraremos es

}u}H1
T
“ }u}L2 ` }u1}L2 .
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Soluciones débiles

Entendemos a las soluciones en el sentido de las distribuciones, es decir
que @ψ P H1

T pr0,T s,Rnq la derivada débil de u cumple con la siguiente
igualdad.

ˆ T

0

u1ptq ¨ ψ1ptq dt “ ´

ˆ T

0

∇F pt, uq ¨ ψptq dt ´

ˆ
r0,Tq

eptq ¨ ψptq dµ.

A este tipo de soluciones las llamaremos soluciones débiles.
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En este trabajo

Vamos a usar el método directo para asegurar la existencia de
soluciones minimizantes acotadas.

A partir de una solución usaremos el Teorema del Paso de la
Montaña para obtener otra solución.

Un antecedente de este abordaje es

Jean Mawhim y Michel Willem.
Critical Point Theory and Hamiltonian Systems
Springer-Verlag
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El funcional ϕe

Demostramos que el funcional

ϕepuq “

ˆ T

0

„

|u1ptq|2

2
` F pt, uptqq



dt `

ˆ
r0,Tq

eptq ¨ uptq dµ

es

C 1pr0,T s,Rnq.

Su derivada Frechet es

xϕ1epuq, vy “

ˆ T

0

“

u1 ¨ v 1 `∇F pt, uq ¨ vptq
‰

dt`

ˆ
r0,Tq

eptq¨vptq dµ.

@v P H1
T pr0T s,Rnq

ϕepu ` Pi êi q “ ϕepuq para i “ 1 ¨ ¨ ¨ n y donde êi son los vectores
canónicos de Rn.
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Problema Lineal

Demostramos que el problema lineal

$

&

%

u2 “ eptqµ
up0q ´ upT q “ 0
u1p0q ´ u1pT q “ 0

(L)

tiene una solución débil u tal que

Existe û1 P BV pr0,T sq y continua a izquierda tal que u1 “ û1 en
c .t.p. t P r0,T s.

La medida de Lebesgue-Stieltjes µu1 dada por u1 es igual a la medida
µ.

Una expresión para la solución del problema es

uptq “ up0q´
t

T

ˆ T

0

«ˆ
r0,sq

eprqdµprq

ff

ds`

ˆ t

0

«ˆ
r0,sq

eprqdµprq

ff

ds.
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Herramientas importantes

Lema Importante

Sea un P H
1
T pr0,T s,Rnq acotada, ϕe : H1

T pr0,T s,Rnq Ñ R de clase
C 1pH,Rq y tal que ĺım

nÑ8
ϕ1epunq “ 0 en la topoloǵıa de la norma,

entonces existe una subsucesión unk convergente en H1
T pr0,T s,Rnq.
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Resultado principal

Teorema

Sea µ una medida de Borel con signo donde µpr0,T qq “ 0.
F : r0,T s ˆ Rn Ñ R cumple con (C ), (A) y (P). Ademas e : r0,T s ˆ Rn

en L1p|µ|q. Entonces el problema

$

&

%

u2 “ ∇F pt, uq ` eptqµ
up0q ´ upT q “ 0
u1p0q ´ u1pT q “ 0

(PNL)

tiene una solución que minimiza el funcional

ϕepuq “

ˆ T

0

„

|u1ptq|2

2
` F pt, uptqq



dt `

ˆ
r0,Tq

eptq ¨ uptqdµ
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Esquema de la prueba siguiendo [M-W]

Sea E ptq la solución que obtuvimos en el problema lineal (L), podemos
suponer que la solución al problema no lineal (PNL) es de la forma

uptq “ vptq ` E ptq

donde vptq resuelve el problema no lineal sin medidas

$

&

%

v2 “ ∇F pt, vptq ` E ptqq
vp0q ´ vpT q “ 0
v 1p0q ´ v 1pT q “ 0.
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Esquema de la prueba siguiendo [M-W]

Si llamamos FE pt, xq “ F pt, x ` E ptqq, usando el Teorema 1.6 de [M-W],
existe al menos una solución v P H1

T pr0,T s,Rnq que minimiza

Φpvq “

ˆ T

0

|v 1ptq|2

2
` FE pt, vptqqdt.

Entonces u “ v ` E es una solución del problema (PNL) y minimiza el
siguiente funcional

Φpu ´ E q “

ˆ T

0

|pu ´ E q1ptq|2

2
` FE pt, uptq ´ E ptqqdt

Φpu ´ E q “

ˆ T

0

|u1ptq|2

2
´ u1ptq ¨ E 1ptq `

|E 1ptq|2

2
` F pt, uptqqdt
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Esquema de la prueba siguiendo [M-W]

Como E es solución débil del problema lineal (L), es decir

´

ˆ T

0

u1ptq ¨ E 1ptq dt “

ˆ
r0,Tq

eptq ¨ uptq dµ,

entonces la integral de acción nos queda

Φpu ´ E q “

ˆ T

0

|u1ptq|2

2
` F pt, uptqqdt `

ˆ
r0,Tq

eptq ¨ uptqdµ`
}E 1}2

L2

2
.

Luego, si u ´ E es un ḿınimo de Φ entonces u lo es de

ϕepuq “

ˆ T

0

|u1ptq|2

2
` F pt, uptqqdt `

ˆ
r0,Tq

eptq ¨ uptqdµ
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Paso de la Montaña

Si llamamos u0 al ḿınimo del funcional ϕe que obtuvimos en el (PNL),
vamos a ver que existe un punto critico geométricamente distinto al que
ya obtuvimos.

Si u0 no es un ḿınimo aislado, es decir existen ḿınimos tan cerca de
él como queramos. Por lo tanto tenemos infinitas soluciones de
(PNL).

Si u0 es un ḿınimo aislado entonces Dr ą 0 tal que ϕepu0q ă ϕepuq
para todo u0 ‰ u P Bpu0, rq.

Mostramos que
ϕepu0q ă ı́nf

BBpu0,rq
tϕeu.

Además como ϕepu ` Pi êi q “ ϕepuq para i “ 1 ¨ ¨ ¨ n entonces para k
suficientemente grande tomamos u1 “ u0 ` kPi êi , tal que u1 R Bpu0, rq y

ϕepu1q “ ϕepu0q ă ı́nf
BBpu0,rq

ϕepuq
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Paso de la Montaña

Aplicando el Teorema del paso de la Montaña existe una sucesión uk en
H1

T pr0,T s,Rnq tal que

ĺım
kÑ8

ϕepukq “ c “ ı́nf
αPM

"

máx
sPr0,1s

ϕepαpsqq

*

y ĺım
kÑ8

ϕ1epukq “ 0.

donde M “ tα P C pr0, 1sq : αp0q “ u0, αp1q “ u1u.

Mostramos que ı́nf
BBpu0,rq

tϕeu ď c .

Si llamamos ūi k “
1

T

ˆ T

0

uikptqdt entonces obtenemos otra sucesión

ykptq “ ukptq ´
n
ÿ

i“1

Pi

«

ūi k
Pi

ff

êi .
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Paso de la Montaña

Luego probamos que yk está acotada en H1
T pr0,T s,Rnq y por el Lema

importante existe una subsucesión ykm que converge a y en
H1

T pr0,T s,Rnq, por lo tanto

ϕepyq “ c y ϕ1epyq “ 0

Ademas ϕepyq “ c ě ı́nf
BBpu0,rq

tϕeu ą ϕepu0q. Es decir y es

geométricamente distinta a u0.
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Comentarios finales

Para el problema no lineal con medidas

$

&

%

u2 “ ∇F pt, uq ` eptqµ
up0q ´ upT q “ 0
u1p0q ´ u1pT q “ 0

(PNL)

obtuvimos dos soluciones en el sentido de las distribuciones,
geométricamente distintas.

Que minimiza el funcional ϕe

Otra, por el Teorema del Paso de la Montaña, que es un punto
cŕıtico del funcional ϕe
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Problema impulsivo
Sea t0 “ 0 ă t1 ă t2 ă ¨ ¨ ¨ ă tp ă tp`1 “ T y consideramos el problema
con impulsos.

$

’

’

&

’

’

%

u2 “ senpuptqq
∆u1j “ u1pt`j q ´ u1pt´j q “ dj P Rn, para j “ 1 ¨ ¨ ¨ p

up0q ´ upT q “ 0
u1p0q ´ u1pT q “ 0

Podemos escribirlo como un (PNL) con la medida de Borel, µ “
p
ÿ

j“1

δtj y

la función

eptq “

"

dj si t “ tj para j “ 1 ¨ ¨ ¨ p
0 si t ‰ tj para j “ 1 ¨ ¨ ¨ p

De este modo, el problema con impulsos puede expresarse como
$

&

%

u2 “ senpuptqq ` eptqµ
up0q ´ upT q “ 0
u1p0q ´ u1pT q “ 0
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¡Muchas gracias por su atención!
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