Primos en progresiones avitmeticas

“La matemdtica es la reina de las ciencias y la
Teoria de Numeros es la reina de la matemdtica.”

Carl Friedrich Gauss, 1777 — 1855.
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El problema

Una progresion aritmética modulo k con primer elemento m es una sucesion pk + m
sobre los p enteros no negativos. Mi eleccion de usar estas letras tiene motivos histéricos,
pues es la notacion usada por Dirichlet al probar el teorema enunciado a continuacion,
ademas tampoco me parecio que actualmente halla una notacion estandar.

El Teorema de Dirichlet sobre Progresiones Aritméticas afirma que si k y m son
nimeros naturales coprimos, entonces la progresion aritmética uk + m contiene infinitos
primos.

Como ejemplo, tomando k£ = 10 y m = 3, el teorema asegura que existen infinitos
primos que terminan en 3 en su representacién decimal. Observar que si med(k,m) > 1
entonces el teorema no se cumple, pues (k,m) | uk + m.

Un estudiante de sexto grado conoce suficientes matematicas para entender esta for-
mulacién particular del teorema. Sin embargo, para demostrarlo se requieren muchas
ideas profundas de dlgebra y andlisis [18, p. 1].

El teorema nos brindan informacion sobre los primos vistos en congruencias modula-
res, presumiendo describir un aspecto importante sobre la distribucion de los misteriosos
numeros primos, paradigma que dominé gran parte de los esfuerzos de los tedricos de
nimeros en el siglo XIX.

La Teoria de Numeros es la reina de las matemadticas (cita atribuida a Gauss), y el
Teorema de Dirichlet ha sido considerado una joya de esa reina. La importancia de este
teorema radica no solo en su declaracién sencilla, sino también en la hermosa demostra-
cién ofrecida por Dirichlet, que de hecho sent6 las bases para el estudio posterior de la
Teoria de Grupos y la Teoria de Representaciones [19, p.1]. Este teorema consolida la
Teoria Analitica de Nimeros como una nueva area de las matematicas, de la cual seran
protagonistas matematicos de los mas eminentes que, hasta el dia de hoy, dejaron tan-
to descubrimientos milagrosos, por ejemplo el Teorema de los Nimeros Primos (cuyos
primeros intentos de prueba estimularon el desarrollo del Andlisis Complejo [1, p.13]),
como intrigantes preguntas, por ejemplo la famosa Hipdtesis de Riemann.

Dirichlet prueba algo mas fuerte que el enunciado que dimos, obteniendo que la suma
Zi sobre los primos en la progresion, diverge. Personalmente, aprecio a las expresiones
que obtiene Dirichlet como los albores de las extensiones meromorfas de {(s) con un polo
simple en s = 1 que obtiene Riemann, asi como de otras series de interés. Si Dirichlet
no concreté tales hechos, fue porque dichas expresiones eran solo una herramienta para

sus objetivos, ademas de restringirse a variables reales a mas no poder debido a su época
(1837).

La eleccion del tema radica en considerarlo ideal por ser un resultado pilar central que
relaciona multiples herramientas y objetos, crea un nuevo paradigma, incluye nombres
de matematicos de los mas populares, y con suficientes preliminares puede ser presen-
tado, en gran parte, a la comunidad matematica con al menos un ano de formacion.
Ademas la pregunta sobre posibles pruebas puramente algebraicas resulta en resultados
muy atractivos e increibles. Ademads, la informacion sobre esto la encontré muy dispersa.

Al contar esta historia, tendremos que incluir nombres como el de Fuclides, Euler,
Legendre, Gauss, Fourier, Dirichlet, Landau, Chebotarev, Schur, Murty, y otros numero-
sos matematicos que hicieron aportes que hicieron sus aportes con versiones alternativas
de pruebas o de casos particulares, como por ejemplo Lebesgue y Kronecker.
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Prefacio

Mi desembarco en un tema apasionante

Ingresé a la carrera de Licenciatura en Fisica, en FaMAF, sin tener idea de lo que
era la matemadtica, la imagen mental que tenia de una olimpiada en matematica era la
de un montén de personas reduciendo expresiones matemdticas a su forma mas simple
posible, lo mas rapido que se pueda. No tenia idea de la lo que era una demostracion, de
la belleza de este arte que siempre habia estado ocultandose de mi. Pero rapidamente me
fasciné con un objeto hermoso: los niimeros primos. Podria pensar que esta fascinacion
precoz por estos numeros se debe a que protagonizan las primeras conjeturas que uno
conoce al entrar a la universidad, pero al menos en mi caso, después de 3 anos de haberme
cambiado a la Licenciatura en Matematica, esa profunda intriga no se ha desvanecido.

Maés precisamente, esta pasion nacié en una clase de Algebra I, cuando la profesora
del tedrico, menciond la Conjetura de los Primos Gemelos, la cual afirma que existen
infinitos pares de niimeros primos cuya diferencia es 2. Quedé sorprendido ante la incer-
tidumbre frente a un enunciado tan simple, y no pude evitar pensarlo en tiempos libres,
buscar informacién y ver videos de youtube, durante varios meses, hasta comprender la
complejidad subyacente al problema. “Quizas comprender la distribucién de los niimeros
primos es tan dificil porque al se los ladrillos de la aritmética, no contamos con elementos
previos para estudiarlos”, pensé, y me fasciné atin mas.

¢ Por qué los nimeros son hermosos? Es como preguntar
por qué la novena sinfonia de Beethoven es hermosa. Si
no ves por qué, nadie puede explicdartelo. Yo sé que los
numeros son hermosos. St no lo son, nada lo es.

Paul Erdos

Continué consumiendo divulgacién sobre Teoria de Nimeros (como el canal de you-
tube “MathArg Papers”) y leyendo algunas demostraciones que pueda entender, la que
mas recuerdo es la de una version débil del Teorema de los Nimeros Primos que encontré
en el libro [29, chap. 8] (el cual cuenta con una versién en espanol), y dice que existen
nimeros a,b > 0 tal que

ai<7r(x)<bl— Vo > 2

donde w(x) es la Funcion pi de Gauss que a cada numero x le asocia la cantidad de
nimeros primos menores o iguales a x. La demostracién, a pesar de no ser tan breve, es
hermosa, ingeniosa y elemental.

Lleg6é el momento de cursar especialidades y no dudé al elegir la primera, “Teoria
Algebraica de Numeros”. Fue ahi cuando Diego, quién dictaba la asignatura, me comento
sobre el Teorema de Densidad de Chebotarev, un caso general del Teorema de Dirichlet
sobre Progresiones Aritméticas. El Teorema de Chebotarev habla de objetos algebraicos
mas generales que el habitual Z, y ofrece un importante condimento extra al describir
céomo se distribuyen asintéticamente los infinitos objetos de los que habla. Me resulta
paraddéjico haber conocido esta formulacién abstracta y precisa antes de su versién pri-
mitiva.

Hoy me encuentro escribiendo sobre esos objetos que me deslumbraron en las primeras
clases de Algebra. Espero poder ofrecer respuesta a posibles preguntas y tal vez contagiar
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un poco de mi pasion. He disfrutado profundamente la creacion de esta monografia, desde
el diseno detallista de la portada que nos recuerda a los libros clasicos envejecidos, hasta el
capricho de cumplir mis objetivos ideales aunque por etapas sea bastante agotador, pero
fue necesario para que sea sumamente nutritivo tanto para mi forma de comprender la
matematica, como para mi capacidad de darme a entender y contar una historia después
de realizar un trabajo de “mineria de fuentes histoéricas” confiables.

Objetivos y elementos de la monografia

Me gustaria poder contar esta historia como un cuento. Fue un reto de desarmar
los conceptos para extraer su esencia y presentarlas de la forma mas natural posible.
Afortunadamente, la gran parte de esta monografia puede ser leida por personas con al
menos un ano de formacion matematica, este fue un objetivo claro al recordar a mi yo de
primer o segundo ano de facultad buscando informacién apta para mi escaso conocimiento
en técnicas sofisticadas.

Ademas del contexto historico, la monografia incluye una demostracién completa del
Teorema de Dirichlet. La idea general es ir construyendo los elementos que vamos ne-
cesitando, de forma que no parezcan sacados de la nada. Personalmente, soy partidario
de que, al menos en las primeras instancias, las demostraciones que presentan objetos
concretos fijados con antelacion y al leerlas uno simplemente tiene que chequear que to-
do encaja, no esclarecen mucho cémo se llegd a dicha demostracion, por ende perdemos
parte de la iluminacién que se necesita para replicar esos enfoques en problemas nuevos.
Al menos al dia de hoy, creo que en el arte de la matematica debe ensenarse el camino
del descubrimiento desde el desconcierto, y ser esto un fuerte complemento de las orde-
nadas y elegantes pruebas que consisten en verificar algoritmicamente ideas previamente
cocinadas.

Aqui me hubiese gustado citar una frase de Eduardo Sédenz de Cabezon en una de
sus charlas. Lamentablemente no pude rastrearla bien, pero la idea la recuerdo algo asi:
“La matemdtica no debe ensenarse en sintonia a como nos gustaria que funcione nuestro
cerebro, sino a como realmente funciona”.

Hay distintos articulos que tratan diferentes aspectos especificos del teorema, algunos
con bastante profundidad, pero no encontré ninguno que los integre a todos ni que satis-
faga mis caprichos (y ain menos en espanol); esto le dio mayor motivo a la eleccién de
este tema. Un objetivo de esta monografia es recopilar toda esa informacién, ofreciendo
un estudio abarcativo y correlativo, y dejando las correspondientes referencias para quien
quiera profundizar en los aspectos que le interesen. Algunos resultados los detallo méas de
los que estan en las referencias, incluso a veces opto por algunas variantes sutiles.

En el proceso enfatico de perseguir los hilos conectores de esta historia, inevitable-
mente nos veremos salpicados por varios topicos de interés propio.

Estructura de la monografia

La Seccion 1 sobre historia la pueda leer cualquiera con conocimientos muy basicos de
matematica. La Seccién 4 es la mas técnica, aquellos con un curso de Analisis Complejo y
de Estructuras Algebraicas estaran familiarizados con los conceptos necesarios, aunque de
todos modos damos los preliminares (sin pruebas) para aquellos que atin no hayan llegado
a tales cursos quieran esforzarse en seguir la prueba. El resto de las secciones (2, 3 y 5)
puede seguirse con naturalidad por todo aquel que cuente con un ano de buena formacion
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matematica; aunque por momentos usamos a los grupos como lenguaje, también daremos
sus debidos preliminares breves.

En §1.1 la idea es contar en sintesis (y sin preocuparnos excesivamente en verificar que
esto sea totalmente representativo de la historia completa) la historia Teoria de Nimeros
desde su origen hasta la época en que aparece el Teorema de Dirichlet, para luego en §1.2
despegarnos y ocuparnos del teorema en especifico, aqui si tratando de ser exhaustivos.
En §1.3 mencionamos brevemente (también, sin preocuparnos en ser olvidadizos con
algunos tépicos de interés) cémo continua la Teoria Analitica de Nimeros, presentando
dos problemas pilares en la disciplina. En §1.4 comenzamos dandole un cierre breve a
esta historia analitica al presentar una exquisita refinacién del Teorema de Dirichlet, y
cerrados el capitulo con una historia paralela que nace de una pregunta natural: ;Es
necesario el andlisis para probar este enunciado puramente algebraico?

En §2 vamos a leer el articulo original de Euler [6] que, por cierto, esta en latin, como
era costumbre en su época. Este escrito constituye la semilla de la Teoria Analitica de
Numeros, que se consolidaria exactamente un siglo después con la prueba de Dirichlet.
También tratamos de dar cuenta del lenguaje empleado por Euler pero sin complicarnos
demasiado. De todos modos, en §4 veremos los resultados mas generales y masticados,
con pruebas mas limpias.

En §3 vamos a motivar y leer exhaustivamente el articulo original de Dirichlet [11,
Berlin: 45-81, Werke 1: 315-342] en el que prueba el teorema. Lo vamos a resumir y
presentar en su propio lenguaje, orden y notacién. Esto, ademas de bello, nos permite
entender la motivacion de la teoria moderna, y saber mejor lo que él pensé.

En §4 presentamos una prueba moderna, potente, completa y ordenada. Con este
propédsito, necesitaremos resultados basicos del Analisis Complejo, que derivaremos del
libro de Conway [16] para quien atin no esté familiarizado con ellos.

En §5 daremos diferentes pruebas puramente algebraicas para ciertos casos particu-
lares, incluyendo el caso m = 1. También discutimos algunos vinculos de estos resultados
con los numeros de Mersenne y niumeros de Fermat. Luego enunciamos el Teorema de
Murty, un resultado de 1988 que le pone un sello increible y definitivo a la pregunta sobre
el limite tedrico de estos procedimientos.

En §6 concluimos con unas breves reflexiones personales sobre esta historia en su
conjunto.

En §7 damos cierre al tema enunciando un problema abierto relacionado.

Respecto a la notacién, no seremos muy creativos ni cambiantes. p y ¢ seran siempre
nimeros primos. n y N serd siempre numeros naturales. Las letras u, £ y m quedan
reservadas a hacer referencia al enunciado que dimos del Teorema de Dirichlet en la
pagina III.
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pk +m 1 INTRODUCCION HISTORICA

1. Introduccion historica

Para § 1.1 usamos més que nada el libro de T. M. Apostol [1], y nos complementamos
muy bien con los libros de Sean Mahoney [2] y Tan Stewart [3]. El libro [2] ofrece un
amplio y profundo estudio sobre la vida y obra de Fermat, y el contexto de la época.
Para un estudio enciclopédico de la historia de la Teoria de Numeros en general, desde la
antigiiedad hasta 1972, Apostol recomienda las obras de Dickson [4] y de Le Veque [30].

En §1.2, ademés de otras fuentes esporadicas que mencionaremos, continuaremos
consultando a Apostol, y seguimos de cerca la obra de Dickson [4, ch. XVIII], el célebre
articulo Variae observationes circa series infinitas de Leonhard Euler [6], los articulos de
Felipe Zaldivar [7] y Fernando Chamizo [8], y la tesis [17]. Por cierto, en la pdgina web
The Euler Archive se pueden encontrar los articulos de Euler. También consultaremos
al propio Dirichlet. Los escritos originales de Dirichlet [11] estdn en aleman y ademads
parece dificil conseguir una digitalizacion en buen estado, por lo que es sumamente ttil
la redigitalizacién a ITEX y traduccion al inglés [12].

El articulo [13] se encarga de un andlisis histérico y exhaustivo sobre la evolucién
del lenguaje de los caracteres que implicitamente usa Dirichlet. También discute sobre la
evolucién de otros conceptos, como el de funcién y grupo.

En § 1.4.2 usamos los articulos [27, § 3] (este increible trabajo de recopilacion histérica,
también ofrece detalles con los que hemos salpicado el resto de la seccién). Dickson [4,
p. 418-420] ofrece abundantes referencias sobre demostraciones del Teorema de Dirichlet,
asi que nos complementamos con él, asi como con “pellizcos” de otras fuentes interesantes.
De toda la gran cantidad de pruebas mencionadas en las fuentes, expongo un salpicado
de varias (y casi textualmente como en las fuentes), las que consideré relevantes para esta
historia.

1.1. Origen y renacimiento de la Teoria de Nimeros

En su origen, la teoria de Numeros es la rama de la Matematica que trata de las
propiedades de la totalidad de los niimeros

1,2,3,4,5, ...

llamados numeros naturales o enteros positivos.

Los enteros positivos constituyen, sin duda alguna, la primera creacién matematica del
hombre. Quizés sea esta la razon por la que Gauss (de quien hablaremos préximamente),
consideraba tan especial a esta disciplina, al ser tan natural y compleja a la vez.

“La matemdtica es la reina de las ciencias y la
Teoria de Numeros es la reina de la matemdtica.”

Carl Friedrich Gauss, 1777-1855.

La popular cita anterior presente en nuestra portada, que tal vez no haya sido tan
textual, data de anos antes de la prueba de Dirichlet que impulsé el desarrollo de otras
dreas, ddndole mas sentido a esta apreciacién de Gauss en [14].

La historia nos dice que ya en los anos 5700 a.C. los antiguos sumerios disponian de un
calendario, luego debian haber desarrollado ya alguna forma de Aritmética. En los anos
2500 a.C. desarrollaron un sistema de numeracién utilizando 60 como base. Este paso a los
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babilonios que desarrollaron una gran habilidad calculadora. Se han encontrado tablillas
de arcilla babilénicas que contienen tablas matematicas elaboradas, y que se datan en
2000 a.C.

Cuando las antiguas civilizaciones alcanzaron un nivel que les dejaba tiempo libre para
pensar sobre las cosas, algunos pueblos empezaron a especular acerca de la naturaleza y
propiedades de los nimeros. Esta curiosidad se desarrollé en un cierto misticismo numeéri-
co o “Numerologia”, y ain hoy ntimeros como 3, 7, 11 y 13 se consideran portadores de
buena o mala suerte.

Los nuimeros se utilizaron para fijar los recuerdos y celebrarlos y para las transacciones
comerciales unos 5000 anos antes de que se pensase en estudiarlos en si mismos de forma
sistematica. La primera orientacion cientifica al estudio de los enteros, es decir, el origen
de la Teoria de Numeros, se atribuye generalmente a los griegos. Alla por los anos 600 a.C.,
Pitagoras y sus discipulos efectuaron un estudio bastante completo de los enteros. Fueron
los primeros en clasificar los enteros de diversas formas, por ejemplo en pares o impares,
primos o compuestos (el 1 no se lo considera ni primo ni compuesto; de otra forma,
enunciados como el del Teorema Fundamental de la Aritmética serian mas intrincados).

Los pitagoricos relacionaron ademas los nimeros con la Geometria. Un ejemplo son los
numeros poligonales: nimeros triangulares, nimeros cuadraticos, nimeros pentagonales,
etc. La razén de esta nomenclatura geométrica aparece clara cuando los nimeros se re-
presentan por medio de puntos colocados en forma de triangulos, cuadrados, pentdgonos,
etc. (si hay mayor interés, esto queda visualmente mas claro con la Figura I.1 de [1, p. 2]).

Otra conexion con la Geometria procede del famoso Teorema de Pitagoras. Los pi-
tagoéricos se interesaron por los tridngulos rectangulos cuyos lados eran enteros. Tales
tridngulos se conocen como tridngulos pitagoricos. La correspondiente terna de ntimeros
(z,9,2) €N, con 22 = 2% + y?, que representan las longitudes de los lados se llama terna
pitagorica.

Se ha encontrado una tablilla babilénica, datada alrededor de 1700 a.C., que contiene
una lista extensa de ternas pitagéricas, algunos de cuyos nimeros son bastante grandes.
Los pitagéricos fueron los primeros en proporcionar un método para determinar infini-
dades (pero no todas) de ternas. En notacién moderna podemos describirlo como sigue:
Sea n un nuimero impar mayor que 1, entonces

n?—1 n?+4+1
n7 )
2 2
es siempre una terna pitagorica con z = y+1. Dos ejemplos de ternas que no se obtienen de
esta forma son (8,15,17) y (12,35, 37). Estas ultimas, son ternas que satisfacen z = y+2.

Platon (430-349 a.C.) justific6 un método para determinar todas las ternas de este tipo;
en notacién moderna viene dadas por las férmulas

(4n, 4n® — 1, 4n*+1)

Alrededor de 300 a.C. ocurrid, en la historia de la Matematica, un suceso realmente
importante. La aparicion de los Elementos, la popular obra de Euclides, una coleccion de
13 libros, en particular convirtié la Numerologia en una ciencia deductiva. Euclides fue
el primero en presentar hechos matematicos junto con demostraciones rigurosas.

Tres de tales libros se hallan dedicados a la Teoria de nimeros (libros VII, IX y X). En
el libro IX Euclides da su famosa demostracién sobre la infinidad de niimeros primos. En
el libro X dio un método para obtener todas las ternas pitagoricas si bien no demuestra



pk +m 1 INTRODUCCION HISTORICA

que este método, realmente, las da todas. El método se puede establecer sumariamente
por las formulas

r = t(a® —b?), y = 2tab, z = t(a® +b*)

en donde t, a, y b, son naturales tales que a > b, a y b son coprimos, y uno de ellos es
par (y por lo tanto el otro es impar). Las ternas se podrian escribir como

t (a® —b*, 2ab, a® +b?)

Ademas Euclides da una importante contribucién a otro problema planteado por los
pitagéricos: el de buscar todos los numeros perfectos. El 6 fue llamado nimero perfecto
puesto que 6 = 1 4+ 2 + 3, que es la suma de sus divisores propios. Otro nimero perfecto
es28 =1+ 2+ 4 + 7+ 14. Los griegos se referian a los divisores propios de un ntiimero
llamandolos sus “partes”. Los nimeros 6 y 28 se llamaron perfectos porque eran iguales
a la suma de todas sus partes.

En el libro IX Euclides da todos los ntimeros perfectos pares. Demuestra que todo
nimero de la forma

2P~1(2P — 1)

donde p y 2P — 1 son primos, es un numero perfecto. Dos mil anos mas tarde, Euler
demostré el reciproco, es decir cada nimero perfecto par debe ser del tipo descrito por
Euclides. Los cinco primeros niimeros perfectos pares son

6, 28, 496, 8138 y 33550336

y corresponden a los primos 2, 3, 5, 7 y 13. Los niimeros perfectos son, realmente, muy
raros, y hasta el dia de hoy se conocen relativamente pocos nimeros de estos. Son tan
raros como los numeros primos de Mersenne. Los numeros de Mersenne son los de la
forma M, = 2" — 1 con n € N, y estos son primos de Mersenne cuando tanto n como M,
son primos. Llevan su nombre en honor al francés Marin Mersenne, quien los estudio en
1644.

No se sabe si existen ntimeros perfectos impares, aunque hay algunos resultados par-
ciales que dan cotas inferiores de estos, asi como restricciones sobre sus factores primos.

Después de los Elementos no se efectuaron avances significativos en Teoria de Ntimeros
hasta aproximadamente 250 d.C. en que otro matematico griego, Diofanto de Alejandria,
publicé 13 libros, de los que se han conservado seis. Esta es la primera obra griega en
la que se realiza un uso sistematico de los simbolos algebraicos. Si bien dicha notacion
algebraica parece torpe frente a la usual de hoy dia, Diofanto fue h&abil para resolver
ecuaciones algebraicas con dos o tres incégnitas. Muchos de estos problemas se originaron
en la Teoria de Numeros y a ¢l le parecié natural buscar soluciones enteras para las
ecuaciones. Las ecuaciones que deben ser resueltas por medio de valores enteros de las
incognitas se llaman hoy ecuaciones diofdnticas, y el estudio de tales ecuaciones recibe el
nombre de Andlisis diofdntico. La ecuacién z? + y? = 22 relativas a las ternas pitagdricas
constituye un ejemplo de ecuacién diofantica.

Tras Diofanto no se realizaron muchos progresos en la disciplina hasta el siglo XVII,
si bien existe evidencia de que el tema empezaba a florecer en el Lejano Oriente (espe-
cialmente en la India) en el periodo entre los anos 500 y 1200.

En el siglo XVII el tema renacié en la Europa Oeste, en gran manera gracias a los
esfuerzos de un matemadtico francés, Pierre de Fermat (Francia, 1601 - Francia, 1665),
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que se conoce generalmente como el padre de la Teoria de Nimeros moderna. Cuando el
interés hacia los textos clasicos de la antigua Grecia habia menguado entre los afines a la
matematica, Fermat los supo utilizar como inspiracién, y gran parte de esta se deriva de
los trabajos de Diofanto.

De forma contraria a la creencia popular, la matemati-
ca no era un mero pasatiempo para él. En sus tiempos no
existia todavia la profesion de matematico como tal. El
significado de la palabra matematica era relativo y habia
distintas corrientes filosoficas al respecto. Quizas solo en el
momento de la muerte de Fermat en 1665, uno puede co-
menzar a encontrar elementos de una profesion matematica
emergente.

Aunque en parte de forma desordenada e informal,
mantenia una comunicacion frecuente y fluida con sus co-
legas, proceso mediante el que compartia sus resultados.
Fue el primero en descubrir propiedades realmente profun-
das de los enteros. Fermat demostro el siguiente teorema
sorprendente:

Todo niumero entero es suma de a lo sumo 3 numeros
triangulares. También, es suma de a lo sumo 4 niumeros cuadraticos, es suma de a lo
sumo 5 niumeros pentagonales, y asi sucesivamente.

Fermat descubrié que todo niimero primo de la forma 4n+1 es suma de dos cuadrados.
También estudié los nimeros de la forma F,, = 22" + 1 con n € Ny, llamados nimeros
de Fermat. Para n < 4 la férmula da un nimero primo, y él creia que esto siempre era
asi. Sin embargo, en 1732 Euler hall6 que Fj es compuesto. Estos niimeros son de interés
también en Geometria Plana. Gauss demostrd que, si F, es un primo, entonces se puede
construir un poligono regular de F}, lados con regla y compas.

Poco tiempo después de Fermat, los nombres de Euler (1707-1783), Lagrange (1763-
1813), Legendre (1752-1833), Gauss (1777-1855) y Dirichlet (1805-1859) resultaron pro-
minentes en el posterior desarrollo de la teoria. El primer libro de Teoria de Ntimeros fue
publicado por Legendre en 1798. Tres anos més tarde Gauss publicé Disquisitiones Arith-
meticae [14], un libro que transformaba la materia en una ciencia sistemdtica y bella. Sin
embargo utilizaba gran cantidad de contribuciones de otras ramas de la Matematica, asi
como de otras ciencias. El mismo Gauss consideraba este libro sobre Teoria de Numeros
su mejor obra.

Desde los tiempos de Gauss, ha existido un desarrollo intenso, vasto y profundo de la
materia en muchas direcciones.

En el siglo XVIII suena el tema de la distribucion de los nimeros primos. Un examen
detallado de una tabla de primos pone de manifiesto que se hallan distribuidos de forma
muy irregular. Es facil demostrar que entre ntimeros primos se pueden presentar even-
tualmente espacios arbitrariamente grandes. Por otro lado, se presentan reiterados primos
consecutivos tales como 3 vy 5, 5y 7, o 11 y 13. Los pares de primos que, como éstos,
difieren solo en dos unidades se conocen como primos gemelos, y no se sabe si existen
infinitos.

Una de las razones de la irregularidad en la distribucién de primos es que no existe
ninguna férmula simple que produzca todos estos. Algunas férmulas proporcionan muchos
primos. Por ejemplo, la expresion

Figura 1: Fermat.

22— +41
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da un primo para x =0, 1, 2, ..., 40. Sin embargo, en 1752 Goldbach prob6 que ningiin
polinomio en x con coeficientes enteros puede ser primo para todo x, incluso para z
suficientemente grande. Goldbach también es popularmente conocido en la comunidad
matematica por la conjetura que lleva su nombre; en una carta que envié a Euler en
1742, sugeria que todo nimero par mayor a dos es suma de dos niimeros primos. Aunque
se han efectuado progresos, esta conjetura atun esta sin decidirse.

Algunos polinomios representan infinidad de primos. Por ejemplo, cuando x, recorre
los enteros, el polinomio lineal

20 +1

da todos los nimeros impares. En un trabajo famoso [11] publicado en 1837, Dirichlet
demostré que, si d y a son enteros positivos carentes de factores comunes, el polinomio

dr +a

da una infinidad de primos cuando x recorre todos los enteros positivos. Este resultado
se conoce como Teorema de Dirichlet sobre progresiones aritméticas. Para demostrar el
teorema, Dirichlet salié fuera del reino de los enteros e introdujo instrumentos de Analisis
tales como los limites y la continuidad. Por este motivo puso los fundamentos de una nueva
rama de la Matematica llamada Teoria Analitica de Niumeros, en la cual se utilizan ideas
y métodos del Analisis real y complejo para resolver problemas sobre enteros.

A pesar de la irregularidad de esta distribucion, si se examinan grandes bloques de
primos se encuentra que su distribuciéon media parece bastante regular. Si bien no se
terminan los niimeros primos, se presentan cada vez méas espaciados, en media, a medida
que se avanza en la tabla. La cuestion del enrarecimiento en la distribucion fue motivo
de muchas especulaciones en el siglo XIX. Para estudiar esta distribucion, consideramos
una funcién, designada por m(z), que cuenta el nimero de primos < z. A fines del siglo
XVIII, Gauss y Legendre conjeturaron independientemente que

x
m(x) ~ g

los que significa que el cociente de ambas funciones tiende a 1 cuando z — oo. Pero
aunque el problema atrajo la atencion de distintos matematicos eminentes, las herra-
mientas analiticas necesarias para demostrar este resultado, conocido como Teorema de
los Numeros Primos, se hicieron esperar casi un siglo. En la década de 1850, Chebyshev
y Riemann hicieron aportes al problema. La demostracion completa llegd en 1896 y de
forma independiente por J. Hadamard y C. J. de la Vallée Poussin, concretando uno de
los éxitos mas completos de la Teoria analitica de niimeros.

En lo que sigue de este escrito, nos dedicamos en especifico al tema que nos ocupa,
que esta bajo el paradigma de entender la distribucién de los niimeros primos.

1.2. Historia del Teorema de Dirichlet

Comenzamos nuestra historia con Leonhard Euler (Suiza, 1707 - Rusia, 1783). Desde
el siglo XVII, el problema de calcular la serie

=1
2w

para N un natural mayor a 1, atrajo la atencién de varios matematicos. El caso especial
correspondiente a N = 2 se conoce como Problema de Basilea, debido a la ciudad de origen
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de la familia Bernoulli que, por cierto, tenia relacion con la de Euler. En el siglo XVIII
matematicos como Jacob Bernoulli, Daniel Bernoulli y Christian Goldbach, obtuvieron
algunos resultados preliminares sobre la suma de la serie en este caso. Finalmente, en
1735, Euler trata considerando funciones trigonométricas en serie de potencias y anuncia
un resultado sorprendente:

o0

1 2

— n?> 6
Poco después, Euler estudia la serie para los N pares.
En relacién a estas series encontramos en [6, p. 172-176]
uno de sus aportes a la Teoria de Numeros, el producto
de Euler, un resultado de 1737 que relaciona los nimeros
primos con el conjunto de todos los nimeros naturales.
Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado que en el
fondo guarda la informacion del Teorema Fundamental de
la Aritmética y que relaciona el crecimiento de los nimeros
con una expresion que no hace referencia a los mismos:

1 =1 1
== H ZE: H = Vs>1

n=1 p primo n=0 p primo

o0

Figura 2: Euler.

Primero lo piensa informalmente, para s = 1, y luego ex-

tiende la expresion a los s naturales, pero la misma prueba
es valida para todo s > 1 real (y en realidad, es vélida para todo complejo con parte real
mayor a 1). De aqui, también deduce una prueba alternativa del Teorema de Fuclides,
pues al ser la serie de la izquierda divergente cuando s = 1, debe haber infinitos primos.
Usando el resultado anterior, junto con métodos analiticos elementales, al final de [6,
p. 187-188] Euler ve que

> =

p primo

lo que quizas sea el primer resultado sobre la frecuencia de los primos, y nos permite
decir, por ejemplo, que los niimeros primos son mas frecuentes que los cuadrados. Estos
hechos constituyen la semilla de la Teoria Analitica de Nimeros, que se establecera de-
finitivamente con el Teorema de Dirichlet, exactamente un siglo después, en 1837. Euler
también entendia la velocidad en que divergia esta serie, diciendo informalmente que su
valor era In(ln co). Si traducimos sus palabras al lenguaje moderno y formal, serfa

Z LY In(In z)

p < x primo

pero como otras pruebas suyas, era débil en cuanto a rigurosidad, y a menudo experimenta
con sus ideas, ademas de visitar recurrentemente los temas sin completarlos. En 1874
Franz Mertens (quien se interese puede ver [9, §3.2]) probaria que la asercién de Euler
se cumplia incluso en un sentido mucho mas fuerte. Desde el punto de vista didactico
y relacionado con la ultima parte del prefacio de esta monografia, un aspecto positivo
sobre la forma en que Euler escribia matematica, es que es mas facil de entender su
manera de pensar, sus intentos y descuidos hacen mas transparentes sus ideas, mientras
que otros matematicos fieles a los modos actuales, como Gauss, estan dotados de un
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claro, completo y satisfactorio rigor pero se muestran impenetrables al mostrar solo su
producto final, sin manifestar diferentes estados. Esta forma de proceder, que limitaba la
rigurosidad, también debe ser una de la razones de su abundante obra. En contraposicion
a esta filosofia, se cuenta que cuando cuestionaron a Gauss por sus formas, él respondio
“Un buen arquitecto no muestra sus andamios”.

En el mismo articulo, Euler también estudia otras series similares, cita unos calculos
de Gottfried Wilhelm Leibniz debido a la serie ) (2;2:, y construyé variantes de los
argumentos anteriores que nos dejan a las puertas de tratar al problema de los primos en
las progresiones aritméticas 4k + 1y 4k + 3.

Tiempo después, en 1775, Euler conjetura que toda progresion aritmética de la forma
puk + 1 contiene infinitos primos. Quizéas debido a sus trabajos estaba mas familiarizado
con este caso.

Podriamos decir que la conjetura sobre los primos en
progresiones aritméticas tiene su origen en 1798 en los tra-
bajos de Adrien-Marie Legendre (Francia, 1752 - Francia,
1833). De hecho el propio Dirichlet [12, p.1-2] afirma en
las paginas introductorias a su trabajo, que Legendre [10]
es el inico matematico que conoce que ha intentado una
justificacion de tal hecho. Segun las propias palabras de
Dirichlet, este resultado cuenta con numerosas aplicacio-
nes, y Legendre no solo deberia haber estado interesado
en investigarlo porque la dificultad del tema le atrafa, sino

Figura 3: Legendre. también porque lo utilizé como lema en algunos trabajos

anteriores.

Concretamente, Legendre queria probar un teorema notable la Ley de reciprocidad
cuadrdtica, que de forma compacta se enuncia: St p y q son primos impares distintos,

entonces
D q (p—1)(g—1)
= ~— )l =(-1 4
() (5) -
()
P2

es el Simbolo de Legendre, que vale 1 si p; es un cuadrado moédulo ps, 0 -1 en caso contrario.
Al ver el exponente de (-1) es evidente que este resultado relaciona los Simbolos de
Legendre con las congruencias de p y ¢ médulo 4; esta es la forma en la que se lo presento
originalmente, y fue Legendre quien luego lo expresa en una unica formula simétrica. La
ley, establecida primeramente de forma complicada por Euler en el periodo 1744-1746,
fue redescubierta en 1785 por Legendre, que dio una demostracién parcial. Gauss, por
su cuenta, la descubrié a la edad de dieciocho anos y un ano méas tarde, en 1796, dio
la primera demostracion completa. Respecto al Teorema de Dirichlet, Legendre afirmé
erroneamente haberlo demostrado para el caso k par.

En [10] observé que el teorema se seguiria del siguiente lema: Dados dos enteros primos
entre si A, C, y cualquier conjunto de x primos impares 6, A, ..., w que no dividan a A y
denotando el z-ésimo primo impar por 7(*), entonces entre 7~ términos consecutivos
de la progresion A —C', 2A—C, 3A—C, ... hay al menos uno no divisible por ninguno de
los primos 6, A, ..., w. Aunque Legendre supuso que habia demostrado este lema, resulta
ser falso.

En [4, p.415-417] se pueden encontrar abundantes referencias para quien lo desee.

donde
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Todos sabemos que Johann Carl Friedrich Gauss (Ale-
mania, 1777 - Alemania, 1855) ha poblado su nombre en
toda disciplina matematica en la que ha incursionado, y el
tema que nos ocupa no es la excepcion. Sus aportes fueron
indirectos, pero cruciales, de hecho el propio Dirichlet [12,
§7,p. 14] cita la notable obra Disquisitiones arithmeticae
[14] que escribe en su juventud, en cuya seccién III se en-
cuentran los resultados profundos de la teoria de residuos
que necesita Dirichlet. Por cierto, existe una traduccion al
castellano [15] del libro de Gauss, cuyo interés se eleva al
considerar el contexto histérico que ofrece. Basicamente,

Figura 4: Gauss. en lenguaje moderno, Dirichlet usa que el grupo de unida-

des médulo k se puede factorizar como producto directo de

grupos ciclicos correspondientes a la factorizacién prima de k, un resultado sorprendente

que hasta el dia de hoy no escatima en sutilezas. Para quien no entienda este lenguaje,

cuando estudiemos exhaustivamente el articulo original de Dirichlet volveremos sobre esto

en §3.4. Revisando [15] y compardndolo con [12] podemos sacar nuestras propias conclu-

siones sobre la influencia de Gauss sobre Dirichlet en el manejo de distintos conceptos

que ademas incluyen, por ejemplo, raices de la unidad, residuos cuadréticos, suma de los
elementos de grupos ciclicos, productos de raices primitivas etc.

Otro aporte indirecto de Gauss tuvo lugar al estudiar los ya mencionados trabajos de
Legendre. En [14, sect. 4] encontramos los trabajos de Gauss sobre la Ley de Reciprocidad
Cuadratica. La teoria de formas cuadraticas, ademas de haber expuesto el enunciado del
hoy Teorema de Dirichlet, constituye la parte mas sustancial y técnica de la prueba
original de Dirichlet [12, §4] (aunque como veremos en §4, después se logré sortear este
tema). Volveremos sobre esto en §3.3.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), también
francés, publica en 1807 sus resultados iniciales sobre las
series que llevan su nombre, basado en descomposicién de
funciones periédicas en términos de funciones trigonométri-
cas, con el objetivo de resolver la Ecuacion del Calor. In-
creiblemente, su aporte irfa mas alla de sus objetivos, lle-
gando remotamente a la Teoria de Numeros, lo que nos
muestras como a veces se pueden tocar disciplinas aparen-
temente distantes. La conexion aqui es la periodicidad de
las funciones. Dirichlet, anos antes de atacar el problema
de las progresiones aritméticas, logra resultados relevantes

Figura 5: Fourier. dentro de la teoria de Fourier, y al meterse luego en el pro-
blema de las progresiones, considera funciones aritméticas
periédicas modulo k& que hoy conocemos como Cardcteres de Dirichlet, y naturalmen-
te aparecen otras funciones periddicas como la exponencial compleja y funciones trigo-
nomeétricas. Si bien la influencia de Fourier en la prueba de Dirichlet puede ser debatible
e directa, parece evidente su manejo natural de conceptos claves relacionados; de hecho
posteriormente se desarrollé una teoria de Andlisis de Fourier en Grupos con la cual
se pueden estudiar los objetos definidos por Dirichlet [17]. Si buscamos “Dirichlet” en
Wikipedia encontramos una cita ideal de Jacobi, cuya autenticidad no pude verificar en
las recopilaciones de las cartas de Humboldt, pero nos da una idea del consenso que hay
en esta influencia.
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... Dirichlet cred una parte nueva en las matemdticas, la aplicacion de las series
ifinitas que Fourier ha introducido en la teoria del calor en la exploracion de las
propiedades de los niumeros primos. El ha descubierto una variedad de teoremas
que ... son los pilares de las nuevas teorias”.

C. G. J. Jacobi, 21 de diciembre de 1846, en una carta a Alexander von Humboldt

Recién ahora llega el momento de presentar a quien
paraddjicamente ya conocemos bien, el sucesor de Gauss
en Gotinga. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Ale-
mania, 1805 - Alemania, 1859) desarrollé desde temprana
edad una profunda pasion por las matemédticas. Con 16
anos, decidié viajar a Paris para realizar sus estudios uni-
versitarios, debido al nivel insuficiente de las universidades
alemanas de la época, lo que le permitié estar en contacto
con grandes matematicos como Fourier, Laplace, Poisson
o Legendre. Ya durante este periodo, mostrd interés por

Figura 6: Dirichlet. la Teoria de Ntumeros, y en particular, una ferviente ad-
miracién por el Disquitisiones Arithmeticae [14] de Gauss.
De hecho, su primera publicacién (1825) fue el estudio de un caso particular del Ultimo
Teorema de Fermat, lo que le reportaria fama instantanea. A finales de ese mismo ano,
se vio obligado a volver a Alemania, donde se le exigia una habilitacién para ensenar en
la universidad. Sin embargo, Dirichlet no podia optar a realizar una tesis de habilitacion
pues ni poseia un doctorado, ni era capaz de hablar latin, requisito de la época. Afor-
tunadamente, le fue concedido un doctorado honorifico en la Universidad de Colonia, y
se le permitié hacer su tesis de habilitacién en la Universidad de Breslau. Més tarde, en
1828, publicaria su trabajo sobre Series de Fourier, y conseguiria trasladarse a Berlin,
donde contrajo matrimonio con Rebeca Mendelssohn, hermana del compositor, y reali-
zaria importantes aportaciones a las matematicas en la definicién el concepto moderno
de FUNCION, y posteriormente la demostracion de la infinitud de ntimeros primos en
progresiones aritméticas [17, p. 47].

Al encarar el teorema que lleva su nombre, afirma [12, p. 1] primero haber intentado el
método propuesto por Legendre. Sin embargo, al no concretar resultados, abandona ese
camino para tomar el propio, que lo llevara a probar de forma “euleriana” y nutriéndose
de los tépicos ya mencionados, que la serie > L sobre los inversos de los primos en una
progresion aritmética fija, diverge. En su prueba, Dirichlet evité siempre que pudo las
variables complejas, tan solo tomé raices de la unidad y logaritmo complejo de expresiones
simples.

Anos después de probar el teorema, Dirichlet publica sus investigaciones sobre niime-
ros complejos [11, Werke 1:509-532].

Posteriormente, Mertens y otros pudieron simplificar la prueba. Concretamente, Mer-
tens evita usar el Teorema de Reciprocidad, y el nimero de clases de formas cuadraticas
binarias primitivas. También se desarrollaron pruebas que intentan evitar ciertos temas
como el Anélisis Complejo, pero son muy intrincadas. También hay pruebas mas rapidas
(para esto, [19] cita a [20]), pero no muy esclarecedoras. Hay algunas un poco mas alge-
braicas, como las de Selberg y Zassenhaus. Sin embargo, no se conoce una demostracion
esencialmente distinta a la original, y a pesar de estas discrepancias, a la comunidad
no le parece descabellado que estas pruebas compartan la misma esencia y estructura
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subyacente.

La prueba que daremos en §4 es de las mas populares. Es una modificacién de la
prueba original mediante el uso de la teorfa caracteres y Anélisis Complejo posteriormente
desarrolladas, que cuenta a Landau como posible primer contribuyente de esta adaptacion
(19, p.9].

El articulo [13] ya mencionado, sera de interés para quien quiera extender este apar-
tado histdrico debido a la prueba de Dirichlet y el después.

1.3. La Teoria Analitica de Numeros

Definicién 1.1. La Funcion Zeta ¢ : (1,00) — R se define por

1
G(s) = s
n=1
Para quien cursé Anélisis Complejo, en una memoria de 1859 Riemann da una exten-
sién meromorfa de ¢ primero a {Res > 0} y luego a todo C por medio de una ecuacién
funcional. Esta tiene exactamente un polo de orden 1 precisamente en s = 1 con residuo
1 [21, p. 13]. Luego conjetura su famosa Hipdtesis de Riemann sobre los ceros de (la ex-
tensién de) . Este es uno de los Problemas del Milenio, para el cual ya hay suficiente
divulgacion y nos evitamos la explicacién técnica.
En este contexto también encontramos al Teorema de los nimeros primos, conjeturado
por Gauss (y Legendre) en su adolescencia, y afirma
x

7T(IL') ~ m

Es decir, las funciones 7(r) y = son asintéticas (el cociente entre ellas tiende a 1 en

el infinito). Riemann también dio unas directrices para demostrar este teorema, si bien
los detalles de su argumento no fueron precisados hasta 1896, cuando aparecieron dos
pruebas independientes, una de Jacques Hadamard y otra de Charles Jean de la Vallée-
Poussin. Posteriormente se encontraron varias pruebas algo mas simples, aunque todas
ellas bastante sofisticadas. Selberg y Erdés dieron en 1949 una prueba elemental, en el
sentido de que no requeria resultados de la teoria de funciones de variable compleja, o
andlisis funcional en general [5, p. xiii], pero es demasiado intrincada [21, p. 20]. La prueba
original, siguiendo las ideas de Riemann se basaban en una estrecha conexién que existe
entre la funcion ¢ y la distribucién de los nimeros primos [5, p. xvi].

Similar al Teorema de Dirichlet, el enunciado del Teorema del Numero Primo se
traduce a afirmaciones equivalentes y resulta como corolario de que ((s) # 0 en la recta
{Res =1} [21, p.20].

1.4. Dos cerezas en el postre

Con el Teorema de Dirichlet probado y con una Teoria de Numeros afianzada y en
auge, esta historia aun no termina. En § 1.4.1 le daremos un bello cierre a la version analiti-
ca del problema. En §1.4.2 veremos la historia paralela y autocontenida de las pruebas
puramente algebraicas y qué limites tedricos presentan los procedimientos intentados.

10
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1.4.1. Teoremas de densidad

La generalizacion del Teorema del Ntimero Primo a progresiones aritméticas es llama-
do el Teorema del Numero Primo para Progresiones Aritméticas, y se interesa en indicar
como crece la cantidad de primos congruentes a un cierto a m maédulo k& (con m y k co-
primos), sabiendo que hay infinitos (por el Teorema de Dirichlet) [21, p.20]. Si llamamos
Tm,k @ la cantidad de primos < z en tal progresiéon aritmética, entonces

i 7Tm,k<x> 1
fm =
v—oo x/lnx (k)

lo que equivalentemente se puede escribir

1 =z 0
7Tm,k ~ ~

pk)Inz  o(k)

Esto se traduce a que, fijado k, en cada progresion aritmética (variando m) hay la “misma”
cantidad de primos, es decir, hay ( del total [21, p. 21]. Para demostrar esto, Ch. de la
Vallee-Poussin obtuvo sin calculos mediante el uso de la teoria de funciones de variable
compleja, una prueba del punto dificil de la prueba de Dirichlet; probé que la suma de
los logaritmos de los primos < z en la progresion aritmética es asintotica a ( ) [4, 416].

Para no excedernos de los limites fisicos de una monografia, no nos extendemos sobre
esto més alla de la breve explicacion. En los libros referenciados se puede encontrar
material.

Para quien esté interesado en una abstraccién de esta “densidad” al contexto de
la Teoria Algebraica de Numeros, puede investigar sobre el Teorema de Densidad de
Chebotarev, un resultado de 1922 publicado pocos anos después, que le pone un broche
realmente espectacular al tema.

1.4.2. Demostraciones euclidianas

Después de la demostracién de Dirichlet, comenzaron a aparecer pruebas puramente
algebraicas para algunos casos particulares. La idea clave es suponer que existen finitos
primos en la progresion para luego tomar el producto de ellos y con él conseguir fabricar
un numero que forzosamente debe ser divisible por un nuevo primo de la progresion.
Estas ideas tienen como punto de partida la prueba de Euclides sobre la infinitud de los
numeros primos, los cuales trivialmente se corresponden con las progresiones aritmética
w+1y2u+1.

En 1843 V. A. Lebesgue prueba el caso m = 1, kK = 2p con p primo, quien mostroé el
hecho de que 2P~! — 2P~2y + ... + y?~! tiene ademads del posible factor p, solo factores
primos de la forma 2up + 1. utilizando un método bastante similar, en 1853 F. Landry
considero6 divisores primos de 2 H para tratar las mismas progresiones. Por otro método
bastante similar, se puede obtener el mismo resultado utilizando el hecho de que para
cualquier primo p, et i i = 1 (mod p).
El método analogo también es aplicado por Lebesgue en 1862 para la progresion k = 2p,
m = —1. Usando las partes racionales e irracionales de (a4 /)", en 1868/9 A. Genocchi
vuelve a dar una demostracion para estas dos progresiones. Ademas, en las lecciones de
1875/6 L. Kronecker dio otra prueba para el caso k = 2p, m = 1. Recientemente, en
un trabajo de Romeo Mestrovi¢ se da una prueba simple del mismo resultado basada en

11
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la funcion totiente de Euler y el pequeno teorema de Fermat. Tambien se desarrollaron
adaptaciones de estas ideas para tratar potencias el caso en donde k es potencia de un
primoy m = 1.

En 1886 A.S. Bang, y Sylvester en 1888 obtuvieron pruebas para el caso m = 1y
k > 2 arbitrarios. Ambas pruebas se basan en el hecho de que si p es un primo que no
divide a k, entonces p divide a la evaluacién del polinomio ciclotémico ®y(a) si y solo si
el orden de a médulo p (es decir, el minimo exponente n tal que a” = 1 (mod p)) es k.
Este caso lo veremos con detalle en §5.2.

Utilizando las propiedades de divisibilidad de los polinomios ciclotomicos, en 1888 J.J.
Sylvester probod el caso k£ = p™, m = —1. En 1896 R.D. von Sterneck trabaja esta caso
utilizando produtos que involucran a la funcién de Mobius. En 1913 por R.D. Carmichael
obtiene el mismo resultado para otros casos.

En 1911, H. C. Pocklington demuestra que para cualquier k& > 2 fijo, hay infinitos
primos que no son congruentes a 1 modulo k.

Como observé K. Conrad [26], una prueba euclidiana del teorema de Dirichlet para
m(moda) implica, como minimo, la construccién de un polinomio no constante h € Z[X]
para el cual cualquier factor primo p de cualquier entero h(n) satisface, con un nimero
finito de excepciones, p = 1 (mod k) o p = m (mod k), y existen un nimero infinito de
primos del tltimo tipo. En 1912/13, Schur [23] demostro que si m* = 1(mod k) entonces
existe una prueba euclidiana para la progresion aritmética pk + m. En particular, Schur
extendio el enfoque de Serret basado en la Ley de Reciprocidad Cuadratica para establecer
pruebas de ciertos casos. Recién en 1988, cuando ya ha pasado demasiada agua debajo del
puente, Murty [24] da una respuesta definitiva y precisa a nuestra inquietud, probando
la reciproca del Teorema de Schur usando Teoria de Galois.

Sabemos entonces, por ejemplo, que no existe prueba para la progresion 5u + 2 que
imite la idea de Euclides, y que en cambio toda progresién con 24 + m con m arbitrario
si la tiene.

El Teorema de Murty le da un espectacular cierre a esa historia. Tenemos la demos-
tracion de Dirichlet, y un teorema que nos induce a pensar que era inevitable recurrir
al reino del andlisis. Sin embargo, como no podia ser de otra manera, en [25] también
buscan generalizar estos resultados a otros contextos mas abstractos, dandole continuidad
al tema.

2. Variae Observationes Circa Series Infinitas

Aqui tratamos de encontrar un equilibrio entre la notaciéon de Euler [6] y la moderna
asi como la rigurosidad empleada en las pruebas, con el objetivo de representar el lenguaje
de Euler pero sin estorbarnos. Cualquiera puede consultar a Euler para mas detalles.

2.1. Producto de Euler
El resultado [6, Theorema 8] de 1737 se generaliza y formaliza facilmente:

Proposicién 2.1 (Producto de Euler). V s > 1,

o0

1 S

s —1
pprimop
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Demostracion. Siguiendo a Euler denotamos x = >~ | ni y continuamos
1 =1 1
%x_; (2n)s _;ﬁ
2°—1 ( 1 ) 1
r=(1—-=]x= —
28 28 ns
2tn
3F—-12"-1 1
35 23 - S
2tn, 3tn

s
pEPN p neNn
S
p°—1 1
lim x = lim —
N—o0 ps N—o0 S
pEPN neNy
) pP—1 1
z lim = —
N—o0 ps 18
pEPN
S
p°—1
T =1
S
p primo

Luego,

c(mes) () m

p primo p primo p primo
De Aqui, Euler también observa que de

>

n=1

=0

S|

se deduce que hay infinitos primos, pues la productoria no puede tener finitos términos.
Esta aparentemente innecesaria observacion, en realidad da la forma de encarar problemas
que a simple vista parecen intratables.

En [6, Theo. 11] Euler cita de la siguiente forma un resultado que se debe a Leibniz:

PR W S WS S NS I
1 T3y 7T 11 T3 %

y con métodos similares a los anteriores, observa que

etc. 24-20-16-12-12-8-4-4 T_ 4
etc. 23-19-17-13-11-7-5-3 4
™ 3-5-7-11-13-17-19-23 etc.
4 4-4-8-12-12-16-20 - 24 etc.
aclarando en latin que los numeradores en esta tltima expresién son los niimeros primos

y los denominadores vienen de restar o sumarle 1 (lo cual dependerd de la congruencia
moédulo 4) a los correspondientes primos.

13
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Dicho de otra forma, Euler cita el siguiente resultado:

™ +1
FiD Dl

n > 0 impar

donde el numerador es tal que n = +1 (mod 4). Asi, si por ejemplo n = 15 = —1 (mod 4),

entonces 4 | n + 1, y por lo tanto el término correspondiente en la serie es _71 = I—g
Anélogamente, si n =5 =1 (mod 4), el término correspondiente es % = %

La anterior, se denomina serie de Gregory-Leibniz, reconociendo también James Gre-
gory, contemporaneo de Leibniz.

Proposicién 2.2.

T p
4 H pF1
p primo impar
donde 4 | pF 1.

Nota: F1 significa —(£1). Por ejemplo para p = 3, se tiene p = —1 (mod 4), y por
ende el factor correspondiente en la productoria es 1% = }l. Parap=>5=1(mod 4), se
tiene - = 1.

p—1 4
Demostracion.
17 1 F1 1 1 1 1 F1
34 3 Z n 3 9 15 21T n
n > 0 impar 3|n

Una forma de pensar esto, es que multiplicar por 3 “invierte” la congruencia moédulo 4
porque 3 = —1 (mod 4). Es decir, si 4 | n £ 1, entonces 4 | 3n F 1. Luego,

47 1\ 7w F1 F1 F1
_—_—= 1 — —_ = _— _— = —
34 ( +3) 4 n;ﬂ noomn ; n

n impar

Como 5 = 1 (mod 4), multiplicar por 5 no cambia la congruencia médulo 4, asi que

ldm Fl o F1
534 2 5n 2 n
31n 5|n, 3{n
n impar n impar
447 1\4 = F1
212122 = -
534 ( 5)34 Z n
5{n, 3{n
n impar

En gral., si N € N, Py = {primos impares < N} y Ny = {n impar | ptn Vp € Py},
entonces

T 11 pEl _ ¥l
4p€PN p neENy
+1 1
i T 2= = i ik
4 N—o0 p N—oo n
pEPN neNy

p primo impar
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Luego,

L) )

primo impar p primo impar p primo impar
[l

Luego, Euler continua dando resultados del estilo conectados con series intrinseca-
mente relacionadas con la congruencia médulo 4. Sin embargo, no dice encontré que diga
explicitamente que hay infinitos primos con cierta congruencia médulo 4, posiblemente
porque el problema de las progresiones aritméticas no se habia planteado, y porque sus
objetivos eran otros, como calcular series y obtener relaciones con otras expresiones, como
productorias. Aparentemente, hasta aqui los vinculos con el teorema de Dirichlet pasaron
desapercibidos. Por otro lado, quizas el lenguaje de la época de Euler no era propicio
para enfatizar y explicitar patrones en las féormulas, y esto no le permitié generalizar su
formula del producto a funciones mas generales, llamados caracteres de Dirichlet, que
veremos en §4.1.

2.2. Serie de inversos de los primos

En el dltimo resultado [6, Theo. 19] de su articulo, haciendo uso de su férmula del
producto, da la primer prueba de que la suma de los inversos de los primos diverge. Para
no extendernos mas de lo necesario con el lenguaje de Euler que ya hemos comprendido
bien, usemos su idea pero adaptada a nuestro lenguaje moderno y riguroso, y de paso lo
contrastamos.

Corolario 2.3.

> =

p primo

Demostracion. El producto de Euler nos da una relacién que involucra todos los primos, y
en el enunciado de este corolario aparece una sumatoria. Por lo tanto, tiene sentido aplicar
el logaritmo, ya que transforma productos en sumas. Como In es continua, podemos
tranformar la productoria en una sumatoria, puesto que estos se definen como limites.

In¢(s) = In H 1—1p_5 = Z In 1 —1p_8

p primo p primo

Usando la serie de Taylor In (=) =3, .y% =2+ R(z), donde

neN
R = [ 2 < vl
—n +2 2
tenemos
s s 1 1 1
In((s)= D, (P +RO))< Y —+ D, o< Y (2
p primo p primo p p primo p p primo p
Como In ((s) diverge cuando s — 11, > 1% tambien. O
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3. La idea y el lenguaje de Dirichlet

Comenzamos fijando lo necesario del lenguaje que necesitamos para hablar con fluidez
de algunos razonamientos. Mediante apreciaciones personales, en § 3.2 intento introducir
la idea de la prueba exponiendo la conexién natural con el articulo de Euler [6]. También
trato de naturalizar el punto de partida de la prueba de Dirichlet, procurando dar ver-
siones aproximadas de los razonamientos que pudo tener Dirichlet antes de dar el primer
paso concreto y acertado en su demostracion. Esta subseccion primero la escribi antes
de leer la prueba de Dirichlet, de hecho atin creia que me seria imposible encontrar la
version original, asi puedo pensar que la motivacién es realmente “natural”.

En § 3.3 comenzamos a analizar exhaustivamente la prueba original de Dirichlet [12],
que arranca con el caso particular en donde k£ es un primo impar.

Para no ensuciarnos excesivamente con la notaciéon densa, no vamos a entrar en los
detalles finos de los calculos que realizo Dirichlet para llegar a cada resultado que ex-
pongamos. De todos modos, muchos resultados si que los completaremos, y en general
quedara claro el procedimiento. Tampoco vamos a explicar de donde salen ciertas formu-
las o funciones que Dirichlet ya asume y las usa, como la Funcion Gamma. De todos
modos, la prueba moderna que veremos de forma completa es lo suficientemente fiel a la
original, por lo que alli se guarda la esencia de dichos calculos.

En esencia, la idea se encuentra en el caso k primo impar, y la notacién en el caso
general se torna mas abrumadora, asi que en §3.4 solo nos dedicaremos a dar las prin-
cipales expresiones generalizadas que dio Dirichlet para su propdsito. Si bien seguiremos
mostrando las expresiones idénticamente a como lo hizo Dirichlet, algunas explicaciones
ahora las daremos con nuestro lenguaje moderno, ya que éstas son mas técnicas y ademas
quedd clara la forma en que él redactaba. En esta parte, ademaés de seguir consultando
al propio Dirichlet [12], el articulo [13] fue de utilidad.

3.1. Preliminares: definiciones de cosas de grupos

Definicién 3.1 (Grupo). Un grupo es un conjunto G # () con una operacion binaria
(producto)
o . GxGE—G

que es asociativa, cuenta con un elemento neutro e (es decir eg = ge = g para todo g € G),
y todo elemento tiene inverso (para todo g, existe un g~' tal que gg~' = g g =e).

El conjunto de clases médulo k es un grupo. Es decir, multiplicar dos ntimeros copri-
mos con k vuelve a dar un niimero coprimo, y su residuo moédulo & se obtiene multiplicando
los respectivos residuos. Ademas, todo numero coprimo se puede multiplicar por otro de
forma que obtengamos uno congruente a 1 moédulo k. A este grupo lo denotamos Cf. El
supraindice * simboliza que estamos tomando el grupo de unidades del Anillo C}, que es
el que en las primeras clases de Algebra solemos denotar Zj. Si bien existe esta tipica
notacion Zy, o la otra Z/kZ, la segunda me parece fea y la primera en Teoria Algebraica de
Numeros se usa para denotar a los llamados nimeros p-ddicos por lo que me acostumbré
a discriminarla.

Otro grupo que usaremos es (G, que es el subconjunto de C compuesto por todas
las n-ésimas raices de la unidad, y que usa el producto en C como operacién binaria. Se
denota G, = U2, G,,.

La nocion de isomorfismo de grupos también la usaremos. Dados dos grupos G y
H, un isomorfismo f : G — H es una biyeccién que preserva la operaciéon, es decir
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f(g192) = f(g1)f(g2) para todo par g;, g2 € G. Si no pedimos la condicién de biyeccién,
tenemos la definicién de homomorfismo de grupos. Cuando dos grupos son isomorfos, son
“esencialmente iguales”, y toda propiedad que tenga uno se la heredara al otro.

El producto cartesiano G x H de dos grupos es un un grupo con la operacién coorde-
nada a coordenada.

Para més detalles, quien quiera puede consultar [28].

3.2. Motivacion

Ya hemos mencionado que [6] da relaciones interesantes vinculadas a la congruencia
modulo 4. De las proposiciones 2.1 y 2.2 podemos deducir que hay infinitos primos con-
gruentes a -1 médulo 4. En efecto, si hubiera finitos, todos menores a un N, entonces
todos los primos mayores o iguales a /N son congruentes a 1 médulo 4, por ende escribimos
informalmente

& p p p
— = _— = _— —_— = X
4 p;gnopq::[ pﬂlopq:l pprimop_l
p<N p=N
—_—

oo, por Prop 2.1

lo cual es absurdo.
Para escribir esto mas formal, podemos generalizar la Proposicion 2.2 de la forma
analoga a la Proposicién 2.1:

+1
L= > o= I

n > 0 impar p primo impar

donde L(1) converge absolutamente por ser una serie alternada con término general ten-
diendo a cero, y L(s) converge absolutamente para s > 1. Ademds, adaptando un poco la
idea de nuestra prueba informal, podemos obtener una relacién que nos permite continuar
implementando el espiritu de Euler. Concretamente, tomamos

- G(s)
sligl* L(S)

lo cual nos permite deshacernos de los primos p = 1 (mod 4). Veamos con detalle a que
nos referimos, pero aprovecharemos para verlo para los primos congruentes a 1, que es el

caso que nos falta. En este caso, en vez de E((SS)) debemos tomar ((s)L(s) para deshacernos
de los primos p = —1 (mod 4), de la siguiente manera:
P’ P’
Cs)L(s) = [T == I -
- opt—1 L ptE]
p primo p primo impar
28 pS 2 pS pS
-5 I (G2) IO (s
22 -1 p primo p —1 p primo p _1p +1
p=1(mod 4) p=—1(mod 4)
25 _ 1 ps 2 pQS
—oLs = [T (5 I ==
2 , ps—1 , p2s —1
p primo p primo
p=1(mod 4) p=—1(mod 4)
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Paore < T (G5) T2

p primo pS —1 p primo
p=1(mod 4)
¢(2s)
25 — 1 P\
L(s) <
25 g(28)c<8) (S> H <ps _ 1)
p primo
p=1(mod 4)
1 x p° 2
= —— -1 < I
<= s tme < mmo 11 (575)
pEplp(mod 4)

por lo tanto la productoria tiene infinitos términos. Una clave para tener oo del lado
derecho fue que L(1) # 0. Veremos que probar esto en general es la parte més dificil de
la prueba de Dirichlet. El en realidad aplica logaritmo a ambos miembros y convierte los
productos en sumas para luego buscar una combinacién lineal adecuada, de esta forma
la condicién L(1) # se traduce en que log L(1) # —oo.

La otra idea clave fue encontrar una expresion que “filtre” los primos de la forma
41+ 1 de entre todos los deméds primos [18, p.2]. De esta tarea se encargan lo que hoy
conocemos como caracteres de Dirichlet.

El trabajo de Dirichlet, y sus simplificaciones posteriores tratan de integrar la idea
anterior en un conjunto de herramientas que sinteticen y tengan en cuenta los aporte de
las distintas series vinculadas a congruencias arbitrarias. Para esto, parece natural ir en
busca de nuevas series y generalizar las proposiciones 2.1 y 2.2. Observar que en estas, se

consideran series -
x(n)
L =
(s,%) =) >

n=1
1 si n=1(mod4)
donde y : N — Z. En el primer caso x = lyenelotrox(n) =¢ 0  si n es par
—1 si n=—1(mod 4)

Si en el caso general queremos encontrar una relacién entre L(s,x) y un producto
que involucre primos, analogo al de los dos casos anteriores, entonces el primer paso seria

escribir
o0

1 x(n)
—L(s,x) =
9s ( ’X) Z (2”)8
n=1
y multiplicarlo por algiin ks que me devuelva la suma de los términos en los naturales
pares. Mas concretamente, queremos que

ko o - k2 x(n) _ = x(2n)
?L(S’X)_; @n) & (2n)

es decir ko x(n) = x(2n) V n € N. En particular, tomando n = 1 tenemos ks x(1) = x(2).
Asi, x(2)x(n) = x(1)x(2n) V¥ n € N. Esto ya nos da una idea de que esperamos que x
sea multiplicativa, es decir que preserve el producto:

x(nr) =x(n)x(r) Yn,reN

y en particular, y(1) = 1. De esta forma,
ko x(2) x(n)
(1_§> L(S,X): (1_? L(S7X):Z ns
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y continuando el procedimiento obtenemos

Lis,x) [] (1—%) =1

p primo
p
LS,X = -~
oo = 1 p* = x(p)

S

p primo

Nota curiosa pero sin importancia: Se puede ver que con los y mas generales
posibles con la condicién de que x(p)x(n) = x(1)x(pn) para todo n tal que
p es el menor primo que divide a n (esta condicién sale al continuar con las
iteraciones en la demostracion del producto de Euler), estan determinadas
a partir de su valor en 1 (valor que debe ser distinto de cero si queremos
evitar y = 0) y en los nimeros primos, y se llega a que

1 T
x(n) = W EX(Z%)

donde p; son los factores primos de n contando multiplicidad (es decir,
pueden estar repetidos). Para esto, tenemos que ir dividiendo a n por sus
factores primos de menor a mayor. La productoria que se logra es

S

Lisx) = x() [ —2

S
p primo P x(1)

Por otro lado, cuando analizamos la progresiones moédulo 4 nos fue muy 1til el hecho
de que ambas series implicadas ({(s) y la que denotamos L(s)) discriminen a los primos
p = 1(mod 4) de los p = —1 (mod 4). Observado esto, parece buena idea pedir que x
solo dependa de la congruencia médulo £ si estamos mirando una progresion aritmética
uk + m. Como en la productoria hay a lo sumo una cantidad finita de primos que no
son coprimos con k (los primos que dividen a k), quizas no interesa el valor de x en los
nimeros no coprimos con k, asi que podemos asumir que alli vale cero. De esta manera,
a x la podemos pensar como una funcién multiplicativa C}; — Z que se extiende a N, y
en realidad a todo Z.

El hecho de que x preserve el producto y que solo dependa de la congruencia médulo
k implica que la imagen de x es un subconjunto multiplicativo (cerrado por el produc-
to) finito de Z, y por ende esté contenido en {—1,0,1}. Este es también el subconjunto
multiplicativo finito mas grande de R. En general, no hay suficientes funciones multi-
plicativas x : C; — {—1,0,1}, asi que quizds nos falte informacién para cubrir todas
las progresiones aritméticas. Por ejemplo, si £ = p > 5 es primo, tenemos que analizar
©(p) = p— 1 > 4 progresiones aritméticas distintas, pero solo tenemos 2 posibles x no
nulas, ya que como C} es ciclico, para determinar x basta ver si manda al generador a 1 o
-1. Esto nos obliga a considerar los complejos. Como la imagen debe ser un conjunto finito
multiplicativo de C, debe estar contenida en S U {0}, donde S* := {2 € C : |z| = 1}.
Es decir x : Cf — ST U {0}.

Dirichlet considera primero el caso kK = p primo, siendo muy sabido en el siglo XIX
que Cj era ciclico y que es isomorfo a G,_; C S I (aunque nada de esto lo decian asf, por
supuesto), lo que por razones ya mencionadas lo hacia evidentemente el caso mas facil.
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3.3. Caso k =p primo impar

Vamos a usar la separacion en secciones como lo hizo Dirichlet, resumiendo cada una.

§1

Como mencionamos, considera primero el caso kK = p primo. El toma un elemento
primitivo médulo p, al cual denota ¢ y dice que para cada n natural, existe un ntimero
Y tal que ¢ = n (mod. p).

Escribe simplemente w?, donde w es una raiz arbitraria de la ecuacién wP~! — 1, para
referirse a la funcién y(n), determinada a partir de y(¢) = w. La notacién de Dirichlet
presupone que se ha fijado una eleccién del elemento primitivo ¢, aunque cualquiera
funcionard igualmente bien.

Para un primo ¢ distinto de p y s un real positivo mayor a 1, se tiene la serie geométrica

;1 = 1—i—w“’l +w27%+w37% +...

1 — w'yq_s qs q s q S
donde aclara que 7 estd indexado por ¢ (se refiere a 7,). Esto lo hace para aliviar notacién.
Al avanzar las paginas y al considerar casos mas complicados, el omite el subindice de
~ nos hace requerir cierta memoria; aqui comienza a quedar en evidencia la ventaja del
lenguaje moderno.

Ahora es donde define la serie. Dado un nimero factorizado en primos n = ¢™ ¢"™" .. .,
considera el término

wm’vq/—l—m”'yqu—&-...i
nS
y observa que
/ " —_
m’yq/—i—m ’yq//+... :’)/n(m()dp—l)
entonces
wm"yq/+m//'yq//+... —

Por lo tanto tenemos la ecuacion
1 1
—_— ’Y_ =
M -Tws - g

donde el producto es sobre todos los primos diferentes de p y la suma va de 1 a co sobre
los naturales no divisibles por p.

Dirichlet expresa que esta ecuacién representa p — 1 ecuaciones diferentes (una para
cada w). Los posibles w lo podemos obtener como potencia de un ) (una raiz primitiva)
elegido adecuadamente, de modo que los valores sean

Q0ab Q2L Q2
Segun esta notaciéon escribe los diferentes valores L de la serie o producto como
L07 L17 L27 cry Lp72

Dirichlet piensa en p — 1 ecuaciones diferentes, en lugar de considerarla una tnica
ecuacién parametrizada por w, como hoy hariamos.

§2

20



pk +m 3 LA IDEA'Y EL LENGUAJE DE DIRICHLET

Posteriormente escribe s = 1 4 p y estudia el comportamiento de L para diferentes
valores de w cuando p se vuelve infinitamente pequeno. Comienza con Ly, fijaindose en la

suma
1 1 1

T (k+ 1)+ + (k + 2)1+r t

donde k es una constante positiva. Sustituyendo en la férmula conocida

! 1 L1+ p)
k-1 _
/0 " " log” (5) dx = RE (2)

para k, k+ 1, k+ 2, ..., obtenemos

1 ! 1\ 2+t I(1+ p)
=~ | log” | = dr =
5 F(l—l—p)/o ©8 (x) 11—z kite

)= rmp) ey / log”™ (i) b

la ecuacién se transforma en

1 Lokt 1 1
S=—-+ — log? [ = ) d
p /0 (1—93 10g(%)> o (33> '

donde el segundo término, para p infinitamente pequeno, se aproxima al limite finito

L k=1 1
/0 (1—x _log(%)> d

Sacando un factor comun, relaciona .S con las sumas en donde en el denominador hay
una progresion aritmética modulo p. Y observando que Ly es suma de p — 1 de estas
series, concluye

S

Usando

p—1 1
Lo e v(p) (3)
donde ¢(p) se aproxima a un limite finito cuando p se hace infinitamente pequeno. En
torno a esto, Dirichlet también argumenta en sus palabras, que al ser s > 1, la serie L
converge absolutamente y por ende no depende del orden de los términos. Con arguentos

elementales, afirma que el producto infinito de (1) tampoco no depende del orden.
83

Para extender el estudio a la series correspondientes a los demés valores de w, prueba
que L es una funcién continua de s > 0, aunque no usa la notaciéon L(s), y su valor en 1

lo denota
1
Z W=
n

Para probarlo, toma un natural h y considera los primeros h(p — 1) términos de L usando
la férmula (2), valida para cualquier 1 + p > 0 positivo, evaluadaen 1 +p = sy k = n.
La suma de los h(p — 1) términos queda

o), oo () mg [ £ (e o
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donde usa la abreviacién
flz)=wlz +wrz® + .. +wriaP?
Si w no es 1, el polinomio * f(x) es divisible por 1 — x porque
="+ + .+ =1tw+. .+ =0

Una forma de visualizar geométricamente la anulacién de esta ultima suma es notar que
el conjunto de sus sumandos es simétrico respecto del origen.

Dividiendo por 1 — z el numerador y denominador en el integrando de (4) y luego
acotando la parte real e imaginaria de lo que nos queda en el término que aparece restando,
esta desaparece cuando h = oo. Por lo tanto

Y 1 _ 1 ' %f@j) s—1 1
Zw ns F(s)/o 1—ap log (E) da

es es finita y derivable para s > 0. Luego, da dos ecuaciones funcionales para la parte
real e imaginaria de esta ultima expresion, que relaciona su valor s con su valor en 1 y el
valor de la derivada en otro punto.

§4

Para w distinto de 1, el siguiente paso es probar que

= 5

no es cero. Primero simplifica la expresiéon de arriba, y posteriormente hace la prueba
para el caso w = —1, que le lleva dos paginas. Comienza descomponiendo facilmente el
integrando como suma de fracciones simples, usando la factorizacion del denominador.
De esta manera, obtiene

1 . 4 2m7r\/7 de?
Z“ﬂﬁ__ 2.1 ( )/Ol_ewym

donde la suma de la derecha va de m = 1 a m = p—1. Argumentando férmulas conocidas
de la “ciclotomia”, obtiene sin problemas la igualdad

§(57) g (2547)

Y usando que para cualquier fraccion positiva «, se tiene

1
d
/ e log(2sin ar) + g(l —2a)v—1
0

1— €2a7r\/j

resulta

Surk ==y (5 S s (2020 5 (127 v31)

En este punto, me parece muy tentador ver que la parte imaginaria es distinta de
cero, que seria ver que
p—1 p—1
8 4l B
E wm £ — E mw™™
m=1 p m=1
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Vimos que la suma de los primeros p — 2 términos del miembro izquierdo es cero, asi que
nos queda

p—1
m
— g mw'Ym ?é w"/pfl
pm:l

Ya sabemos que esto no deberia cumplirse para w = —1, y no me detuve a pensar los
demds casos. Sin embargo, Dirichlet no parece senalar esto, y escribe:

Aunque esta expresién es muy simple, en general no podemos concluir que
> uﬂ% tiene un valor distinto de cero. Lo que falta son principios adecuados
para la declaracion de condiciones bajo las cuales los compuestos trascen-
dentes que contienen enteros no definidos pueden desaparecer. Pero nuestra
prueba deseada tiene éxito en el caso especifico en el que w = —1. Para
valores imaginarios de w, daremos otro método en la seccién siguiente que,
sin embargo, no puede aplicarse al caso especifico mencionado. [12, p. 9]

El caso w = —1 es el mas dificil. Dirichlet utilizé técnicas profundas de formas cua-
dradas, a partir de observar que como (—1)" = <%>, el valor de L1(p 1) cuando p es

infinitamente pequenio, tiende a

Zort-£():

Al final de la seccién, hace dos comentarios adicionales. El primero es que a partir
de la igualdad (1), viendo que en este caso todos los factores del producto son positivos
cuando p es infinitamente pequeno. El segundo se refiere a la deducciéon como corolario de
dos teoremas importantes (no los enunciamos porque requerimos notaciéon que omitimos)
sobre los primos de la forma p = 4p + 3, que segin él, probablemente no podrian ser
demostrados de otra manera.

En los anos se encontraron formas alternativas y mas simples de manejar este caso,
pero aun seguia siendo el paso mas sustancial y técnicamente complicado de la prueba.

§5

Para probar que L,,, si m no es 0 ni %(p — 1), no se aproxima a cero cuando p es
infinitamente pequeno, aplicamos logaritmo en el producto de (1), y desarrolla en serie

de potencias el logaritmo de cada factor. Le queda

Z g T3 th 2)1+7 T3 Zw?w 1+p = logL

Si sustituimos w por la correspondiente potencia de €2, recordamos que la suma

L4+ QM Q% 4 4 Q=D

se anula excepto cuando h+y es divisible por p—1 (en cuyo caso la suma da p—1), condicién
que se identifica con los ¢" = 1 (mod. p), y recordamos que log transforma productos en
sumas, obtenemos

(P—l)( Tp —Z 2+2p —Z 5+5p ) = log(LoL1 -+ Ly-2)
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donde la primera, segunda, ... suma se relaciona con aquellos valores de ¢, cuyas primeras,
segundas, ... potencias son de la forma up + 1, respectivamente. El miembro izquierdo es
siempre un real positivo. Veamos que si asumimos que L,, se aproxima a cero, entonces
el miembro derecho seria —oo cuando p se anula. El lado derecho se puede escribir como

log Ly + log L%(p_l) +log LiL,_o +log LoLy 3+ ...

A partir de la igualdad (3) sabemos que log Ly se aproxima a log <%> Por § 4 sabemos que
log L 1(p—1) tiene limite finito. Suponiendo que L, tiene limite nulo y usando las ecuaciones
funcionales que mencionamos (y no dimos) al final de § 3, ve mediante argumentos breves

que log Ly, L,,_1_,,, se aproxima al menos a —2log (%) Luego, log Lo + log Ly, Lyy—1_p, se

aproxima a algo menor o igual que — log (%), y es claro que este valor negativo infinita-
mente grande no puede ser cancelado por los otros términos (porque probamos que Ly,
tiene limite finito para m > 0).

Ya vimos que L,, tiene un limite finito distinto de cero, si m > 0. Luego, le dedica
una pagina a comentar sobre el problema de calcular el limite explicito, lo cual no es
necesario para probar el teorema en si.

§6

Esta seccién la dedica a termina de probar que si m = 1,...,p — 1, entonces hay
infinitos primos en la progresién aritmética up + m. Para esto, dice él, multiplicamos las
ecuaciones contenidas en (1), que corresponden consecutivamente a las raices

1,0,0% ..., Qr?

con
1,Q 7 Q7 Hm QP2

respectivamente, y sumamos (es decir, estd tomando una combinacién lineal), obtenemos
en el lado izquierdo

1
E (1 L+ Q20 m) Q(p*2)(v*vm)) =
q P
1
2y=ym 2(2y=ym) (P=2)(2v=m)
+ ) (1+Q +9Q +...+0Q )q2+2p
1
3y—ym 2(3y=m) (P—2)(3v—ym)
+ > (149 + +...4+0Q )q3+3p

+ ...
donde debemos recordar que 7 estd indexada por g. Ahora, del hecho de que
1+ Qr=m  Q2hy=m) 4 Q=2(hr-mm) —

excepto cuando hy — 7, = 0(mod. p — 1), en cuyo caso la suma es igual a p — 1. Esta
congruencia equivale a tener ¢" = m (mod. m). Por lo tanto, tenemos la ecuacién

1 1 1 1 1
q1+p+§zq2+2p+§zq3+3p+”'
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= ﬁ (log Lo+ Q" log L1 + Q27 log Ly + ... + QP72 Jog Lp,g)
donde la primera sumatoria es sobre todos los primos ¢ de la forma up + m, la segunda
sobre todos los primos ¢ con cuadrados de esa forma, la tercera sobre todos los primos ¢
con cubos de esa forma, etc. Si asumimos ahora que p se vuelve infinitamente pequeno, el
lado derecho se volvera infinitamente grande a través del término log Ly. Por lo tanto, el
lado izquierdo también tiene que volverse infinito. Pero en este lado, la suma de todos los
términos, excepto el primero, permanece finita porque, como es bien conocido, la suma

5 qi S ql ..
sobre todos los enteros n mayores que 1, es finita. Asi, la serie
y-L
qitr

debe crecer mas alla de cualquier limite positivo, por lo que tiene infinitos términos, que
son los primos ¢ de la forma up + m, q.e.d.

3.4. Caso general

Posteriormente a lo visto recién, Dirichlet generaliza estas ideas al caso en donde
k es compuesto, y da comentarios interesantes sobre las ideas que tuvo y sobre otros
problemas. Seguimos separando las secciones segtin lo hizo Dirichlet.

87
Dirichlet comienza factorizando en primos
l{j = 2)\p7rp,ﬂ-/ o ..

donde 7, 7', ... son mayores o iguales a 1. Hoy, nos seria mas cémoda la notacién p;* para
los factores. El grupo de unidades médulo & es igual al es isomorfo al producto de los
grupos de unidades médulo cada uno de los factores p!*. Dirichlet cita a Gauss [14, sect.
III], quien habia demostrado que si p es un primo impar y 7 € N, entonces se puede
encontrar un elemento primitivo ¢ modulo p™. Es decir, la clase de residuos de ¢ genera el
grupo ciclico C-, o de manera equivalente, para cada n coprimo con p, existe un 1, tal
que ™ =n (mod p™). Asi, podemos elegir elementos primitivos ¢, ... correspondientes
a p™,p'™ ... Sin embargo, si A > 3, no existe un elemento primitivo médulo 2*. En su
lugar, el grupo de unidades médulo 2* es producto de dos grupos ciclicos, y para cada
n coprimo con 2, existen o, y 3, tal que (—1)* 5% = n (mod 2*). Asi, para cualquier n
coprimo con k podemos escribir

n=(—1)5%md" ... (mod. k)

Como antes, si elegimos raices de la unidad apropiadas 6, ¢,w,w’, ..., obtenemos una
funcién
/
X(n) _ ean@ﬁnw’ynw/% e

(como mencionamos antes, él no usa la notacién x(n)). Luego suprime el subindice n,
dejandonos como tarea recordar esta dependencia. Un contraste con ciertas pruebas mo-
dernas (como la que daremos en CITAR), es que estas ultimas tienen poco que decir
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sobre ciertos x en particular, a excepcion del que Dirichlet habia denotado Ly y que tiene
un comportamiento distintivo.

§8

La funcién x es multiplicativa y depende solo de la congruencia médulo k, asi que
obtenemos un “producto de Euler” que luce

1 / 1
_ a By L
H1_9a¢ﬁwvw/7’...qis o Z@ pww ns L

donde el producto es sobre los primos ¢ distintos de 2, p,p’, ... y la suma sobre todos los
naturales n coprimos con 2pp’ - - -

Dirichlet denota por K a la cardinalidad del grupo de unidades médulo k, que es lo
que nosotros estamos acostumbrados a denotar ¢(k), e insiste en que la ecuacién general
anterior contiene K ecuaciones particulares. Dirichlet continué observando que podemos

elegir raices primitivas de la unidad ©, ®,Q, €)', ... de manera que todas las elecciones de
0,0,w,uw, ... puedan expresarse como potencias de estas:
/
0 =0, =9 w =, W =0 ...

denotando a la correspondiente L, por

La,b,c,c’,...
de forma andloga a la notacion en el caso mas simple k = p primo.
89

Aqui, separa el conjunto de las funciones L en tres clases disjuntas, de forma analoga a
lo hecho en el caso & = p primo. La primera contiene solo a la serie Ly p,.., la segunda
esta formada por todas las demas que se corresponden con los x que tomen solo valores
reales, o sea las que combinan los signos

0 =41, = +1, w=+1, W=+l ...

sin que todas sean 1. La tercera clase esta formada por las que alguna de las raices
o, w,w, ... es imaginaria (no incluimos a 6 porque podemos asumir siempre que es +1).
Es evidente que las series de esta tltima clase vienen de a pares conjugados.

Primero trabaja con la primera clase, descomponiendo la serie como K series corres-
pondientes a cada progresiéon aritmética médulo k, y concluyendo rapidamente que la
suma de estas contribuciones resultan en

K 1

?';‘HO(P)

donde ¢(p) tiene un valor finito cuando p tiende a cero.
Al analizar las otras dos clases, llega sin inconvenientes a una féormula andloga a (5).

§10

Salvo algunas modificaciones, la estructura que se sigue al probar la no anulaciéon de
las series de la segunda y tercera clase, es andloga a la del caso k = p primo. Primero,
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a partir de suponer que las de segunda clase no se anulan, lo prueba para las de tercera
clase. En el transcurso, llega a una expresion analoga a la de la seccion § 6, que luce ast:

1 1 1 1 1
q1+p+§zq2+2p+§zq3+3p+“'

1 ! !
- ? Z @_ama@_ﬁmbg—’ymtgl—’ymc o lOg La,b,c,c’,...

donde la suma en el lado izquierdo es sobre todos los primos ¢ cuyas primeras, segundas
y terceras potencias estan son de la forma pk 4+ m, mientras que la suma de la derecha
es sobre todas las series Lqp ..

Concluye la seccién con el hecho de que si m es coprimo con k, la serie

1

ql—i-p
sobre los primos ¢ de la forma puk + m tiende a infinito cuando p tiende a cero, q.e.d.
§11

En esta seccion, Dirichlet concluye su trabajo con comentarios sobre formas cuadrati-
cas y el caso de las series de segunda clase.

4. Prueba moderna

Hay al menos dos pruebas modernas con diferentes variaciones. Quizas la parte dis-
crepante se concentre mas que nada en como ver la no anulaciéon de las series de segunda
y tercera clase. Apostol [1] y otros libros exponen pruebas que, al igual que Dirichlet, dis-
criminan la segunda clase de la tercera, aunque considerando la serie ) lnT” mediante una
maquinaria algebraica que excede este escrito. Aqui presentaremos una demostracién que
utiliza fuertemente andlisis complejo elemental, y que no discrimina a la segunda clase
de la tercera, sino que concentra las dificultades de ambas en un mismo paso mas limpio.
Elegimos esta para no ser repetitivos con el capitulo anterior y para exponer parte de la
teoria general motivada a partir del teorema que nos ocupa. Para este propdsito proposito,
citamos los articulos [18], [19] y en menor medida [13]. Del muy breve andlisis histérico
que ofrecen estos, podemos apreciar que la prueba que daremos es fiel a la original, con
modificaciones que cuenta a Edmund Landau como posible primer contribuyente.

El libro [5], de donde hemos tomado la cita de Erdés que estd en nuestra portada,
esta poblado de ilustraciones interesantes, asi como de resultados de interés para quien
quiera profundizar en la teoria.

4.1. Series de Dirichlet y caracteres de grupos

Definicién 4.1 (Series de Dirichlet). Una Serie de Dirichlet es una de la forma

o)
Qn
n®

n=1

donde s y los a, son complejos.
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Retomando los preliminares §3.1, definimos un grupo abeliano G como un grupo
conmutativo, es decir que satisface g1go = g291 para todo par g, ps € G.

Definicién 4.2 (Caracteres de grupos). Un cardcter de un grupo abeliano G es un homo-
morfismo de grupos x : G — C*. El cardcter trivial x =1 se denota x = 1. Al conjunto
de cardcteres de G se lo denota G.

Como sabemos, estos caracteres tienen a G, como conjunto de llegada, ya que V
g € G, 3k eNtal que g* =1, y por ende x(g)* = x(¢*) = x(1) = 1.
Los caracteres que nos interesan en nuestra demostracion son los siguientes:

Definicién 4.3 (Caracteres de Dirichlet). Un x € (/J’\,j es un car. de Dirichlet mod. k.

4.2. [L-funciones

Como mencionamos en § 3.2, los caracteres de Dirichlet tienen a G, como conjunto de
llegada, y se pueden extender a todo Z. De esta forma obtenemos las series de Dirichlet
que nos interesan:

Definicién 4.4 (L-funciones). Una L-funcion es una serie de Dirichlet donde a,, = x(n),
con x : Z — G,U{0} C C la extension a Z de un cardcter de Dirichlet. Se denota L(s, x).

A continuacién escribimos formalmente un teorema que generaliza al de Euler (Prop.
2.1), y que ya hemos demostrado de forma comentada en medio de §3.2. Aprovechamos
para dejarlo presentado.

Teorema 4.1 (Producto de Euler).

Demostracion.
x(2) X(2)x(n) = x(2n) x(n)
s L( ) ) - nz—:l 2518 - nzz:l (271)5 - ;; ns
x(2) x(n)
L(s,X) | P’ _st(p) _
Lo = H p* —px(p)

]

A simple vista, parece evidente que L(1,1) diverge porque ((1) lo hace. De hecho,
esto se explicita con la siguiente férmula valida V Re(s) > 1.
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Observacion 4.2. La L-funcion asociada al cardcter trivial modulo d satisface

et = I == = <) [T a7

p primo p primo
ptd pld

Demostracion. Es el producto de Euler (ver Teo. 4.7) aplicado a x = 1, y recordando que
los cardcteres médulo d (en este caso el trivial) anulan a los factores primos de d. ]

Nota: Para visualizar mas facil la igualdad anterior, se la puede pensar de forma
andloga a lo hecho en la demostracién del producto de Euler (Proposicién 2.1). Solo que
como la serie L(s, 1) solo contiene los términos correspondientes a los n coprimos con d,
en la productoria deben aparecer solamente los primos que no dividen a d.

Proposicion 4.3. Las L-funciones satisfacen:

1. L(s,1) diverge en s = 1.

2. L(s,x) converge absolutamente solo en {s € C | Re(s) > 1}, V x.
Demostracion. Y x, se tiene

1(n)
p—Re(s)

Luego, L(s, x) converge absolutamente si y solo si L(Re(s), 1) converge, y por la Obser-
vacién 4.2 esto ocurre si y solo si Re(s) > 1, ya que (¢ diverge en s = 1. O]

La exponencial compleja es e? TV = ( cos Y+ sin y) . Si al plano complejo le quitamos
una semirecta que salga del cero hacia el infinito, alli existen infinitas funciones log tal
que expolog = Id, y toda ellas difieren en un miltiplo de 27. Ademads, estas funciones
son analiticas (versién compleja de diferenciable) en su dominio.

Antes de tomar log L(s, x) tenemos que asegurarnos que L(s, x) esté efectivamente en
el dominio de una rama del logaritmo complejo, es decir hay que ver que no se anula para
x # 1. La demostracion de este hecho la veremos luego en §4.5 para no perder el hilo de
la idea general. Al probar esto, y por continuidad del log y de L(s, x), podemos encontrar
u entorno de sp = 1 € C y una rama del log tal que log L(s, x) esta bien definido para
todo x y todo s # sg en dicho entorno.

Proposicién 4.4. Para Re(s) > 1 se cumple
log L(s, x) Z X O(1)
p primo
Demostracion. Con un argumento andlogo al del Corolario 2.3 tenemos

log L(s, x) Z log

p primo

)

Como log (i) es analitica (por ser composicién de analiticas) en el conjunto {z €
: |z| < 1}, alli es igual a su serie de Taylor. Dicha serie es como la que tenfamos en

Var1able real en la demostracién del Corolario 2.3. Luego, si |z| < 2, entonces tenemos
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la cota |log (125) — z| < |2|%. Denotemos z, := x(p)p~*. Como |z,| = [p~*| = p=*) =
p R < p=t < 1V p primo,
logLis)— 3 X2y et Y
- ps - 1—2, —~ P
p primo p primo p primo
1
< 1 -
Z o (1 - Zp) 7
p primo
1
<D lal< ) 5 <@
p primo p primo p
Es decir, la diferencia es una funcién acotada por la constante ((2) = %2. O

4.3. Isomorfismo natural y relaciones de ortogonalidad

Para dar el siguiente paso vamos a probar resultados de caracteres de grupos en
general.

Proposicién 4.5. G ~ G.

Demostracion. Si G es ciclico de orden m generado por ¢, x € G y g € G entonces
X"(g9) = x(¢™) = x(1) = 1. Es decir, ™ = 1. Y como para cada w € G, podemos
definir un tnico x a partir de x(¢) = w, concluimos que G~ G,, ~ G.

Para el caso general, por el Teorema de estructura tenemos G ~ G,,, X ... X G, .
Luego,

—

@szmlx...x@m\l:Gmlx...xGmT:G
O

También podemos pensar a G como un grupo con la multiplicaciéon de funciones, y

preguntarnos lo que pasa con G. Por la proposicién anterior aplicada dos veces, sabemos
que es isomorfo a G. En realidad veremos que son mas que isomorfos. No daremos la
definicién formal de “isomorfismo natural”, concepto que aparece en el siguiente enun-
ciado. Sin embargo, damos una intuicién de su significado. La idea de estos isomorfismos
es que se definen de forma “limplia” y genérica, sin ningin tipo de eleccién particular en
cada caso. Por ejemplo, el isomorfismo de la proposicién anterior lo construimos a mano,
y depende de G y de una base del mismo, o sea sin deducirse de una formula general
concisa.

Proposicién 4.6. La funcion
ev:G— G

g — evg
evy(x) == x(9)

es un isomorfismo natural.

Demostracion. ev es claramente un homomorfismo de grupos con ntcleo trivial. Al ser
un monomorfismo entre dos grupos finitos del mismo orden, resulta un isomorfismo. [J
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La idea de los ultimos dos resultados esté presente en otros contextos, por ejemplo en
Algebra lineal, al ver que un espacio vectorial de dimension finita es isomorfo a su dual,
y naturalmente isomorfo a su doble dual.

Para motivar lo que sigue, consideremos el caso k£ = p primo para simplificar. Una
hecho clave en la prueba fue que

v | p—1 si E=0
> @ _{0 si 0O<k<p—1 (6)
weGp_1

Una intuicién geométrica respecto a eso es que G,_; es un conjunto “simétrico” respecto
del punto 0, por lo que la suma de sus elementos no deberia indicar ninguna direccién
privilegiada. Esta es una idea que puede tenerse al ver la demostracién del préximo
teorema. La ultima igualdad puede traducirse en

p—1 st x=1
2 = R i
cuya idea de prueba se puede generalizar de la siguiente forma:
Teorema 4.7. Si G es un grupo abeliano finito, entonces
1 oy =
o= % Y7

Demostracion. Si x = 1, es claro, pues los |G| términos de la sumatoria son iguales a 1.
Si x # 1, entonces 3 h € G tal que x(h) # 1. Luego,

X)) " x(g) =D x(h)x(g) =Y _x(hg) = D> x(9) =>_x(g)
geG geG geG gehG geG

donde hemos usado que los conjuntos hG y G son iguales debido a que h es invertible
por ser GG un grupo. Por lo tanto,

(1=x() D xlg9) = x(9) =Y x(9) =0

geG geqG geqG
Como 1 — x(h) # 0, entonces la sumatoria debe ser anularse. O

Sea a € C;, tomando ¢ un generador de C} podemos escribir a = c* para algiin
0 <k < p-—1. Usando en el fondo que G ~ G, vemos

doxla) =Y x() = xfF = Y o
xeC; x€C;; xeC; w€Gp_1
Es decir, de la ecuacién (6) concluimos
) p—1 st a=1
Zx<a>_{0 si a#1
X€Cy

Otra forma de ver esto es directamente hacer la cuenta con yx variando y a fijo, y
aplicar la idea analoga de recién en el Teorema 4.7 cuando era y quien estaba fijo y ¢
variaba. Una manera de pensar esto 1ltimo conectando ideas y evitando repetir cuentas,
es usar el isomorfismo de la Proposicion 4.6, como hacemos a continuacién.
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Corolario 4.8. Si G es un grupo abeliano finito, entonces

1 si g=1
quIX {Osig%l

x€G

Demostracién. Como G ~ G, tenemos |G| = |G|. Y por la Proposicién 4.6, como ev es

un isomorfismo, tenemos que ev, = ev(g) € G es igual a 1 si y solo si g = 1. Recurriendo
también al Teorema 4.7, escribimos

ov _J 1 sievig=1 _[1 si g=1
|G|ZX |G|Z s(X) {0 si ev(g) £ 1 {0 si g#1

Lo que necesitamos nosotros es el item 2 del siguiente corolario.
Corolario 4.9 (Relaciones de ortogonalidad de cardcteres de Dirichlet). Sea m € N.

1. Sean x y ¥ dos (extensiones a Z de) caracteres de Dirichlet médulo m, entonces

mD DZONORE ety

—_

2. Sean a,b € N coprimos con m, entonces

1 si a=b(mod m)

@ﬂ@:{Osiaiﬂmﬁm)

3|~
™
e

X€ECT,

Demostracion. 1. Aplicamos el Teorema 4.7 a ¢~ 'x. De ¢(a) = ¢¥(a)™! = ¢! (a), sale

m—1 m—1 i C;;L si -1y — 1 .
(a)x(a)ZZ(%U X)(a):{(‘) | si Z—lié;él _{g( si Y # X

a=0 a=0

2

<
I

=

2. Andlogamente, ahora aplicando ahora el Corolario 4.8. Por x(b) = x(b)~! = x(b71),

X a0 = X xea={ ¢ 5 ez =18 g

X€Cr, X€Cr,

4.4. Coémo queda la demostracion

Ya tenemos todos los ingredientes para nuestra demostracion:
Teorema 4.10 (Dirichlet, 1837). Si d y a son naturales coprimos, entonces

o=

p primo
p=a(mod d)
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Demostracion. De la Proposicién 4.4 y el Corolario 4.8, sale

> X@logL(s.x) = 3o X(@) 30 Xe) | o)

Xeéz xEC* p primo

I = Z Z x(a@)x(p) + O(1)

p prlmo XEC*

I = Z eld) + O(1)

p primo ps
p=a(mod d)
1
p(d) > E:Z a)log L(s, x) + O(1)

p=a(mod d) xeC

1 L(s,

— = x(a)log L(s,x) + O

p;lo p* 90( =G Z ) D

p=a(mod d)

Como L(1,x) # 0 para x no principal, al tomar lim,_ ,;+ en el segundo miembro de la
ultima igualdad, el primer término diverge y el segundo converge. Por ende el miembro
derecho diverge. O

4.5. No anulacién de L(1, )

Como ya mencionamos, esta es sin duda la parte mas dificil de la prueba.

La divergencia de L(1,1) es muy lenta, tanto como la de la serie arménica. Es lo “mas
lenta posible”, formalmente decimos que L(s, 1) (en realidad, su extensién analitica, que
veremos en un rato) tiene un polo simple (o polo de primer orden) en s = 1. La idea
entonces es que si L(1,y) = 0 para algtin y, tenemos que lim,_,; L(s,1)L(s, x) existe.
Esto nos lleva a definir la Funcion zeta de Dedekind, como el producto de todas las L-
funciones médulo d, y la denotamos (. Recordar que esta funcion fue usada por el propio
Dirichlet al probar la no anulaciéon de las series de tercera clase cuando vimos el caso
k = p primo impar. La ventaja de utilizar todos los caracteres radica en atacar todos los
casos en simultaneo, favoreciendo a la manipulacién de términos para llegar a férmulas
cerradas utiles.

Empezamos viendo los resultados finos sobre series de Dirichlet que necesitamos para
aplicar a (i. Luego vemos como estos confluyen en la conclusién de la prueba.

4.5.1. Preliminares: resultados basicos de Analisis complejo

Estos resultados forman parte de un curso basico de Analisis complejo, y los damos
sin demostracién. Un buen libro es el de Conway [16].

Teorema 4.11. Toda funcion diferenciable en un abierto D C C es analitica. Es decir,
satisface una representacion en serie de Taylor en cada bola abierta contenida en D. A
su vez, esto implica que las funciones diferenciables son infinitamente diferenciables.

Nota: Lo anterior es una clara diferencia respecto del analisis real, y es el ntcleo de
la potencia del Anélisis complejo, que presenta resultados sorprendentes.
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Proposicion 4.12. El limite uniforme preserva la analiticidad. Es decir, si f = lim f,
es un limite uniforme en un abierto D donde las f, son analiticas, entonces f también
es analitica en D. Ademds, f) = lim f,(f).

Ya dijimos lo que es una funcién analitica. Un polo sq de una funcion f es un punto
problematico en donde f es analitica en un entorno de z; salvo en ese punto, donde
diverge. Basicamente, se tiene que f es de la forma f = (z—gzo)n donde algin n € Ny g es
analitica. El minimo n con esa propiedad se llama orden del polo. Por otro lado, tenemos
la nocién de orden de un cero ¢y de f, que es el minimo n tal que f se escribe de la forma
f = (2 — cp)"g donde g es analitica y no se anula en ¢y. Observar que el producto de
una funcién con un polo de orden n en zy con una que tiene un cero de orden > n en z,
resulta en una funcion analitica alrededor de dicho punto. En particular, esto ocurre si el
polo es simple (de orden 1) y el cero es de cualquier orden. Este caso particular es el que
nos aparece.

Una Funcion meromorfa en un dominio es una analitica salvo quizas en una cantidad
finita de puntos, en donde presenta polos.

También nos viene bien saber qué son los conjuntos compactos de C. Estos son los
conjuntos cerrados (cualquier punto del complemento tiene todo un entorno contenido en
el complemento) y acotados.

4.5.2. Resultados de analiticidad y extensiones

Para lo siguiente necesitamos usar una versién de la Formula de sumacion de Abel:
Sean {u,},{v,} C C dos sucesiones complejas y U, := > | u;, entonces

N N—-1
Z Unvn - UNUN + Z Un(vn - Un—l—l)
n=1 n=1

En particular, si lim U,v, = 0, entonces

n—o00
() ()
E UnUp = E Un(vn - Un—l—l)
n=1 n=1

y cualquiera de las series converge si y solo si converge la otra.

Teorema 4.13 (Cohen). Si una serie de Dirichlet converge en un determinado so € C,
entonces converge uniformemente sobre compactos en el semiplano abierto Res > Re sq,
siendo analitica alli.

Demostracion. Sea f(s) =) a,n*, aplicamos la Férmula de sumacién de Abel a

ay, ay, 1
E  pso psTso unvn(s)
N~ -~

Un  vp(S)

Por hipétesis, sabemos que {U,} es convergente, de hecho el limite es f(sg). Por otro
lado, v, — 0 en el semiplano Re s > Re sg. Luego, U, v,(s) — 0 en el semiplano. Ademas,

(o) [oe)
Z |Un||vn - Un+1| < sup |Un| Z |Un - Un-i-ll
n=N neN n=N
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Ya nos deshicimos de la sucesién {a,} y solo queda acotar uniformemente la cola de
> vy — vpy1]. Denotemos § := s — s¢. Por el Teorema fundamental del cdlculo,

n+1 d B |§|
/n Et dt‘ (n+1)—n) sup

= - 7
n<t<n+1 nlt+Res ( )

o0 o 1
D lon = vnn | <31 Y~
n=N n=N

Y esta tltima serie sabemos que converge uniformemente sobre compactos en Re s > 0.
La analiticidad sale de la Proposicién 4.12. O]

-5
t§+1

‘Un - Un—l—l‘ —

De la Prop. 4.12 también sale que la derivada se realiza término a término, resultando
—logn)*
)5y — § nl=logn)®
oy el
Proposicién 4.14 (Riemann, 1859). ¢ admite una extension meromorfa a {Res > 0}
con un unico polo (simple) en s = 1.

Demostracion. Para Res > 1 tenemos

R N TR ORI T

n+1l _ _ . sl
Notar que f, := fn n~° — t7° son funciones analiticas en {Res > 0}. Queremos ver
que Y f, converge uniformemente sobre compactos para concluir que es analitica (Prop.

4.12). Esto lo logramos reciclando las cuentas hechas en (7):

< —S _ 4=8| _ |,,—S __ -5 |8‘
[ful < méx 07" =17 = 07" = (0 + 1)7°) < e
Luego, ( = =5 + > fn es suma de una funcién meromorfa en {Res > 0} con un tnico
polo (s1mp1e) en s = 1, y una funcién analitica en todo el semiplano abierto. ]

Una intuicién geométrica para entender lo que sigue es pensar el caso £ = p. En
este caso, las raices de G,_; vienen dadas de a pares w, —w. De esta forma podemos
partir la serie en ’%1 series alternadas, cada una de las cuales debe converger. De hecho,
hasta piensé que quizas podamos intuir la no anulacién de L(1, y) para ciertos caracteres
particulares (cuando nos ayuda la simetria), partiendo 2 series en vez de en p%l, por
ejemplo discriminando los w segun el signo de la parte imaginaria. Esta intuicién se
extiende al caso general a partir de la factorizaciéon de C} como producto directo de

grupos ciclicos.

Proposicién 4.15. Todo cardcter de Dirichlet no principal se extiende analiticamente a

{Res > 0}.

Demostracion. Extendemos el caractér x a todo Z y aplicamos la Férmula de sumacion
de Abel a u, = x(n) y v, = n~*. Por las relaciones de ortogonalidad (ver Teo. 4.7), U,
toma una cantidad finita de valores, por que podemos tomar U = méx |U,|. Tenemos
Uyv, - 0y Vs >0 real se da la cota
o
S Ul — v < U Z on — vt = 3 270
n=N

O sea que la serie converge en todo s real positivo, y por ende en todo el semiplano
abierto derecho siendo analitica alli (Teo. 4.13). O
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En [5, p.72], la demostracién del siguiente teorema se acompana de una pequena
ilustracién sobre por qué podemos tomar una bola de radio mayor a 1.

Teorema 4.16 (Landau). Sea f una serie de Dirichlet con coeficientes a, > 0 que
converge en Re s > sy € R y admite una extension analitica en un entorno de sqg. Entonces
f converge en Res > so — € para algin € > 0.

Demostracién. Denotemos por f a la extensién analitica de f. Por el Teorema de Cohen
(4.13) y por hipdtesis, f es analitica en el semiplano Res > so unido a una bola abierta
centrada en sy, y dicho conjunto contiene una bola de radio mayor a 1 centrada en
a = 5o+ 1. O sea, existe un e > 0 tal que f es analitica en {s € C : |s —a| < 1 + 2¢}.
Su serie de Taylor centrada en a es

Como todos los términos de la serie son positivos, todas las convergencias son absolutas
y por ende podemos reordenar los sumandos como queremos:

00 o) 1 + 6 10 n) 00 00 o)
. E % 2 : g _ z : ane(1+e) logn — %nlJrE — E an
S0 : : ne ne ne naflfe
n=1 k=0 n=1 n=1 n=1

Esto ultimo es la serie de Dirichlet evaluada en a — 1 — € = sq — €. Aplicando nuevamente
el Teorema de Cohen, concluimos la prueba. O
4.5.3. Funcién zeta de Dedekind
Definicién 4.5 (Funcion zeta de Dedekind mdédulo k). ¥V Res > 1,
=[] Z(s.x)
xeC;

Observacion 4.17. V z € C,

H(l—wz)zl—zk

weGy

Demostracion. Los elementos de Gy vienen de a pares conjugados, salvo 1 y eventual-
mente -1 (si k es par). El producto de dos conjugados da ww = |w|*> = 1. Por otro lado,
recorrer los inversos de Gy equivale a recorrerlos sin invertirlos. Luego,

[] - w2) (H w> 11 (- — z) = (D" [Jw=2) = (-1)* (" - 1)

w

donde la dltima igualdad proviene de la factorizacién del polinomio 2% — 1 € Clz]. O
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Dado p un primo que no divide a m, denotamos por p a su reduccién de p modulo d,
y por |p| al orden de p € C}.

Observacion 4.18. Si p 1 d entonces

11 (1 a %) = (1 _ p;s)%/p'

xX€C}

Demostracion. Denotemos oo = (k) /|p|. Aplicar la Observacién 4.17 a z = p~—* y observar

que cada w = x(p) € Gy se repite a veces. En efecto, si ¢ es un generador de 6'\;;, entonces
p = c“ y dado un tal w, el polinomio

za—w:w<<#>a—1> e ClX]

tiene « raices, cada una de las cuales es un posible y(c). O
Observacién 4.19. V Res > 1,
1 ¢ (k)/Ip]
Ce(s) = 11 <m) > L(p(k)s, 1)
P

Demostracion. Recordar el producto de Euler (Teorema 4.1) y que la productoria infinita
es un limite. Como el producto finito (indexado por y) de los limites es el limite del
producto, y por la Observacion 4.18, tenemos

HH HH I (ﬁ)w(wm

X Mk ps ptk X p pik
1 1
> 11 i 2 11 1— pel®s L(p(k)s, 1)
ptk ptk
O
Como esta ultima diverge en s = ﬁ, esperamos que (; no tenga una extension

analitica al semiplano {s € C : Res > 0}. Sera 1til lo siguiente.
Proposicion 4.20. (. es una serie de Dirichlet con coeficientes reales no negativos.

Demostracion. (i es producto de series de Dirichlet con coeficientes > 0 de la forma

(e o] o0

1
T 2 ) =

n=0 n:0

Solo queda argumentar que el producto de series de Dirichlet (con coeficientes no ne-
gativos) es una serie de Dirichlet (con coeficientes no negativos). Esto se puede ver con
argumentos muy elementales y familiares, aunque densos de escribir, la idea seria ver que
el producto de dos series d Dirichlet vuelve a ser una serie de Dirichlet, y pensar a la
productoria infinita como un limite de productos finitos.

El procedimiento anterior garantiza que los coeficientes de (j sean no negativos. Dado
un punto sg en el interior de la interseccion de los dominios de las series, veremos que
localmente (en un entorno de s). O
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Proposicién 4.21. (; tiene una extension meromorfa a {Res > 0} con dnico polo
(simple) en s = 1.

Demostracion. Todos los factores de la productoria que definen a ( tienen una extension
analitica a {s # 1 : Res > 0}, por ende (; también. Si (; fuese analitica también en
s =1, lo serfa en todo el semiplano {Res > 0}. Y como (j, es una serie de Dirichlet con
coeficientes no negativos, debe converger en todo el semiplano (Teo. 4.16), contradiciendo

aue G > L(g(k)s. 1) =
Corolario 4.22. L(1,x) #0 V x # 1.

Demostracion. L(s,x) es analitica en {s € C : Res > 0} V x # 1 (Prop. 4.15). Por
otro lado, L(s,1) tiene una extensiéon meromorfa a dicho semiplano con un polo simple
en s = 1. De lo caso contrario (j seria analitica en todo el semiplano, no teniendo un polo
en s = 1. [

5. Demostraciones euclidianas

Un punto a favor de las pruebas que veremos es que son constructivas, nos dan una
sucesion explicita (aunque probablemente demasiado creciente) de primos con la condicién
que queremos, vy los podemos calcular.

5.1. Los primeros casos particulares

Para esto, fue 1til [1, § 7.3] complementado con la Introduccién del articulo [22].

Probablemente sin ser él consciente, el caso mas trivial ya lo sabia Euclides en el siglo
IIT a.C., y es que tomando m = k = 1, el enunciado equivale a la infinitud de los niimeros
primos. Lo mismo ocurre para k = 2,m = 1.

Caso 5.1 (casos triviales: m = 1y k = 2). Ezisten infinitos primos.

Demostracion. Primero tomamos un conjunto finito de primos y tomamos x igual al
producto de todos ellos. Luego, x + 1 debe ser divisible por un primo distinto. Como esto
vale para todo conjunto finito de primos, entonces estos niimeros deben ser infinitos. [

Asi, conectamos las progresiones aritméticas con las ideas de Euclides. Esta observa-
cion aparentemente ornamental, en realidad expone una forma de plantear el problema:
adaptando la prueba de Euclides, podemos demostrar el Teorema de Dirichlet facilmente
para algunos casos particulares. Por ejemplo, si ¢(k) = 2 (donde ¢ es la Funcion phi de
Euler, que a cada nimero natural le asocia la cantidad de niimeros coprimos menores que
él), notar que m solo puede ser congruente a 1 o k — 1.

Caso 5.2 (p(k) =2, m =k —1). Si p(k) =2, existen infinitos primos p = —1 (mod k).

Demostracion. Dado un conjunto finito P de primos congruentes a m = k — 1 modulo k,
tomamos

N:m—i-k'Hp

peP

(si preocupa el caso P = (), usar la convencién de productoria vacia igual a 1) y observamos
que los primos que dividen a N son coprimos con k, no estan en P, y no pueden ser todos
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congruentes a 1 moédulo k, pues de lo contrario —1 = m = N = 1(mod k), lo cual

es absurdo porque k£ > 2. Por lo tanto existe un primo p que divide a N y tal que
P Zp=m(mod k). O

Notas:

1. El nimero m que tomamos en la prueba, crece demasiado conforme crece el conjunto
P, por lo que el nuevo primo que encontramos puede ser mucho mas grande que
que el menor primo congruente a m médulo k£ que no esta en P.

2. En lugar de tomar N = Hpe p P podriamos haber usado un niimero mas bruto, por
ejemplo N!, donde N es una cota superior de P. Para simplificar la escritura, suele
ser util usar N! sin siquiera nombrar el conjunto P (como haremos en el Caso 5.3).
Podriamos pensar que este cambio puede hacer que el nuevo primo que encontremos
sea ain mas grande, perdiendo nocién sobre la frecuencia con la que estos aparecen,
pero en realidad siempre podemos recordar que de hacer falta, podemos usar un
conjunto P en la misma prueba.

Entonces tenemos resuelto el problema para k € {1,2} = ¢ !(1), y parcialmente
para k € {3,4,6} = ¢ !(2), de forma puramente algebraica. Al preguntarnos si por
este camino podemos avanzar, rapidamente nos encontramos con un obstaculo: viendo
el grupo de unidades de Z; notamos que para cualquier otro par (k,m), los primos que
dividen a N podrian no ser congruentes a m, ya que m € Z; puede escribirse como
producto de unidades distintas a m. Por ejemplo, si k = 4,m = 1 y P es un conjunto
finito de primos congruentes a m, entonces los niimeros de la forma

t14+4p]]p

peEP

en principio podrian tener a todos sus factores primos congruentes a -1, aunque eso
parezca bastante sospechoso. Haciendo uso del Pequeno Teorema de Fermat, podemos
superar esta dificultad en algunos casos.

Caso 5.3 (k =4, m =1). Ezisten infinitos primos p = 1 (mod 4).

Demostracion. Dado N, queremos encontrar un primo p tal que N < p = 1(mod 4). Si
p > N, entonces no divide a N, y por lo tanto (N!)?~! = 1 (mod p). Por otro lado, como
p%l es par, tenemos (—1)%1 = 1. En resumen,

(—1)"%" (mod p)

(N2 = (NPl =1

lo cual nos hace pensar en que podemos buscar un p tal que (N!)? = —1 (mod p), es decir
un factor primo de m = (N!)? + 1. Eligiendo p de esta forma, si N > 1, tenemos que p

es impar, y siguiendo las cuentas anteriores vemos que (—1);%1 = 1 (mod p), con lo cual
p=1(mod 4). O

Argumentos muy similares al del Caso 5.3 podemos usar para ver la infinitud de
primos en otras progresiones aritméticas como 5u—1, 8u—1, 8u—3 o 8u+3 [1, p. 185].
Para avanzar un paso mas con estas ideas que vimos, hara falta anadir técnicas nuevas,
aunque siguen siendo elementales.
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5.2. Caso particular m =1

Aqui probaremos el teorema de forma puramente algebraica y para una cantidad
infinita de progresiones aritméticas: las de la forma pk + 1 con k arbitrario.

Los preliminares para este apartado se ven en un curso de FEstructuras Algebraicas,
pero afortunadamente son sencillos de explicar en palabras. Un libro estandar para seguir
es Algebra de Thomas W. Hungerford [28]. Concretamente, necesitamos saber que Q[X]|
es un DFU. Esto significa que el anillo Q[X] satisface dos cosas:

1. Es un dominio integro. Es decir, el producto es conmutativo y no existe un par de
elementos (en este caso son polinomios) tal que multiplicarlos me de cero.

2. Los elementos que no son cero ni una unidad (unidad significa que tiene inverso
multiplicativo) admiten factorizacién en irreducibles (irreducible significa que no
puede factorizarse como producto de dos elementos que nos son unidades) tnica
salvo unidad. Es decir, dado f € Q[X]|,si f=p1--pr Y [ = ¢ ¢, son dos facto-
rizaciones en irreducibles, entonces salvo el orden, se cumple que existen unidades
uy, ..., u, € QX]* tal que ¢; = pju; para todoi =1,...,r.

Para las definiciones anteriores siempre es 1til hacer un paralelismo con Z.

Para §5.2.1 y §5.2.2 fue muy util el articulo [22].

Inspirados en el Caso 5.3 podemos ver una forma de encontrar primos como los que
estamos buscando. En esta seccion, N serd un nimero natural. Usamos esta notacion
para recordarnos que en general serd un nimero grande que depende de N, precisamente,
nos interesara cuando sea un multiplo de N!.

5.2.1. Nos socorren los polinomios ciclotémicos

Observacién 5.1. SiN* = 1 (mod p), entonces N y p son coprimos y NP~1 =1 (mod p).
De esto nos gustaria concluir que k | p— 1, o sea p = 1 (mod k). Si ademds, N es un
maultiplo de N!, nos aseqguramos que p > N.

Lema 5.2. Sean k, N y p tal que p | N¥ —1 y p{ N¢ —1 V d divisor propio de k,
entonces k | p— 1.

Demostracién. Como pt N, tenemos NP~! = 1 (mod p). Sea d = mcd(k,p — 1), veamos
que d = k, y asi k | p— 1. Tomamos una combinacién lineal entera d =tk + s(p — 1), y
asi N? = (N*){(NP~1)* = 1 (mod p). Por hipétesis del enunciado, d no puede ser menor
a k, por ende d = k. O

Nota: Para el que sabe Teoria de grupos, una demostracion alternativa sale observando
que bajo esas hipotesis, el orden de N € Z debe ser k, y por lo tanto k | |Z]’;\ =p—1

Al interesarnos X*—1 y X?—1 mdédulo p, parece buena idea estudiar dichos polinomios.
Sean Gy C C el conjunto de las raices k-ésimas, y G; C Gy, el conjunto de las primitivas,
entonces hay una expresion como unién disjunta

Gi= | | G

1<d|k
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Definicién 5.1. FEl k-ésimo polinomio ciclotomico se define como
o= [J(X -9
£€G;,
Con estos ingredientes, en C se tiene la factorizacion
Xt —1= ] @
1<d|k

La siguiente propiedad se basa en que si f, g € Z[X] C C[X] con g ménicoy g | f en
C[X], entonces £ € Z|X]. Esto es evidente a partir del algoritmo recursivo clésico de la
division de polinomios. Nos serd util denotar

[k O
1<d<k
Lema 5.3. ¢, € Z[X] Vk.
Demostracion. Hacemos induccién fuerte en k. El caso base k = 1 es &, = X — 1.
Suponiendo que vale para todos los naturales menores a k > 1, entonces I'y € Z[X] y es
monico por ser producto de monicos, por lo tanto &, = X1 ¢ 7| X]. O

I

Observacién 5.4. p | N — 1 para algin d divisor propio de k <
p | ®a(N) para algin d divisor propio de k < p | I'y(N).

Debido a los resultados recopilados hasta ahora en la seccion, nos interesa encontrar
un N miiltiplo de N! y un primo que divida a N* — 1 sin dividir a I'y(N), por lo que
debe dividir a ®,(N). Si N > 2, el siguiente resultado junto con el Lema 5.3 garantizan
la existencia de un primo que divide a ®;(IN), por ser este un natural mayor a 1.

Lema 5.5. ®; es estrictamente creciente en [1,00) V k. Ademds, ®4(1) > 0.

Demostracion. Si k es 1 o 2, es claro porque &, = X — 1y & = X + 1. Supongamos
entonces que k > 2. Como las tnicas raices reales de la unidad son 1 y -1, las raices de ®
vienen de a pares conjugados. Es decir, ®; es producto de cosas de la forma (X —¢)(X —£).
Si X €R, (X —&)(X —§&) = (X =&)X —&) = |X —¢|? es estrictamente creciente en
[Re(€),00) C [1,00). Por lo tanto @y en [1,00) es producto de funciones estrictamente
crecientes y positivas. O

Como necesitamos que el primo divida a ®,(N) sin dividir a I'y(N), serfa ttil dar
alguna relacion aritmética entre @, y I'y,. Como estos polinomios no comparten raices en
C, deben ser coprimos en el DFU Q[X], asi que existe una combinacién lineal en Q[X]

1= f®, + gl

Tomando n € N el minimo comin multiplo entre todos los denominadores de f y g,
resulta que F':=nf y G := ng tienen coeficientes enteros, asi que la igualdad

se da en Z[X].
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Observacion 5.6. Sip | ®,(IN) entonces p{ N. Si ademds p t n, tenemos p = 1 (mod k).

Demostracién. La primera parte es obvia, pues p | ®;(IN)I'y(N) = N* — 1, asf que p { N.
Si ademas p 1 n, evaluando en N la igualdad (8) obtenemos la igualdad en Z

n = F(N)®,(N) + G(N)I'(N)
Luego, p no puede dividir a I'y(N). Por la Obs. 5.4 y el Lema 5.2, p = 1 (mod k). O
Deducimos inmediatamente que si p | ®x(N) y n | N, entonces p = 1 (mod k).
Caso 5.4 (m = 1). Yk, existen infinitos primos p = 1 (mod k).
Demostracion. Si N > 2, tomamos N = nN! > 2 y un primo p que divide a ®;(IN). Asi,
N <p =1(mod k). O
5.2.2. Ejemplos y aplicaciones

El procedimiento anterior funciona para todo k, generando primos distintos. Al igual
que en los casos 5.2 y 5.3, esto rapidamente arroja primos bastante grandes. Sin embargo,
haciendo uso de la Observacién 5.6, para algunos valores de k& podemos obtener ademés
otros primos mas pequenos.

Ejemplo 5.1 (k =12, m=1). p=1(mod 12) VN > 1, p | ®15(N).

Demostracion. Primero calculemos los polinomios involucrados:

X3 -1 )

(I)lzX—l, (I)QZX+1, (I)'g,: F :X —|—X+1
3
X4+ —1 X6 —1

o, = = X241, by = =X2-X+1
F4 FG

X2

=X+ X0 —X2—1, Py = = =X*—-X%2+1
12

El algoritmo de Euclides para estos polinomios nos lleva a la igualdad (8) con
F=—-X°4+3X%4+4, G=X?-2, n=~6

Por la Observacion 5.6, basta ver que ni 2 ni 3 (que son los factores primos de k) dividen
a ®15(IN), lo cual sale de que ambos dividen a N?(N? — 1) = N* = N2 = ®;»,(N) - 1. O

St queriamos asequrarnos de obtener primos distintos, haciamos lo siguiente:

1. Bvaluamos ®15(n) = P15(6) = 20593, sabiendo que todos sus factores primos son
congruentes a 1 modulo 12. Como él mismo es primo, tomamos p; = 20593.

2. Para obtener primos nuevos, evaluamos ®1o(npy) = 3729095127575903 994 481,
sabiendo que sus factores primos deben ser todos distintos de p;. En este caso,
dichos factores son 341 y 10685 086 325 432 389 669.

O sea que de esta forma, los primeros tres primos que encontramos son 20593, 341 y
10685 086 325 432 389 669. Pero por lo que probamos recién, nos sirven todos los factores
primos de ®12(N) V N > 1. Es asi como para 1 < N < 10 obtenemos los primos 13, 73,
241, 601, 97, 181, 37, 109, 6481 y 9901.
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Otra consecuencia de la Observacién 5.6 tiene que ver con los nimeros de Mersenne,
que son los de la forma M, = 2" — 1 con n € N. Los factores primos de M, = 15 son
congruentes a -1 y 1 médulo 4. Veamos una propiedad clasica: cuando n es primo, todos
los factores primos de M,, son congruentes a 1 médulo n.

Aplicacién 5.2 (Ndimeros de Mersenne). Si ¢ es primo, p =1 (mod q) ¥ p | M,.

Demostracion. Si g = 2,27 —1 = 3 es un primo congruente a 1 médulo ¢g. Supongamos

ahoraque ¢ >2. I'=X -1y ¢, = X;q_l = ?;g X% La igualdad (8) se da con

—

q—

i=0
Por el Pequerio Teorema de Fermat, 29 = 2 (mod q), por ende
D,(2) =(27-1)T'y(2) =27—1=1(mod q)

es coprimo con k = ¢. Por la Observacion 5.6, todo primo que divide a ®,(2) = 29—1 = M,
es congruente a 1 médulo q. O]

En realidad, de forma elemental y sin este lenguaje, se puede ver que si ¢ > 2, entonces
todo diviso primo p | M, satisface p = 1 (mod 2q).

La ultima aplicaciéon que veremos en esta seccion es sobre los numeros de Fermat, que
son los de la forma F,, = 22" + 1.

Aplicacién 5.3 (Ntumeros de Fermat). p = 1 (mod 2"™) V p | F),.

Demostracion. Para evitar solapar notacion, aqui llamenos n al miembro izquierdo de la
igualdad (8). Es directo, por induccién en n, que

n

Donir = X2 —1 y Poynsr = X +1

Asi, es directo que la igualdad (8) se satisface con F' = 1, G = —1 y n = 2. La Observacién
5.6 dice que todo primo que divide a ®yn+1(2) = F), es congruente a 1 médulo 2"+, [

5.3. Comentando los teoremas de Schur y Murty

Con espiritu euclidiano hemos demostrado el Teorema de Dirichlet V k € {1,2,3,4,6}.
Y para el resto de los k € N lo tenemos de forma parcial (solo el caso m = 1).

Definicién 5.2 (Demostracién euclidiana). Una demostracion euclidiana es una demos-
tracion de la infinitud de primos en una progresion aritmética pk + m que procede de la
stguiente manera:

» Se da un conjunto finito P de primos en la progresion aritmética puk + m.

Se construye un entero M que es un polinomio en x := | | P
peEP

M tiene que ser mayor a 1 y coprimo con x.

M debe tener al menos un divisor primo en la progresion aritmética pk + m.
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Schur da el primer paso, y varias décadas después Murty remata nuestras preguntas.
Teorema 5.7 (Schur, 1912). Si m? = 1 (mod k), existe una demostracién euclidiana.
Teorema 5.8 (Murty, 1988). Solo existe una dem. euclidiana en los casos a®> = 1 (mod d).

Si ya el caso m = 1 costo algo de trabajo, podran imaginarse que la prueba de Murty
excede los limites de esta monografia, por muchas ganas que me guarde. Para quien
esté interesado, en [25] Murty y Thain revisa [23] y [24], lo cual es muy util porque
estos ultimos dos no parecen estar muy disponibles. El articulo [26] de K. Conrad es un
excelente complemento.

Como mencionamos en la parte histérica, en [25] también buscan generalizar estos
resultados a otros contextos mas abstractos.

6. Conclusiones

El Teorema de Dirichlet funda la Teoria Analitica de Numeros, ademas de impulsar
diferentes areas de la matematica.

Las similitudes en las pruebas de este Teorema de Dirichlet parecen compartir la mis-
ma esencia. Ademads, las pruebas puramente algebraicas que se intentaron tienen una
limitacion a casos particulares bien definidos, aunque tienen un buen contrapeso al ser
constructivas y bellas. Esto me hace cuestionarme que, sorprendentemente, la historia pa-
rece haberse declinado en el iinico camino posible, como si las leyes matematicas formaran
un surco pedregoso que la liquida mente humana inevitablemente tiene que recorrer. O
quizas haya varios surcos que se toquen, y en un futuro tengamos una nueva revelacion.

“Las leyes de la naturaleza no son mds que
los pensamientos matemdticos de Dios.”

Euclid (circa 300 b.C.)

Por otro lado, resultados como el Teorema de Niimeros Primos en Progresiones Aritméti-
cas muestra una dualidad entre desorden y regularidad de estos nimeros. El Teorema de
Densidad de Chebotarev muestra que esta regularidad se eleva a estructuras superiores.

Otra conclusién interesante es que el lenguaje de una época parece limitar sus capaci-
dades. Como dije en su seccion correspondiente, esta es la sensacién que me dio al leer a
Euler. En los siglos posteriores se vio una gran evolucion en este sentido, el dltimo cambio
de paradigma que se me viene a la mente es el de la Teoria de Categorias. Es inevitable
pensar ;jcuales seran nuestras limitaciones?

Para terminar, la refinacion y abstraccion del teorema, asi como el Teorema de Murty
y su abstraccion, llevaron el entendimiento de los primos en progresiones aritméticas
a un estado posiblemente mayor de lo que pudieron haber especulado Dirichlet y sus
antecesores.

7. Una miscelanea

Uno de las cuatro conjeturas “inabarcables en el estado actual de la ciencia” mencio-
nados Edmund Landau en 1912: Ezisten infinitos primos de la forma n* + 1.
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