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Figure 1: Bernhard Riemann
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1 Introduccion

La funcién que estudiaremos a lo largo de este trabajo es la famosa ”Funcién
zeta de Riemann”. Euler comenzé estudiando una versién de la funcién zeta,
dada por la serie

> LconzeR, z>1

nT o
neN

Demostré que puede escribirse como un producto infinito sobre los ntimeros pri-
mos, dando lugar a una de las primeras conexiones fuertes entre el andlisis
matematico y la teoria de ntimeros, y mostrando que las herramientas del
analisis eventualmente serian 1tiles para el estudio de los tan codiciados ntimeros
primos.

En esta direcciéon, contribuyé también al desarrollo del resultado conocido como
Teorema de los Nimeros Primos, el cual afirma que:

ﬂ.(x) ~ lng(czc)

donde 7(z) denota la cantidad de niimeros primos menores o iguales que x; es
decir, en otras palabras, el teorema afirma que el comportamiento asintético de
la funcién 7(x) es del orden del de la funcién MO

Este resultado fue conjeturado originalmente por Gauss y las primeras de-
mostraciones formales fueron dadas independientemente por Jacques Hadamard
y Charles-Jean de la Vallée Poussin. Con el paso de los anos se han conseguido

mejoras en la aproximacién, siendo una de las mas notables la que afirma que

m(xz) ~ / " dy
2 In(y)

A lo largo de estas paginas intentaremos mostrar la relacién de la funcién zeta
con la teoria de numeros, en particular, el estrecho vinculo que tiene con la
distribucién de los nimeros primos.

No seremos exhaustivos en todas las justificaciones; en particular omitiremos
reiteradamente verificar las hipdtesis bajo las cuales es posible reordenar series
a gusto e intercambiar series con integrales. Ademas, dejamos establecido para
todo el trabajo que P = {p; : p; es primo, ¢ € N} serd siempre el conjunto
de los niimeros primos positivos, ordenados con el orden usual de los naturales

y que dadas dos funciones f(z), g(x), la notaciéon ” f(x) ~ g(x)” significard
lim, ACHR T 9(@) _ g

2 Buena defincién y algunas propiedades

Riemann, en su trabajo original, definié la Funcién Zeta como

((s) = > & con dom(¢) = {s € C: Re(s) > 1}

neN

Observemos que efectivamente esta funcion esté bien definida en dicho conjunto,
pues, si s = a + bi:

1
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y > % converge si a > 1. Por el criterio de comparacién, tenemos la conver-
neN
gencia buscada. Veamos algunas propiedades elementales de nuestra funcion.

a) Producto de Euler:
1
C(s) = H<1 — L)
>

P

Si bien la férmula del producto de Euler originalmente se mostré para valores
reales de s, veamos que puede probarse para todos los valores en el dominio de
Notemos que la convergencia absoluta de la serie, nos permite hacer reorde-
namientos; asi:

=Y =Y Y Y ==

neN 2|n 4|n 2tn
4n
1 1 1 1
2|n 4|n 2% |n. 2tn,
4tn 8tn PLERY)
1 1 1 1 1 1 1
—; E“!‘E E—F...-‘rﬁZEﬁ-...‘FZE—
2n 2tn 2fn 2tn
= 1 1 1 1
DI Db v ) Dl
k=0 2tn 2° on

Este proceso hecho con el primer primo, 2, podemos repetirlo con el siguiente
nimero primo, 3, y obtendremos

1 1 1
o= () () (%)

Continuando de este modo con los primeros k niimeros primos, tenemos:

=2 (4 5 %)

i=1 p; neJk

Donde J¥ :={n#1€N:p;fn,p, € P, 1<i<k}.
Resulta que limg_o0 Y. n—lé = 0; en efecto:

neJk
Dado k € N, si n € J*, entonces n > py, con lo cual

oo

1 1
0< > < > 45
neJk n=pk
s 1 1 k—x
Como ) - < oo, tenemos que ) -+ — 0

n=1 n>pi

Luego, limg oo Y. ni = 0 y por lo tanto tenemos que

neJk



En tanto este producto se hace sobre los primos, con esta primera representacion
comenzamos a vislumbrar una conexién bien concreta entre la funcién zeta y
los ntimeros primos.

b) Reciproca:

0o u(n) 1 sin=1
= Z donde p(n) =< (-DF k=m,
n=1 0 cc

donde m,, es la cantidad de maneras en que se puede escribir a n como producto
de primos distintos.
c) Potencias:

_ ilo: d(n)

donde di(n) es la cantidad de maneras de escribir a n como producto de k fac-
tores.

d) ¢(2n):

Dado n € N, es posible calcular {(2n) de la siguiente forma:

Consideremos la identidad %(:5) =11 (1 — Z—z)
k=1

= In(sen(ms)) = In(ns) + Z m( >

derivando ambos miembros

cos(ms) 1 n i 2s 1 s cot( i 252 .
— = - —— — cot(ms)ms = — =
sen(ms) s = k21— Zi; — 2 1 _ Zz
(Fg) =5 ()

como — | => (k—) ,

1_k7 n=0

o0 282 [e'e] 82 n oo o0 52 n+1 n+1)
Y| ()X (5) | me XX (n) me XYt

k=1 n=0 k=1n=0 k=1n=0

— smeot(ms) =1 — QZZ ok 1- QZ(Z W)szn
k=1n=1 k=1 n=1
o0
—  smeot(ms) =1—2 Z ¢(2n)s*" (1)
k=1
Por otra parte,
cos(ms) eims 4 e7ims 2
smeot(ms) = s =ms . =
sen(ms) 2 eims — g—ims
-ei'rrs + e—i'rrs .€2i7rs +1 ' 2 ] 2ims
= S o = gy = (Lt ) =i gy
. 2ims
— WSCOt(’/TS) =TS + 627“7_1 (2)

Ahora bien, consideremos la funcién



G(s) = =5

e
La misma (extendiéndola al 0 como G(0) := 1) es analitica y por lo tanto admite
un determinado desarrollo de Taylor

s Bn n
es—1 nt’
n>1
pero
5 5 B ) (= s
= n = = R -
S (A (25
n>1 n n=
e ﬂnsn) ( e sn—l) (00 ﬁnSn e "
=1 ( > - (20 (X
| | | |
— nl — nl — nl opard (n+1)!
Podemos hacer el producto de Cauchy entre las dos series y obtenemos
B snTH > = 1 ( - (n + 1) n
=2 (2= ) =X a2 Bus
n= 0< 1)' n=0 (TL + 1)' 1=0 K

o0
Asi, tenemos 1 = Zo a,s", con a, = (n+1)' Z ("+1)

n=
Por unicidad del desarrollo en serie de potenmas de la funcién 71" tenemos que
ap =1y que a, = 0 para n > 1. Asi, es posible despejar los j3,,.

Bo:

ap=1= 1:(0_’%1)!<0+1>ﬁ0—>50—1 (3)
o 1 2 2 1
ap = 0= 0:2!(<0>ﬁo+(1>51) —>51=—§ (4)

as =0= O;'<(§>ﬂo+<?)51+<g)ﬂz) %52:é

En general, para n > 1, es posible conseguir una férmula recursiva como:

ﬂn:—(nil)nzl(”“)m n>1 5)

pu=0 H

Recapitulando, de (1) y (2) tenemos

2ims

wscot(ms) =1 — 22((271)52” =ims + T

k=1

Usando el desarrollo en serie de G evaluado en 2iws

1_2i§(2n)82 —Z7TS+Z (2ims)"
1 Bn 1
= iws+Po+[12ims— 22( (2ims)™ (75 ) =1- QZ( (2ims)" (2)> = A

n=2



Luego,
1-2% ¢(2n)s™ =1- 22(%’(2m)”(—;)) (6)
k=1 n=2 ’

por unicidad del desarrollo de Taylor, en la serie de A no puede haber potencias
impares. Por lo tanto

AR S

(7)
De (6) y (7), por unicidad de Taylor,
-1 n+1 " 2 2n
¢(on) = U 2(2/82)!( L
A modo de ejemplo, usando (3) y (4)
2 4
C@)=" v (=g (8)
e)
[T w(x)s
In(¢(s)) = /2 mdw
Observemos que ' '
an)—n(n—1)= { (1) Zlcp primo (9)

Recordando la formula del producto de Euler,

In(¢(s)) = Iéln( - 1p75) © i(w(n) —(n - 1))m(#) _
_ iﬂ(n)ln(l_ln_s) - iw(n ~Din(r—my) =
=S rtinl ) = St )
= gﬂ(n)ln(l_ln_s) - iw(n)zn(w) _
_ :02 () (1n(——=) - zn(l_(nlﬂ)s))} _

= Zw(n) (In(1=(n+1)"°) —in(1-n"")) =~

Obs: [In(1 —27%)) = x(%—l) S in(l—27%) = /ﬁ

n+1 s . -
—>-/n x(xs_l)dx:ln(l—(n—i—l) ) — In(1 —n~%)



Luego,

oo n+1

=Sl [T e :i/+ RULCRE

) i [ =

donde hemos usado en * que la funcién 7 es constantemente igual a m(n) en el
intervalo (n,n + 1)

.. llegamos a In(((s)) = /;o x(?;(fzsl)

3 Extension del dominio

En tanto el dominio de nuestra funcién es nada méas que el semiplano complejo
{s € C: Re(s) > 1}, es natural preguntarnos si es posible ampliarlo. Entramos
entonces en el terreno de las extensiones analiticas de funciones.

3.1 Teorema

La funcién zeta admite una extensién analitica a todo el plano complejo salvo
s = 1, donde tiene un polo simple. Ademds, satisface la ecuacién

C(s) = 2575 Lsin(ZE)D(1 — )¢ (1 — s)
donde I'(s) = [, t*~'e"dt es la conocida funcién gama.

Antes de pasar a la demostracién, probemos la siguiente:

3.2 Proposicion

Si ®(x) es una funcién con derivada continua en [a, b], entonces, si [z] denota la
parte entera de x € R, se cumple:

Za<n§b<p(n) =
= [P ®(2)dz + [*(x — [2] - 3)®(z)dz + (a — [a] — 1)®(a) — (b— [b] — 3)D(b)

Demostracion: Observemos que, por linealidad de las sumas e integrales, es
suficiente probarlo para el cason — 1 <a < b < n:

b o b N
/ (¢ — [2] — %)(I)’(x)dx el / (x—(n—1)— %)@’(m)dm x



*: integrando por partes.
Sustituyendo del lado derecho en la ecuacién original, queda

0,si b#n
(n),sib=mn

(0= (11) = )8(0) - (- 1] - )20) = (1]~ (- 1)) = {

Que es lo que queriamos demostrar.

Ahora si, vamos a la demostracién del teorema 3.1:
Demostracion 3.1: Apliquemos la proposicién 3.2, usando ®(x) = z~*%, con
s#1,a,beN:

Haciendo b — oy a = 1:

> 1 ®g—[z] -3 1
((s)—lzZ:S_l—s/l %dm—ﬁ

n=2

sumando 1 a ambos lados,

C(s) = — —s/loox_[x]_Qda:—#l (10)

s—1 plts 2

El lado derecho de esta ecuacidén, ahora tiene sentido si Re(s) > 0, s # 1 pues
x—[z] — % estd acotado, garantizando la convergencia de la integral. Més aun,
esta integral converge si Re(s) > —1, pues, llamando
1 x
fl@) = la =g o(e) = [ flo)dy,siwr.zn >

tenemos

"1, [ )]

- $s+1

T2 T2
1A% = +(s+1) / 9(z) dr "V2F% 0
xé

s+2
T1 T z; T

pues tanto f como g resultan acotadas y Re(s) > —1.

Con esto conseguimos una extensién de ¢ para Re(s) > —1,s # 1; la misma
resulta analitica en su dominio (esto se ve facilmente usando el teorema de la
convergencia dominada y derivando bajo el signo de integral) y, si s = 1, se ve
en la nueva definicién de ¢ dada en (10), que esta tiene un polo simple.

Ahora bien, si —1 < Re(s) < 0, resulta




con lo cual ] )
Xzl —x+ 5
C(S):S/O 1’574»12d$

. . 1 _ oo sen(2nwz)
Usando la serie de Fourier [x] — 2 + 5 = > " ==, tenemos

o0

* & sen(2nmr) s (2m)® /°° sen(zx)
— SCEIRY) =51 gy — 2 do —
)= | DS e = U5 S | S

1

S ST

(=T(=s))sen()¢(1 — 5) =

- 2Sws—1sen(8§)r(1 —§)C(1—s)

— (2n) S /0 T senl®) b1 — ) = (2

T strl

Si bien esta férmula vale para —1 < Re(s) < 0, el lado derecho tiene sentido
para Re(s) < 0. Con lo cual tenemos a la funcién zeta definida en todo el plano
salvo s = 1, y vale que

ST

¢(s) = 257r57156n(7)F(1 —5)C(1—s) (11)
O

Obtenemos asi otra representacion de la funcion zeta, que nos permitira trabajar
en (casi) todo el plano complejo.

4 Conexion con el teorema de los niimeros pri-
mos

El Teorema de los Numeros Primos, afirma que

()

- In(x)

Veremos una serie de resultados mediante los cuales queda demostrado este
teorema haciendo uso de la fucién zeta.

Definimos la funcién
Y(a) =Y In(p) (12)
p

m< oy

donde p varia sobre los nimeros primos y m sobre los enteros positivos. Ob-
servemos que la férmula de cambio de base del logaritmo, nos asegura que

in(a) _ @) o o
ln(p)—logp(x) %[Zn(p)]—max{meN.p <z}=|{meN:p™ <z}

donde [a] es la parte entera de a.

Esta funcién serd indispensable para relacionar el teorema con la funcién zeta.
Tendremos en cuenta los dos siguientes resultados técnicos, cuya demostracion
no daremos.

10



4.1 Lema:

Si ¢ > 0, entonces

1/ a® 0, si0<a<l1
P ds = 1

2mi J., s(s+1) 1—2 st a>1
donde v = {s € C: Re(s) = c}.

4.2 Proposicion:

Sis=o+itcono>1,|tl > 1, entonces para todo £ > 0, existe una constante
A tal que:

i) [1/¢(s)| < AJt
if) |¢/(s)] < Altl*

4.3 Teorema:

Si ¢(x) ~ x, entonces 7w(x) ~ %

Demostracion: Notemos que sera suficiente probar que

1 < timinfr(@) ™% ¢ i sup () )

T—00 X T—00 x

<1 (13)
Ahora bien, tenemos que:

00 = [P iny) < 3 i) = n(aints)

p) D)

Como nos interesan valores de = grandes, podemos dividir por « sin alterar la
desigualdad y obtenemos:

V@) _ w@)in)
r T
Por hipétesis, lim w;r) = 1, entonces
i de]
l
i fnf )
r—00 x

Con lo que queda probada la primer desigualdad de (13). Para probar la otra
desigualdad, consideremos 0 < o < 1. Entonces,

U(x) >y In(p) = Y In(p) > (r(z)—m(@))in(z*) = a((r(z)—m(z))in(z))
= Y(x) > an(x)ln(x) — an(z®)in(z) — ¥(x) + arn(z®)in(z) > ar(z)in(z)
Ahora bien, V y > 0 vale que y > 7(y). En particular z® > 7(z®), entonces

Y(x) + azin(z) > an(z)in(z) — Y(x) > ar(x)in(x) — az®in(z)

dividiendo por z,

Y(x)

x T T x T pl-o

11



Luego,

an(z)ln(x)

m(z)in(z)  aln(z) 1-a>0

o
1 > limsup T
e

r—r00

lim sup
Tr—r 00

Como esta desigualdad vale V. 0 < a < 1, tomando el supremo sobre los «,

tenemos ;

lim sup 7 (z) n(z)
Tr—00

Que es la otra desigualdad de (13) que tenfamos que demostrar.

<1

Definamos ahora a partir de i una nueva funcién
o) = [ vl
1

4.4 Teorema:
Sip(x) ~ ”—;, entonces 1(x) ~ .

Demostracion: Consideremos a < 1 < b; como t(x) es una funcién creciente,
tenemos

o [ vt e [ s = (19

1 b
x(b-—1) J,

b
ﬁ (u)du >

Integrando esta tdltima ecuacion,

Y(@)du = ()
U(e) € Gy (ele) — o(a)

Dividiendo por z (lo cual no altera la desigualdad ya que nos interesan x
grandes),

¥(x) 1 Y(x) 1 re(bz) 5 o(x)
< — < —
x = (b—1)a? (plbr) = ¢(@) = z ~ (b—1) [(bx)2 b x?
Tomando limite superior, y usando que Lpgg';c) i T
lim sup Q < b+1
T—00 xr 2

Como esto vale para cualquier b > 1 tomando infimo sobre b, llegamos a

lim sup L}(m) <1
T—00 T
Usando ahora (14), de forma totalmente andloga, se prueba que
lim inf M >1
T—00 T

Lo cual concluye la demostracion.

12



4.5 Lema
Si Re(s) > 1, entonces In(((s)) = > B

p,m

—ms

m

Demostracion:
Usando la representacién de {(s) como producto de Euler,

Zln( ):—Zln(l—p_g)

peP peP

Recordemos que la serie de Taylor de In(1 + ) cuando |1 + 2| < 1 es

In(1+x) = Z(fl)"“:%n

n>0

P Il S g e

pEP n>0 pEP n>0 n,p

Como consecuencia directa, derivando ambos miembros, tenemos

n=1

m

4.6 Proposicion:

1 s+1 /
Sie>1 ,<,0(Jc):—,/8JC (—C(:)>ds con v la curva Re(s) = ¢
¥

211

Demostracion:
Observemos primero que

donde f,(u) = {1 st nSu g que h(z) = 0si z € [0,1]

0 cc
Entonces

/w du—/w du—/ZA ) [ (0)du =

n>1

_Z/ n) fu(wdu =3 A(n /du—ZA (@ —n)

n>1 n<z n<zx

ZA (r —n)

n<z

13
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Por otra parte,

1 ('(s) a*tt s w
i ). ) sr Y T 277/

n>1

4.7 Teorema:

Demostracion:
Fijemos un ¢ > 1, por ejemplo ¢ = 2 y supongamos por el momento que x estd
fijo, x > 2. Definamos

B st _CI(S)
Fls) = s(s+1) ( ¢(s) ) (17)

y consideremos la curva (7T como en la figura 2, donde T se elegird luego.

Bl ) 1(T, 8)

15
§ i i
i [ o ¥
§ p 4§

£e i T ey T- I ‘g..{_ra:- ki

5 i 1

| 5= H1+d e =

- ~ pn-u—-ﬂ*n-‘.-—m
:: T —1 A4 L
A ] rrz W
g 1 3
§ ¥
| ¥
i ] g 8
g i B ]
5 B T
E i §
1 4 ]
B E E

Figure 2: Caminos considerados

Por el conocido Teorema de Cauchy, cuyas hipétesis son satisfechas por F(s),
tenemos 1 1
— [ F(s)ds = — con v la recta Re(s) = ¢ (18)
21 ~ 27 ¥(T)
Consideremos ahora I'(T, 0) como en la figura 2.
Para T fijo, elijamos § > 0 suficientemente pequenio tal que la funcién {(s) no
tenga ceros en la regién

14



{s=0c+it:1-0<oc<1yt|<T}

Esta eleccién es posible dado que ¢ no se anula sobre la recta Re(s) =1 (hecho
que se comentard mds adelante).

De la ecuacién (10) y algunos célculos, se ve que C{’((Ss)) tiene un polo en s = 1,

que resulta de orden 1. Por lo tanto F'(s) = (ﬁ + H(s))sa(csifl), con H una
funcién holomorfa en s = 1. Asi, F' tiene un polo de orden 1 en s = 1 y podemos
calcular el residuo como

limg 1 F(s)(s—1) =%
Luego, por el teorema de los residuos,

2
/ F(s)ds = T
()~ Uy (T,5) 2

Entonces,
1

z? 1
— F(s)ds=— + —/ F(s)ds (19)
2mi /v(t) 2 2wy

Escribamos (T, 60) = 71 U2 U3 U4 Us como en la figura y fijemos € > 0
Comencemos estudiando la integral en ~;:

Sis=o+it €71, 0=1yentonces |z115|=xa!T7 =22

Por la proposicién 4.2 sabemos que |<C((SS))| < Alt|z para cierta constante A.

Luego

o0 3 ex?

| / F(s)ds| < C:ch/ -t < 7 (20)
Y1 T

ya que, como floo |t\’%dt es convergente, podemos tomar T > 0 suficientemente

grande que nos asegure la cota en cuestion.

Andlogamente, conseguimos la misma cota para 75. Pasemos entonces a y3:

Aqui,sis=oc+itey;,c=1—-6y —T <t <T. Entonces

T 1
- |t]2 26
F(s)ds‘ < Az? 5/ ————ds = Crx (21)
‘ L —r [s(s +1)|
1
donde hemos usado que f_TT |S(|§7+21)|d5 = C). ya que es convergente.

Finalmente, situdndonos en vo, si s = o +it, t =T y 1 —0 < o < 1. Entonces
|s(s + 1)| estd acotado, y

1
/ F(s)ds‘ < A’/ IT|22'tods < A e do =
V2 V2 1-6

1 oln(x) 41
Y RN G S R
-6 In(z) l1-s In(z)

2 5 1'2
—A 1-2% <A
@S

In(x

Del mismo modo, conseguimos la misma cota para la integral sobre 4.
Por las ecuaciones (19) a (22), tenemos:

2Az?
In(z)

2 1
‘gp(x) — x—’ = ‘—/ F(s)ds’ <ex? 4 Az*°Cr +
20 2 Sy

15



donde todas las constantes probablemente se hayan modificado en el proceso,
2

detalle que salteamos. Dividiendo ambas expresiones por %-

2
‘ 2p(z)
1'2

L eoxg
In(x)

- 1‘ < 2¢ + 2072~ + 2C

0.

Ademis, con esto queda probado el Teorema de los Nimeros Primos, haciendo
uso extensivo de nuestra funcién (.

5 Ceros de la funcion zeta

Observemos que evaluando la funcién zeta en los enteros pares negativos me-
diante la ecuacién funcional (11) demostrada en la seccién anterior, tenemos:

Sin €N — ((—2n) =271 2" Ltsen(—nm)['(1+ 2n)¢(1 + 2n) =0

Asi, la funcién zeta tiene ceros denominados ”triviales” en cada entero par
negativo.
Ademids, tenemos la siguiente:

5.1 Proposicion:

Si s € dom(¢) \ 2Z~ es tal que {(s) = 0 entonces 0 < Re(s) < 1.

Demostracion: Sea s € dom(() \ 2Z~.

Por un lado, si Re(s) > 1, tenemos la representacién en serie original, de la cual
se desprende que ((s) # 0.

Supongamos entonces que Re(s) < 0y que ((s) = 0; entonces podemos usar la
ecuacién funcional (11) y tendremos que

C(s) =0+— 237T3_1sen(%)f‘(1 —8)€(1—=8)=0+—T(1—-5)¢(1—-5)=0

Como Re(1 — s) > 1, tenemos ((1 — s) # 0, con lo cual debe ser I'(1 — s) = 0,
pero esto es absurdo, pues, en tanto 1 — s no es entero, vale la férmula

™

T(s)I'(1—s) = #0—T(1—-5)#0

sen(ms)
]

M4és atn, si s es un cero de la funcién ¢, se tiene que 0 < Re(s) < 1.

El hecho de que Re(s) # 1 fue demostrado en forma independiente por Hadamard
y de la Valée Poussin en 1896; no es nada trivial, y resulta equivalente al Teo-
rema de los nimeros primos. De hecho, si repasamos la demostracion dada en
la seccién anterior, probamos que Re(s) # 1 implica el teorema.

Por otra parte, si Re(s) =0y s # 0, tenemos que Re(1 —s) =1y 1—s # 1,
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con lo cual la férmula de reflexién muestra que ((s) # 0. Para el caso particular
de s = 0, usando la representacién integral (10), vemos que ¢(0) # 0.

En vistas de todo esto, cabe preguntarse si ( posee algin cero no trivial. En
este sentido, la respuesta es afirmativa; mas aun, Hardy demostré en 1914 que
existen infinitos ceros no triviales. Los primeros quince fueron calculados por J.
P. Gram en su publicacién Note sur les zeros de la fonction zeta(s) de Riemann,
y a la fecha se conocen mds de 103 ceros en la franja 0 < Re(s) < 1. A modo
de ejemplo, la siguiente es una lista de algunos de ellos aproximados al noveno
decimal:

o(1/2
1/2
1/2
1/2
1/2

( + 14,134725142 i
(
(
(
(
o(1/2
(
(
(
(

+ 21, 022039639 i
+25,010857580 i
+30,424876126 i
+ 32,935061588 i
+ 37, 586178159 i
+ 40, 918719012 i
+43,327073281 i
+ 48,005150881 i
+ 49, 773832478 i

o(1/2
° 1/2
° 1/2
o(1/2

N N e N N N N

(para una lista de los primeros cien mil ceros, aproximados al noveno decimal,
visitar la pdgina web http://www.dtc.umn.edu/~ odlyzko/zeta_ tables/zerosl).
Es necesario hacer la salvedad de que los ceros llamados "triviales” no lo son
en el sentido estricto de la palabra. Para poder hallarlos explicitamente hemos
hecho uso intesivo de las propiedades tinicas de la funcién zeta; no obstante son
evidentes en comparacién con los ceros situados en la franja 0 < Re(s) < 1.
No es casual que en esta lista todos los ceros tengan parte real %, pues todos los
calculados a la fecha comparten esta particularidad. Llegamos asi al objetivo
central del trabajo.

Riemann, en su tesis doctoral Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grdsse conjeturé:

5.2 Hipétesis de Riemann

Todos los ceros no triviales de la funcién ¢ son de la forma % -+ it, con t un
nimero real.

Por otra parte, Riemann demostré que

N ) — e o ()

Observemos que estd ecuacién vincula los ndmeros primos directamente con los
ceros de la funcién (.

Cuando Hadamard y de la Valée Poussin probaron el teorema de los niimeros
primos, mostraron que

m(z) = Li(z) + O(ze~ V@)

para cierta constante a > 0, siendo Li(z) = [, ;L dt

Aqui, el error estd directamente relacionado con la ubicacién de los ceros de la
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funcién ¢ en la franja 0 < Re(s) < 1. Conforme aumenta el entendimiento de
la regién libre de ceros de (, es posible mejorar la cota del orden de este error.
Mas atn, von Koch demostré en 1901 que la Hipétesis de Riemann es equivalente
al refinamiento del teorema de los nimeros primos, dado por:

T odt
m(x) — / —
2 lnt
para cierta constante C.

La Hipédtesis de Riemann fue incluida en la lista de los 23 problemas del siglo
que enuncié Hilbert en Paris en el ano 1900. Su importancia, como ya se ha
visto, radica en que, de ser verdadera, nos brindaria informacién muy valiosa
acerca de la distribucién de los niimeros primos, que han sido desde siempre
motivo de estudio para matematicos y matematicas.

En tanto la hipStesis fue verificada para los primeros 10! ceros, la comunidad
matematica, en términos generales, apuesta por su veracidad. Pero sabemos que
en esta ciencia, hasta que no tengan demostracién, las conjeturas no califican a
la condicién de teoremas.

< CVzlnx

6 Enfoque moderno

La hipétesis de Riemann ya tiene casi 160 anos y atn no ha sido demostrada ni
refutada. Actualmente uno de los enfoques mdas populares para el estudio de la
misma es la teoria de las ” L-funciones”.
Si bien es complejo dar una defincién formal del concepto de las L-funciones,
todas comparten la siguiente propiedad

6.1

Toda L-funcién L puede escribirse como una serie de Dirichlet, es decir:

L(s)= > apn—*

neN
donde la sucesion {a,} estd contenida en algiin cuerpo de nimeros, y es tal que

su crecimiento estd acotado por el de algiin polinomio.

Esta condicién garantiza la convergencia de la serie en el semiplano
{s € C: Re(s) > c}

para algin ¢ > 0, de modo que la funcién L resulta holomorfa alli.

De entre todas las funciones L, son especialmente interesantes las que cumplen
con las siguientes propiedades:

e Producto de Euler: si siempre que n 'y m son coprimos, a0, = Gnm, y Si p €s
primo, r > 1 entonces los a,- satisfacen una relacién de recurrencia adecuada,
entonces la funcién puede escribirse como

1
L) = lper 7o

donde las funciones Fj, son polinomios a coeficientes complejos, con término
independiente igual a 1.
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e Continuacién analitica: la funcién L admite una extensiéon meromorfa a todo

el plano complejo.

e Cumple con alguna ecuacién funcional adecuada.

e Hipdtesis de Riemann: Los ceros de la funcién L en su versién extendida al
plano, salvo por ”ceros triviales”, se concentran en una linea critica.

Observemos que existe al menos una funcién que cumple con todas estas propiedades:
la funcién (.

Asi, el estudio de la hipdtesis se generaliza al de una familia mas grande de
funciones, con la esperanza de que, gracias a esta abstraccion, sea posible de-
sarrollar nuevas herramientas que permitan resolver el problema.

Figure 3: Comparacién entre 7(n) (en negro), Li(n) (en rojo) y Toatn) (en azul).
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