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Resumen

En esta nota breve comentamos algunos aspectos relacionados con el calculo de
aproximaciones de matrices rectangulares A € C™*" a través de matrices B € C™*"
que verifican la restriccion rk(B) = dimB(C") < h. El analisis clasico de varios
métodos iterativos para la construccién de aproximaciones de la forma B = Py A para
subespacios 7 C C™ con dim7T = h, se basa en estimaciones de la distancia entre
el subespacio 7 y el llamado subespacio dominante a izquierda de A de dimensién h.
Sin embargo, es sabido que el calculo de aproximaciones de la forma B = PrA puede
estar bien condicionado en casos en que el calculo de aproximaciones del subespacio
dominante de dimensién h de A estd mal condicionado, lo que afecta al analisis
clasico de los métodos iterativos. En lo que sigue desarrollamos algunas cuestiones
relacionadas con esta aparente paradoja y compartimos algunas de las consideraciones
que, en trabajo conjunto con Francisco Arrieta Zuccalli, nos han llevado a proponer una
vision alternativa para el andlisis de los métodos iterativos en términos de una nueva
clase de subespacios.

Introduccion

En la actualidad, la informacién digitalizada se presenta frecuentemente en términos de

una matriz A € C™*". Estas matrices de informacién suelen ser de gran tamano, lo que
corresponde a que modelan grandes volumenes de datos. En ese contexto, las matrices
no pueden ser cargadas de forma completa en la memoria rapida de las computadoras y
tipicamente se accede solo a partes de estas matrices (por ejemplo a filas y columnas).
Este ultimo hecho hace que sea posible calcular la accidén de la matriz en vectores Ax,
lo que a su vez permite definir expresiones del tipo A*A 6 AA* y sus potencias (que solo
siguen siendo parcialmente accesibles en la memoria rapida de una computadora). Sin
embargo, en general no es posible calcular de forma explicita algunas formas candnicas
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0 representaciones conocidas del algebra lineal: por ejemplo, no es posible calcular de
forma directa la descomposicion polar, 6 la descomposicion en valores singulares de A. En
general, tampoco es posible calcular los llamados vectores singulares e incluso los valores
singulares de forma directa y completa.

Por otro lado, el hecho de que la matriz A provenga de datos reales muchas veces
garantiza que su informacién mas relevante puede quedar representada por matrices con
cierta estructura especial. Por ejemplo, la informacién representada por A contiene unas
pocas tendencias bien marcadas; 6 la informacion representada por A tiene una precision
demasiado alta para nuestro interés, y podemos pensar en comprimir esta informacion de
forma que la versidbn comprimida sea aun de interés. En este contexto, la idea general
es tratar de aproximar esta informacion relevante de A a través de matrices B, que
admitan una manipulacion algebraica directa en la computadora. Por supuesto, el planteo
anterior es muy general; en lo que sigue vamos a considerar un modelo bien definido para
describir el problema de aproximar la informacién mas relevante de A y veremos algunos
de los problemas asociados a su calculo. También describiremos algunos de los problemas
tedricos asociados a este tipo de modelo y plantearemos una posible perspectiva (nueva)
para su analisis.

1. Aproximaciones ideales de A con restricciones

A partir de la matriz A € C™" proponemos representar su informacion mas relevante
(con cierto nivel de precision) a través de matrices B € C™*", que tengan una estructura
mas sencilla. En nuestro contexto, vamos a elegir de forma conveniente matrices B € C™*",
que satisfagan rk(B) = dim B(C") < h, donde 1 < h < min{m, n} es un parametro que
podemos establecer en funcién de distintos criterios (fijo de aqui en adelante). En principio,
estamos interesados en elegir las matrices B,, que sean soluciones del problema de mejor
aproximacion con restricciones:

|A = Boyl| = min{||A— B|| : BeC™", tk(B) < h}.

En este contexto, dada una matriz C, || C|| denotara la norma espectral ||C||s, = max{|| Cx|| :
||| < 1} o la norma Frobenius ||A|r = tr(A*A)Y/2. Las matrices B,, extraen la informacién
mas relevante de A, en el sentido de que el residuo de aproximacion ||A — B.,| es lo mas
pequeno posible.

Aqui conviene notar que la restriccion sobre el rank de B,, permite deducir
representaciones utiles (computables) de esta matriz. De hecho, para cualquier B € C™*"
con rk(B) < h podemos calcular de forma efectiva representaciones de B = F,F;, donde
F, € C™"y F, ¢ C™" son matrices que tienen solo h columnas (recordemos que h <
min{m, n}), lo que permite calcular representaciones candnicas de B con la computadora.
Esto indica que el modelo propuesto mas arriba da una respuesta al problema de hallar la
manera de manipular de forma computable aproximaciones convenientes de A.

Por otro lado, notamos que las soluciones B,, del problema de mejor aproximacion
pueden no ser Unicas y pueden depender de la norma de matrices que usemos. Sin
embargo, existen matrices A, € C™*" que son mejores aproximaciones de A bajo las
restricciones anteriores, con respecto a las normas Frobenius y espectral (y muchas otras
mas) simultaneamente. Para poder describir estas matrices A;,, necesitamos detallar una
descomposicion muy importante del analisis matricial, denominada descomposicion en
valores singulares.
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Para comenzar, recordemos que los valores singulares de A € C™*", notados por
o1(A) > -+ > 0,(A), donde p = min{m, n}, estan dados por o7 = )\;(A*A), 1 < i < p, donde
A (A*A) > --- > X\, (A*A) > 0 denotan los autovalores de la matriz semidefinida positiva
A*A € C"™", contando multiplicidades y ordenados en forma decreciente. A partir de los
valores singulares podemos describir una descomposicién en valores singulares (DVS) de
A como una factorizacion A = UL V*, donde U € C™ ™y V € C™" son matrices unitarias,
y ¥ € R™" es una matriz diagonal que satisface ¥; = 0;(A) (= o;), paral < i < p. Si
denotamos por uy, ..., un Y v, ..., Vv, las columnas de las matrices Uy V en la DVS de A
anterior, entonces se puede verificar que Au; = o;v;, paral < i < p. Los vectores u; y v;
son llamados los i-ésimos vectores singulares a izquierda y derecha de A, respectivamente.
El hecho de que uy, ..., u, sean las columnas de una matriz unitaria implica que forman
una base ortonormal de C™; de forma similar, v4, ..., v, es una base ortonormal de C".
Un resultado basico, pero muy importante, del andlisis matricial garantiza la existencia de
descomposiciones en valores singulares para toda matriz A € C™<" (ver [1]).

La descomposicion en valores singulares es una herramienta fundamental. Como
consecuencia de esta descomposicion, vemos que los valores singulares pueden ser
usados para medir la matriz A. De hecho, usando esta descomposicion y las propiedades
de las matrices unitarias y la traza, es sencillo verificar que ||A|ls, = o1 mientras que
|Alz = X2, o

Notemos que si A = UXV* es una DVS entonces A*A = VX*YLV* donde D = *Y €
C™n" es la matriz diagonal tal que D; = 02,1 < i< py D; =0,p+1 < i < n. En este
sentido, los vectores singulares a derecha v, ..., v, corresponden a una diagonalizacién de
A*A através de una base ortonormal. Mas aun, es sencillo verificar que toda diagonalizacion
A*A = VDV* de A*A corresponde a una DVS tal que A = UXV*. Es bien sabido que si los
autovalores de A*A tienen multiplicidad mayor a uno, entonces existen diagonalizaciones
de A*A que son muy diferentes entre si: por ejemplo, si 0?2 = \;(A*A) tiene multiplicidad
dos, entonces podemos reemplazar a los vectores v;, v, € C" de cualquier diagonalizacion
A*A = VDV* (con D como antes) por los vectores iy, i, € C" tales que formen una base
ortonormal del subespacio de C" generado por {v;, v} y obtener una nueva diagonalizacion
A*A = VDV*. A su vez, esto implicara que tendremos DVS's A = UL V*y A = UL V/*, con
sus correspondientes vectores singulares muy diferentes entre si. Por otro lado, el hecho
de que exista un salto singular o, = M\, (A*A)Y2 > 041 = App1(A*A)Y2 garantiza que el
subespacio generado por {vi, ..., v4} esta univocamente asociado a A*A (y por lo tanto a A).
Notemos que podemos repetir todos los argumentos anteriores, pero ahora en términos de
los vectores singulares a izquierda { s, ..., un} y la matriz semidefinida positiva AA* € C™*™.

Finalmente, dada cualquier DVS de A = UXV*y 1 < h < p = min{m, n} podemos
definir la DVS truncada correspondiente, notada A, € C™*" y dada por A, = U, X, V;; donde
U, € C™" tiene columnas uy, ..., up, V, € C"™" tiene columnas vy, ..., v, y £, € C"™" es una
matriz diagonal con (X,); = o;, 1 < i < h. Notemos que rk(A,) < h, por construccion. El
llamado Teorema de Lidskii (ver [d]), que es un resultado central de la teoria de aproximacién
de matrices, garantiza las desigualdades

|A=Apllsg <IA=Bllsp ¥ [[A—Aullr <||A— BJr paratoda B C™", 1tk(B) < h.

De hecho, tenemos que el residuo éptimo puede calcularse:

P

IA=Anllsp =0ns1 Yy A= Adlle = (D ). (1.1)

i=h+1
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Por otro lado, como consecuencia de la construccion de A, se deduce de forma directa que
O','(Ah):O',', 1§I§hy0',(Ah):O, h+1§/§p (12)

Notemos que la no unicidad de la DVS en presencia de valores singulares repetidos
(multiples), mencionada mas arriba, implica la no unicidad de la matriz A, en estos casos.
Asi, en general no hay una unica A, (y la notacion puede resultar confusa). Por otro lado,
la condicion o, > 0,1 garantiza la unicidad de la mejor aproximacion A,, que resulta
independiente de la DVS de A que hayamos considerado.

2. Aproximaciones computables de A con restricciones

Dada una matriz A € C™*" (de tamafo grande), hemos visto en la seccidn anterior que
existen matrices A, € C™*" que son las mejores aproximaciones de A entre las matrices
B € C™" bajo la restriccion rk(B) < h, paral < h < p = min{m, n} fijo. Cabe notar
gue estas matrices A, se construyen a través de cualquier DVS de A. Sin embargo, como
hemos mencionado en la introduccion, en los casos de interés no es posible calcular (de
forma explicita, usando una computadora) una DVS de A, debido a su tamano. Para poder
plantear una salida a esta encrucijada, conviene notar cierta estructura de las matrices Aj:
dada una DVS A = UXV*, si U, € C™" denota la matriz con columnas uy, ..., u, entonces
An = Un(UjA): en efecto,

Un(UpA) = Un(UsU)ZV* = Uy (Ih Ohxm—n) ZV* = Up Xp (0 " ) v:
n—hxh

= U Zh(\/ (lh 0h><nfh))>’< = Up X,y V,T =A.

La representacion anterior muestra el rol que cumple el subespacio U, C C™ generado
por {u, ..., u,} C C™, denominado subespacio dominante a izquierda de A de dimension
h: de hecho, el producto U,U; € C™*™ coincide con el proyector ortogonal sobre este
subespacio. Mas aun, si fuera posible calcular U, entonces la representacion anterior
Ay = Uy(U;A) = FFf,con Fp = Uy, € C™hy F, = A*U, € C"™"h, permitiria realizar
manipulaciones algebraicas con A, a través de manipulaciones de F; = U;A que es una
matriz con pocas filas.

Por supuesto, el problema aun subsiste, dado que el célculo de los vectores {uy, ..., us}
depende del calculo de una DVS. Sin embargo, hay numerosos resultados del algebra
lineal numérica que garantizan aproximaciones del subespacio dominante a izquierda 4,
a través de subespacios que pueden calcularse con el uso de la computadora. Esta ultima
afirmacion (que desarrollaremos mas adelante) hace que esta perspectiva para el calculo
de matrices B = PrAcon dim7T = h, y tales que sean buenas aproximaciones de A, sea
computacionalmente viable.

Para llevar adelante el enfoque de aproximacion anterior es necesario definir alguna
nocion de distancia (6 proximidad) entre subespacios. Vamos a considerar dos situaciones
diferentes, segun los subespacios tengan la misma dimension o no, y las nociones en cada
uno de estos casos se presentan de forma diferenciada. El primer paso es identificar un
subespacio S ¢ C" con su proyeccion ortogonal Ps € C"™", que satisface Ps = Ps* = Ps?
y Ps(C") = S. Es sencillo verificar que esta identificacion es buena, en el sentido de que es
una biyeccién entre subespacios y proyecciones ortogonales. Asi, dados dos subespacios
S, T c C" de la misma dimensién, podemos definir la distancia entre ellos como d(S, T) =
|Ps — Prllsp: @ partir de la definicion (y del hecho de que || - ||s, €s una norma en C"™*") se
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puede verificar que d(S, T) es una funcion distancia (o métrica) en
Gr(n,k) :={S CcC": dimS = k},

paral < k < n. Por otro lado, sidim S < dim 7 entonces definimos la proximidad (o cercania)
de S a 7 dada por

d(8,T) = I(/ = Pr)Psllsp

Notamos que cuando los subespacios tienen distinta dimensidn, sus roles en la expresion
(I = Pr)Ps|lsp N0 son simétricos. Hemos usado la misma notaciéon d(S,7) ya sea que
dimS = dim7 o dimS < dim 7. Una justificacion de este hecho es la siguiente: dados dos
subespacios cualesquiera S, 7 C C" tales que dimS < dim T, podemos definir la apertura
(o angulo maximo) entre los subespacios como el valor

Omax(S, T) = max{arccos(|(s, t)]): s€ S, t €T, ||s|]| = |t]| =1} € [0,7/2].

Es claro que esta cantidad describe la posicidn relativa entre los subespacios, es decir, es
una nocion geométrica. En este caso, sucede que d(S,7T) = sin(0msx(S, 7)) € [0, 1], ya sea
que las dimensiones de los subespacios sean iguales o no.

Ahora que hemos definido la nocién de distancia o proximidad entre subespacios,
podemos describir algunos de los resultados clasicos del algebra lineal numérica
relacionados con la aproximacion de subespacios dominantes. Vamos a considerar un
analisis determinista de un proceso iterativo que describimos a continuaciéon; mas aun,
vamos a iniciar considerando un caso que llamaremos genérico (refiriéndonos a que
se da con muchisima frecuencia), pero que no cubre todos los casos. Partimos de una
DVS (arbitraria, pero fija) A = UXV* € C™" y consideramos la dimension objetivo
1 < h < p = min{m, n}. Vamos a asumir que, ademas, o, > o1, de forma que la mejor
aproximacion A, esta univocamente determinada. Dado un subespacio inicial X ¢ C"y
tal que h < r := dimX < p = min{m, n} (genérico), entonces (ver [2, [Q]) se verifica que
para todo g > 0: si U, y V, son los subespacios dominantes a izquierda y derecha de A de
dimension h, generados por {uy, ..., up} Yy {w, ..., v4} respectivamente, entonces

oty (YA < (T1) T tan(O (Y, V). @.1)
h

Lo anterior puede interpretarse de la siguiente manera: comenzando con el subespacio
inicial 7; = (AA*)A(X) de dimension baja (a lo sumo r < p), calculamos de forma
iterativa los subespacios 7, = (AA*)(T,-1), para 2 < ¢ < q. De esta forma, la sucesion de
subespacios satisface: 7, = (AA*)?A(X). En particular, dado que “:* < 1, los subespacios
7, aproximan arbitrariamente bien al subespacio U, es decir, d(U,, T,) — 0 cuando g — oc.
Remarcamos que los subespacios dominantes no juegan ningun papel en la construccion
de 7,. El resultado anterior, basado en el llamado método de subespacios iterativos para
la construccion de los subespacios 7, es el primer paso para la construcciéon computable
de aproximaciones de A, dadas por matrices B € C™*" que satisfacen que tk(B) < h.
Si comenzamos con un subespacio genérico X ¢ C" con dim X = h entonces, de forma
genérica, dim 7, = h; en tal caso d(Uy, T,) = ||Pu, — P7,lls» Y €ntonces, por ejemplo:

|A = PrAllsy < |A = Apllsp + [|1An = PrAllsp < on+ d(Un, Tg) [|Allsp .
donde usamos que A, = P, Ay que

||PUhA - P7Z;A||Sp < ||Puh - P7T7H5p ||A||5p = d(uhv 7:7) HAHSP'
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De esta forma, los residuos ||A— Pz, A||s, convergen al residuo 6ptimo ||A— Ay, cuando g se
hace arbitrariamente grande. A partir de la Ec. (2.1) es posible concluir que oi(Pr,A) — o,
cuando g se hace arbitrariamente grande, paral < < h.

3. Elrol del salto singular o, — 01

Con las notaciones de la seccion anterior, el analisis del comportamiento de la sucesion
de subespacios 7, = (AA*)7A(X) que aparece en la Ec. (2.1) esta fuertemente influenciado
por el valor 0,1 /0, < 1. Si este valor es muy cercano a 1, entonces la estimacion (superior)
de la distancia d(U, 7,) no sera realmente informativa.

Una primera pregunta es si se trata de una limitacion del andlisis realizado para llegar a
la Ec. (2.1). Sucede que este no es el caso: desde un punto numérico, ejemplos realizados
muestran que los valores (reales) de d(U;,, (AA*)7A(X)) dependen de cociente o,.1/0, Yy que
cuando este cociente se acerca a 1, entonces d(U;, (AA*)7A(X)) se mantiene cerca de 1,
incluso para valores grandes de q. Por otro lado, desde un punto de vista tedrico, se puede
mostrar que el problema del célculo de U, se vuelve inestable, cuando el cociente o.1/04,
se acerca a 1 (i.e. cuando el salto singular o, — 0,1 S€ hace pequeno). Como medida de
estabilidad del calculo (en nuestro caso, de la aproximacion) del subespacio U, se puede
considerar el llamado nimero de condicidn, que definimos a continuacion. Dada A € C™*"
tal que o, > 0,41 como antes, consideramos M, = {C € C™*": ¢,(C) > op41(C)} C C™*"
(que resulta un conjunto abierto de C™*" con respecto a la topologia inducida por la norma
| - ||sp)- Para cada C € My, notamos por Ux(C) C C™ al subespacio dominante a izquierda
de dimension h, que esta univocamente definido. En este contexto, el nimero de condicion
del calculo de U}, = U,(A) esta dado por

k(A b) = lim sup (U, Un(€))
e—0+ CeMy, 0<||A—Cl|sp<e HA - CHSp

(3.1)

y satisface que (A, h) = a(oy(A) — o4ni1(A)) 7, para una constante 1 < o < 2 (ver [8]). Es
decir, en la medida en que el salto singular o, — 0,1 S€a muy pequeno (6 equivalentemente,
en la medida en que o,,1/0), €sté muy cercano a 1) el célculo de Uy, = U,(A) se vuelve muy
inestable, en el sentido de que para matrices C cercanas a A, U,(C) puede estar lejos de
Up.

Cabe remarcar que hay otros métodos de aproximacion de U, a través de sucesiones
de subespacios 7; C C™ que son efectivamente computables: sin embargo, los analisis
clasicos (del caso determinista) de estos algoritmos producen estimaciones de la distancia
d(Uy, T,) que también dejan de ser informativas cuando o, — o,,; Se hace pequefo (ver
[2]). De forma analoga, ejemplos numéricos de estos algoritmos muestran que los valores
d (U, 7;) efectivamente dependen del salto singular o, — 0,1 en el sentido anterior. Mas
aun, en numerosos ejemplos numéricos se verifica que d(7,-1, 7,) se mantiene por arriba
de un umbral (inferior) estrictamente positivo como funcién de g > 1, lo que indica que la

sucesion no se aproxima a ningun subespacio; mas bien, parece vagar por Gr(n, h).

Es ahora cuando conviene recordar nuestro problema de aproximacion inicial: dada la
matriz A, estamos interesados en calcular aproximaciones computables B de la matriz A que
satisfagan la restriccion rk(B) < hy tales que ||A — B||,,r sea del orden de ||A — A,||2.F (error
de aproximacion 6ptimo). Hasta ahora, hemos considerado la estrategia clasica de resolver
el problema anterior a través de aproximaciones de la forma Pr A, donde 7 C C™ denota un
subespacio computable y tal que dim 7 = hy d(U,, T) sea pequena. Pero si el salto singular
on — opy1 €S MUy pequeno, entonces esta estrategia de resolver un problema auxiliar de
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calcular subespacios 7, que se acerquen a U, (cuando g crece) no parece conveniente,
porque el problema de aproximar el subespacio U, se vuelve inestable. Un planteo natural
es el de cambiar la estrategia y resolver el problema inicial de forma mas directa, al menos
en los casos en donde o, — 0,1 €S muy pequeno.

Sin embargo, pasa algo insospechado: los ejemplos numéricos realizados sobre
matrices A € C™ " tales que o, — o1 €S muy pequeno (incluso cuando o, = op41!),
muestran que las aproximaciones de la forma P;, A obtenidas a partir del método del
subespacio iterativo, i.e. 7, = (AA*)7A(X) para un subespacio genérico inicial X c C”
con dimX = h, son buenas aproximaciones de A en el sentido de que los errores de
aproximacion ||A— Py Al r decrecen hasta mantenerse muy cerca de ||A— A2,F, cuando q
crece. Mas aun, lo anterior muestra que los valores singulares o;( P, A) crecen hasta valores
muy cercanos a o;(A) cuando g se hace grande, para 1 < i < h. Estos hechos parecen
entrar en contradiccion con el comportamiento de la distancia d(i, 7,) mencionado mas
arriba (ver [6]).

Como veremos mas adelante, los hechos anteriores pueden explicarse a través de
la clase de subespacios admisibles a izquierda Adm,(A, h) asociada a A y h, cuando
op =~ opey (incluso si o, = o441): esta clase, que definiremos en breve, esta formada por
subespacios S ¢ C™, cada uno de los cuales induce una buena aproximacién PsA de
A, y de forma que Adm,(A, h) es lo suficientemente abundante como para garantizar que
min{d(7,,S) : S € Adm,(A, h)} — 0, cuando g — 0. Estos hechos, junto con propiedades
elementales de continuidad, validan teéricamente que el calculo de aproximaciones de la
forma P7, A es relevante en estos casos.

4. El caso extremo o, = 04,1

Continuando con el contexto de las secciones anteriores, partamos ahora de una matriz
A € C™ ", pero supongamos que o, = op.1. En este caso definimos j +1 = min{l </ <
h: op=optyk =mix{h <i<p: o, =o04}. Enloque sigue vamos a suponer que
1 <j < h< k <r1k(A): de esta forma,

O'j>0'j+1:"':O'h:"':O'k>0'k+1>O. (41)

Los saltos de los valores singulares que figuran arriba indican que los subespacios
dominantes a izquierda U;, U, C C™ asi como los subespacios dominantes a derecha
V;,, Vi« C C" estan univocamente determinados. Por otro lado, hay una infinidad de
subespacios dominantes a izquierda de A de dimension h: mas aun, en este caso los
podemos describir a todos mediante el conjunto

Dom/(A h)y={U; D : DCcUoU;, dmD=h—j} CC", (4.2)

donde Uy © U; = Uy NU;. Una primera observacion a tener en cuenta es que la clase
Dom;, (A, h) C Gr(m, h) tiene diametro maximo: es decir,

max{d(S, §): S, S € Dom;(A h)} =1.

Esto ultimo indica que la clase de subespacios dominantes no se concentra en ningun lugar
de Gr(m, h). Estas observaciones comienzan a explicar por qué la expresion en la Ec.
deja de tener sentido en el caso en que o, = o4,1: por un lado, la funcion que a la matriz
A (y matrices cercanas) le asigna sus subespacios dominantes a izquierda de dimension h
resulta multivaluada, y en consecuencia no puede ser analizada por el cociente planteado
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en (que sélo se aplica a expresiones funcionales univaluadas). Por otro lado, en el caso
multivaluado, el conjunto que representa los posibles valores (es decir, los subespacios
dominantes) a considerar esta disperso (no concentrado) lo que no permite elegir algun
elemento representativo de la clase.

Las observaciones anteriores ponen de manifiesto el cambio de naturaleza (para bien!)
del problema de aproximacién cuando o, = o4,1: hemos mencionado que un subespacio
T C C™ cercano a cualquier subespacio dominante U/, de A da lugar a una buena
aproximacion PrA de A. En el contexto actual, la existencia de infinitos subespacios
dominantes a izquierda de A de dimensidén h induce el problema de determinar, dado
T c C™condim7 = h,

d(7T,Dom;(A, h)) := min{d(T,U) : U € Dom;(A, h)}. (4.3)

Dado que el diametro del conjunto Dom,(A, h) es grande, el problema anterior resulta no
trivial. Por otro lado, notemos que bastaria con poder calcular una cota superior (informativa)
del valor d(7,Dom;(A, h)) para determinar la calidad del subespacio 7 con respecto a
A, y posteriormente, la calidad de la aproximacion PrA. El problema planteado en la Ec.
no parece haber sido considerado previamente en la literatura. De hecho, no parece
haber resultados de convergencia correspondientes a un analisis deterministico como el
descrito para los subespacios 7, cuando dim X = hy o, = o441. Hay una buena razén para
eso: como ya hemos mencionado, ejemplos numéricos muestran que los subespacios 7,
no parecen estabilizarse alrededor de ningun subespacio. Sin embargo, en este contexto,
resulta mas adecuado estudiar el decaimiento de d(7;, Dom,(A, h)) como funcién de gq.
Notemos que en principio es posible que d(7,, Dom;(A, h)) — 0 cuando g — oo, aln cuando
la sucesion de subespacios (7,),>1 NO se estabilice alrededor de ninguin subespacio fijo.

5. Subespacios admisibles

Veamos que podemos flexibilizar algunas de las hipotesis consideradas previamente,
para poder extender la propuesta de analisis como en la Ec. a casos mas generales.
Concretamente, vamos a asumir que A € C™*" es una matriz tal que los valores singulares
satisfacen

Ojy1 2 0p =20, CON 0< 0541 — oy =0,

conl<j< h<k<rk(A),yque este grupo de valores singulares tiene una dispersién § :=
oj+1— 0k > 0 muy pequeia. También vamos a asumir también que o; > 0.1 Y 0k > 0441 SON
saltos singulares significativos. Como consecuencia de nuestras hipétesis, el salto singular
on — ope1 < 6 resulta pequeno; este hecho indica que la desigualdad en la Ec. no sera
informativa en este contexto. Este caso puede ser pensado como una perturbacion del caso
correspondiente a las condiciones en la Ec. (4.1); bajo estas hipotesis, podemos considerar
una clase similar a la definida en la Ec. para determinar la calidad de subespacios
T c C"condimT = h.

Motivados por las observaciones anteriores introducimos la clase de
subespacios admisibles a izquierda de dimensiéon h, asociados a A y los indices
1 <j < h< k,dada por

Adm; (A h) = {U; ®D : DCUpoU;, dimD =h—j} CC™. (5.1)

Notemos que, como hemos asumido saltos singulares (significativos) o; > ;.11 Y 0k > 0k41,
los subespacios dominantes Uf; y U, estan univocamente determinados. Asi, la clase de
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subespacios admisibles esta parametrizada por Gr(k — j, h — j), es decir, la variedad de
todos los subespacios de dimensién h — j dentro de C*~/. Se puede verificar de forma
sencilla que cualquier S € Adm;,(A, h) es tal que Ps A es una buena aproximacion de rango
bajo de A, en el sentido de que los valores singulares o;(PsA) son una buena aproximacion
de o;(A), paral < i < h,y el residuo ||A — PsA|| es casi 6ptimo, en la medida en que la
dispersion ¢ = g;.1 — o« del grupo de valores singulares o;.; > ... > o, sea pequena. De
forma explicita, se tienen las siguientes acotaciones para los valores singulares de PsA

oi(PsA)=0; para 1<i<j 'y

5.2
oi—0 <0i(PsA)<o; para j+1<i<h, (5.2)

y las siguientes acotaciones para las normas de los residuos (o errores de aproximacion):
A= Psllsp < |A— Anllsp + Otexty|[A = Ps|[r < |[A— Anlle + Vk—h- 6. (5.3)

El concepto de subespacios admisibles a izquierda de dimensién h intenta formalizar un
hecho que informalmente era bien conocido dentro del algebra lineal numérica: en la medida
que o, ~ 04,1, €l subespacio dominante U/, es mas dificil de calcular. En este caso, su papel
es menos protagonico, en el sentido de que puede ser reemplazado de forma satisfactoria
por otros subespacios (los subespacios admisibles) que cumplen un rol similar, en el sentido

que valen las Ecs. (5.2) y (5.3), por ejemplo.

A partir de lo anterior, y haciendo uso de las propiedades de continuidad de valores
singulares y residuos, concluimos que si 7 € C™, dimT = h, es tal que

d(T, Adm; (A, h)) = min{d(T,S) : S € Adm;(A, h)} (5.4)

es pequena, entonces 7 también dara lugar a una aproximacion de rango bajo Pr A con
buenas propiedades. Tal como en el caso de la Ec. (4.3), el problema de hallar cotas
superiores informativas para d(7,Adm;(A, h)) definida como en Ec. no es trivial,
dado que el conjunto Adm;, (A, h) tiene un diametro grande. Por otro lado, el hecho de que
Adm; (A, h) tenga un diametro grande puede ser considerado como una ventaja al momento
de probar que las distancias d(7,, Adm,(A, h)) decrecen cuando el parametro g crece, para
la sucesion de subespacios 7, = (AA*)7A(X), generada a partir de un subespacio inicial
X c C", dimX = h. Incluso mas: en este contexto puede suceder que las distancias
d(7;,Adm,(A, h)) decrezcan, aun cuando las variaciones d(7;, Ti1+1), 1 < i < g — 1, asuman
valores grandes (es decir, ain cuando la sucesion finita { 7;}7_; no se estabilice alrededor de
algun subespacio (limite) 7). Estas observaciones indican que el analisis correspondiente
al estudio de d(7,, Adm,(A, h)) definida como en la Ec. corresponde a un andlisis de
cercania a esta clase, y no a un andlisis de convergencia a un subespacio particular.

6. Propiedades de los subespacios admisibles

En esta ultima seccidén consideramos algunas propiedades basicas de los subespacios
admisibles, que permiten responder algunas de las cuestiones que hemos discutido
previamente. Los resultados contenidos en esta seccién han sido desarrollados en conjunto
con Francisco Arrieta Zuccalli (ver [3]).

Vamos a recordar aqui las hipétesis generales que hemos considerado hasta ahora: por
un lado, A € C™*" es una matriz rectangulary o; > --- > o, > 0 denotan sus valores
singulares (aqui p = min{m, n}). Hemos fijado una dimensién objetivo 1 < h < rk(A) (como
restriccion), hemos supuesto la existencia de indices 1 < j < h < k < rk(A) tales que
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o; > 0j41 Y 0k > 0xy41 SON saltos singulares significativos, y 0 < § 1= 0j41 — ok = 0; es
decir, o, esta dentro de grupo de valores singulares, muy parecidos entre si (posiblemente
el mismo, repetido k — j veces). Notemos que entonces estan univocamente definidos los
subespacios dominantes a izquierda y derecha U, U, C C™y V;, V, C C".

Sobre la cercania a la clase de subespacios admisibles: La distancia o proximidad
entre subespacios que hemos considerado previamente satisface una importante
propiedad de monotonia:siS’ C Sy T C T de forma que dimS < dim7 entonces:

d(S'\ T)<d(S,T)y d(S,T)<d(S,T).

Recordemos que si S € Adm;,(A, h) entonces, en particular, ; C Sy S C Uy. Asi, si
T c C™ con dim7 = h entonces, por la propiedad de monotonia, d(7,U;) < d(T.S)y
d(T,Uy) < d(T,S). Asi, si T es cercano a algun subespacio admisible S € Adm,(A, h),
entonces U; es cercano a 7 y T es cercano a U,. Sucede que vale también una suerte de
reciproca: si h < dim7 < k entonces (ver [3]):

d(T, Adm; (A, b)) < d(T, U + d(T., Uy) . (6.1)

La desigualdad anterior es el punto de partida de una serie de consecuencias importantes
para los subespacios admisibles. La prueba de esta desigualdad se obtiene eligiendo
explicitamente un subespacio S € Adm,(A, h) tal que d(7,S) < d(T,U;) + d(T, Uy).

Sobre el analisis de los algoritmos iterativos. Una de las principales motivaciones para
considerar la clase de subespacios admisibles (bajo las hipdtesis que estamos asumiendo)
era la de proveer una clase bien comportada de subespacios, que sirviera para medir la
calidad de un subespacio 7 ¢ C™ como base para la construccion de una aproximacion
con rango bajo Pr A. De hecho, planteamos considerar d(7, Adm,(A, h)) como medida de
la calidad del subespacio 7. En este sentido, podemos indicar el siguiente comportamiento:
dado un subespacio X € C"con h < r :=dim X < k, en posicion genérica, si consideramos
la sucesion finita de subespacios computables, dada por 7, = (AA*)7A(X) para ¢ > 1,
entonces

o 2q+1 o 2g+1
d(ﬁ,Adm,(A,h))g(J“) tan(Omax( X, vj))+(ﬂ) tan(Oma(X, Vi)).  (6.2)

Jj (%

Notemos que bajo las hipotesis que hemos asumido, los saltos singulares en los indices
J Y k son significativos (mientras que el salto singular en el indice h no lo es). En este
caso, la estimacion anterior resulta informativa y muestra que la sucesion de subespacios
computables {7,}, se aproxima arbitrariamente a la clase de subespacios admisibles
(aun cuando la sucesion no se estabilice alrededor de ningun subespacio). Este ultimo
hecho valida tedricamente que las matrices de la forma P;, A sean buenas aproximaciones
con restricciones de rango de la matriz A, lo que era bien conocido en el plano de los
experimentos numéricos con el método del subespacio iterativo.

Sobre la estabilidad de la clase de subespacios admisibles: recordemos que el numero
de condicién, considerado previamente para subespacios dominantes en la Ec. (3.1), indica
una medida de la estabilidad del calculo de U,,. En el presente contexto, veremos que es
posible definir una cantidad similar para el calculo de la clase de subespacios admisibles, y
daremos una estimacion para este nuevo nimero de condicién. En efecto, bajo las hipétesis
de esta seccidn, es posible elegir o(A) = ¢, > 0 suficientemente chico, tal que si ||[A —
Bl|sp < €0, €ntonces o;(B) > 0j+1(B) y ok(B) > ok11(B) son saltos singulares significativos
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y 0 < 4(B) :=0;11(B) — ok(B) = 0. Asi, si |A — BJ|s, < e, tiene sentido considerar la clase
de subespacios admisibles a izquierda de dimension h de B:

Adm; (B, h) = {Uy(B)&D : D C U(B) ©U(B), dmD = h—j}.

Para considerar una expresion formalmente similar a la dada en la Ec. (3.1), introducimos
una funcién distancia dy en P(Gr(m, h)), donde P(Gr(m, h)) denota el conjunto de partes de
Gr(m, h). En efecto, consideramos la métrica de Hausdorff inducida por la funcién distancia
en Gr(m, h): en este caso, dados M, N € P(Gr(m, h)) entonces

dy(M,N) = max{ sup d(M,N), sup d(N, M)},

MeM NeN

donde, como antes, d(N, M) = inf{d(N,M) : M € M} y similar para d(M,N). Con
el lenguaje anterior, consideramos la siguiente nocién de numero de condicién para los
subespacios admisibles en A:

Adm, (B, h), Adm, (A, h
s(Admy (A, ) = lim  sup  AIMI(B. h). Admy(A ).
e=0" 0<||A—B|sp<e |A = Bllsp

(6.3)

Como consecuencia de la desigualdad en la Ec. (6.1), obtenemos la siguiente acotacion de
la variacion de las clases de subespacios admisibles en A (ver [3]):

k(Adm;(A h)) <« ( = + ! ) : (6.4)
0j —0j4+1 Ok — Ok41

para una constante 1 < a < 2. La estimacioén anterior indica el rol que cumplen los saltos

singulares antes y después del grupo de valores singulares, en la estabilidad de la clase de

subespacios admisibles a izquierda y de dimensién h, para matrices cercanas a A.

Si consideramos el caso particular en que 0j; = --- = 0, = --- = 0y (de forma que
on = ope1 Y la expresion en la Ec. no estéa definida), la Ec. indica una cota superior
para la variacion de las clases de subespacios admisibles (con respecto a la métrica de
Hausdorff) que esta bien definida. Esto ultimo muestra que los subespacios admisibles
permiten tratar el caso multivaluado que corresponde a los subespacios dominantes,
cuando hay repeticién del valor singular oy,.

7. Comentarios finales

Hemos considerado la estrategia clasica de evaluar la calidad de las aproximaciones de
rango bajo de la forma PrA de una matriz A, a través de la estimacion de la distancia
al subespacio dominante a izquierda d(U,, 7), para subespacios 7 C C”, dm7T = h.
Hemos observado que la estabilidad del calculo de aproximaciones de los subespacios
U, no es buena en el caso en que o, ~ o,.1. En el caso en que o, forma parte de un
grupo de valores singulares cercanos (es decir, en donde o, ~ o04.1), hemos introducido
la clase de subespacios admisibles y hemos mostrado que: por un lado, los subespacios
admisibles S ¢ C™ dan lugar a buenas aproximaciones de la forma Ps A. Por otro lado, los
subespacios admisibles forman una clase abundante, en el sentido que d(7,, Adm; (A, h))
se hace arbitrariamente pequefia cuando g crece, para sucesiones {7,}, de subespacios
construidos con métodos computables bien conocidos (ver Eq. (6.2)). Esto Gltimo permite
explicar por que las sucesiones {7,}, dan lugar a buenas aproximaciones de la forma Py A,
aun cuando d(7,,U,) sea grande.

La clase de subespacios admisibles tiene un rol de interés en otras areas del algebra
lineal numérica. Por ejemplo, parece una clase natural para el estudio de los llamados



subespacios activos (ver [4]). Por otro lado, en conjunto con Francisco Arrieta Zuccalli,
estamos desarrollando aplicaciones en el contexto de las llamadas aproximaciones CUR
de matrices (ver [B]).

Finalmente, cabe remarcar que el enfoque de los subespacios admisibles tiene sus
limitaciones: de hecho, el éxito de este enfoque radica en disponer de matrices cuyos
valores singulares estén agrupados en clases tales que cada clase tenga una pequefa
dispersion, y que clases distintas se mantengan a una distancia significativa entre si. Por
ejemplo, en el caso de una matriz cuyos valores singulares tienen un decaimiento lineal de
laformaoc;, =b—a-i,1 <i<p=min{m, n}, paraa, b > 0y tales que a ~ 0, entonces estos
valores no pueden agruparse en el sentido anterior y la técnica de subespacios admisibles
no tiene una aplicacion evidente.
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