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Prefacio

Fines del siglo XIX. Alemania. Nacia en la ciudad bavara de Erlan-
gen, en el seno de una familia judia, una mujer cuyos aportes fisicos
y matematicos dejarian una holladura imborrable en el porvenir de la
ciencia. Las universidades no estaban preparadas. La sociedad no esta-
ba lista. Pese a las innumerables adversidades sociales e histéricas a las
que tuvo que hacer frente, hubo algo que hizo imposible que se resigna-
ra; esa avidez por el saber e insaciable curiosidad que no solo hicieron
que jamas desistiera de las matematicas, sino también de ensenarlas y
compartirlas con total abnegacion, sin siquiera recibir un trabajo o re-
muneracion oficiales. Es no menos que fascinante cémo la fuerza de una
pasion la llevé a transgredir toda barrera cultural que se le atravesara,
al punto de convertirse en la primera mujer en ser profesora univer-
sitaria de matematicas en Alemania. Nos es inevitable pensar, no sin
tristeza, en la inmensa cantidad de Emmys que nunca fueron, en las po-
tenciales cientificas que no corrieron la misma suerte y cuyos nombres
hoy yacen en el olvido, o bajo la sombra de algiin colega. Aprovechamos
esta instancia no solo para visibilizar y remarcar la trayectoria y aportes
de esta gigante de la ciencia, sino también para compartir esta pasion,
tan familiar a todos los que con nuestros altos y bajos estudiamos esta
hermosa carrera



La sefiorita Noether fue el genio
matematico creativo mas
importante que haya existido
desde que comenzo la educacién
superior para las mujeres.

Albert Einstein



Capitulo 1

Un poco de historia

1.1. Evolucion de las matematicas en el siglo XIX

El siglo XIX fue un punto de inflexién en el desarrollo de las matemati-
cas. Un periodo donde esta disciplina se independiza como disciplina
académica auténoma, nacen las revistas especializadas y aumenta la co-
laboracion internacional. Respecto a los avances, el siglo XIX fue un
periodo de formalizacién, abstraccién, rigor y expansion sin preceden-
tes.

Basta con tan solo mencionar algunos ejemplos para tomar conciencia
del avance que experimentaron las matematicas decimondnicas: Dede-
kind, Weierstrass y Cantor aritmetizaron el analisis, dejando de lado
las intuiciones geométricas; se crea el algebra booleana formalizando
la 16gica proposicional; Gauss, Lobachevsky y Riemann descubren las
geometrias no euclidianas poniendo fin a los mas de dos mil anos de
euclidianismo; Cauchy y Riemann desarrollan el andalisis complejo mo-
derno; Cantor construye los cimientos de la teoria de conjuntos, teoria
central en el estudio de los fundamentos de las matematicas; se for-
maliza la probabilidad y la estadistica consolidandola como disciplina
matematica, etc.

Aunque los desarrollos de las matematicas decimonénicas que mas nos
interesan particularmente son los respectivos al campo del dlgebra (don-
de Noether posteriormente contribuiria). Al ser de interés, haremos un
breve paseo por los avances algebraicos de este siglo. Tenemos la teoria
de grupos, que fue iniciada por el brillante y tragico genio de las ma-
tematicas Evariste Galois (ya muerto en 1832) y desarrollada por Sylow,
Cayley, Jordan y Lie.

Galois descubrié que cada ecuacién tiene un grupo asociado (relacionado
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con las permutaciones del conjunto de raices que preserven las relacio-
nes algebraicas en las mismas) y que varias propiedades de la ecuacién
(por ejemplo, ser resoluble por radicales) se codifica como propieda-
des de su grupo asociado. El descubrimiento de (Galois es uno de los
mas profundos de toda la historia de las matematicas. El joven brillante
cred, sin saberlo, el germen de la teoria de grupos, que luego domi-
naria el dlgebra y mucho mis alla (fisica, simetria, teoria de cédigos y
otras areas). Por su lado, Cayley fue uno de los primeros en tratar a los
grupos como objetos independientes de las ecuaciones. Sylow desarrolla
sus famosos teoremas relacionados a la estructura de los grupos finitos.
Jordan trabajé en la clasificacién de los grupos. Del lado del andlisis,
Sophus Lie, buscando herramientas similares a las de Galois pero para
ecuaciones diferenciales, construyé los grupos continuos (hoy llamados
grupos de Lie).

Otros avances algebraicos fueron la sistematizacion del algebra lineal,
indispensable para gran cantidad de disciplinas cientificas, y la teoria
algebraica de nimeros. Por otro lado, Dedekind y Kronecker desarro-
llaron la teoria de anillos e ideales. Es aqui donde Noether hace su
fenomenal aparicion, descubriendo resultados angulares para tal teoria
y marcando un antes y después en la forma de hacer algebra.

1.2. Gotinga a la vanguardia

La univerisdad de Gotinga, situada en la ciudad homénima, fue consi-
derada a lo largo del siglo XVIII Y XIX como el centro neuralgico de
la investigacion matematica en Alemania y, probablemente, uno de los
mas prestigiosos del mundo entero. Y no es para menos, pues esta casa
de estudios alberg6 en su apogeo a matematicos de la talla de Gauss,
Riemann, Runge, Klein, Hilbert, y por supuesto, a Noether, s6lo por
mencionar algunos de los mas sobresalientes. Fue fundada en 1734 por
Jorge II, rey de Gran Bretana y principe elector de Hannover. Poco des-
pués de su fundacién, la sede de la reciente universidad fue trasladada
del principado de Hannover a Gotinga, en los marcos de una Ilustracién
que experimentaba su maximo desarrollo en todo el norte de la region
germana. Si bien los investigadores estaban bajo una férrea supervision
religiosa, contaban con mucha mas autonomia para desempenarse y es-
tudiar que las generaciones anteriores a la Epoca de las Luces. A ello se
sumaba la incorporacién de principios mas igualitarios, que permitian
el acceso a la universidad a estudiantes encarecidos o de baja posiciéon
social. Uno de los mas célebres matematicos de la primera generacion, si
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no el mas célebre de todos, fue Carl Friedrich Gauss, apodado “El princi-
pe de las matematicas”, cuya primera instancia en Gotinga duré apenas
tres anos, pero fue la mas prolifica de su carrera. Logré abarcar en su
etapa de investigador areas tales como algebra, geometria, estadistica,
teoria de niimeros, e incluso incursioné en el magnetismo, 6ptica y hasta
en la astronomia. Dentro de la inmensa cantidad de aportes que hizo
a lo largo de toda su vida, algunos de los mas destacables son la cam-
pana de Gauss, y el teorema de Gauss, revolucionario en el campo del
electromagnetismo y precursor de dos de las cuatro ecuaciones de Max-
well. Pero Gauss no fue la tinica mente brillante de su generacion. Otro
prestigioso matematico llegaria para convertirse en el jefe del area de
matematicas de la Universidad entre 1859 y 1866: Bernhard Riemann,
cuyos aportes, como la geometria riemanniana y el tensor de Riemann,
fueron fundamentales para el desarrollo de la teoria de la relatividad ge-
neral de Einstein. Por otra parte, a fines del siglo XIXy comienzos del
siglo XX, una nueva generacién de prominentes matematicos florecio
en Gotinga, teniendo a Felix Klein, presidente del area de matematicas
entre 1886 y 1913, como figura bisagra entre generaciones; esta nueva
camada incluia a Carl Runge, David Hilbert, Hermann Minkowski, y a
Noether.

Desde su fundacion, la universidad atravesé por convulsas situaciones
bélicas y sociales, tales como las guerras napolednicas, la guerra franco-
prusiana y la Primera Guerra Mundial, logrando mantenerse al margen
y permanecer practicamente intacta. No fue sino hasta el advenimiento
de la Segunda Guerra Mundial que su actividad se vio paralizada por
completo, a raiz de la promulgacion de la llamada “Ley para la Restaura-
cién del Servicio Civil Profesional”, que impedia a cualquier persona de
origen judio desempenarse como profesor o maestro en toda Alemania.
El éxodo y la fuga de talento consecuentes a éstas medidas generaron
un dano tal, que para 1934, s6lo quedaba un profesor titular de todos
los que ejercian previamente al ascenso del nazismo. El vaciamiento fue
irremediable: con muchas de las mentes brillantes que hicieron de Gotin-
ga una casa de estudios memorable, casi mitica, exiliadas en el exterior,
una vez retomada la actividad, la facultad jamas volvié a gozar de la
excelencia académica y popularidad que orgullosamente ostentaba.



Capitulo 2

Sobre Emmy Noether

2.1. Piano y lenguas para las ninas

Emmy Amalie Noether naci6 el 23 de marzo de 1882 en la ciudad bava-
ra de Erlangen, Alemania. Fue la primera de cuatro hijos y la unica
descendiente mujer. Crecié en el seno de una familia de fuerte caracter
intelectual: su padre, Max Noether, perteneciente a una acomodada fa-
milia judia, era profesor universitario y matematico (considerado uno
de los mas destacados del siglo XIX) haciéndolo parte, junto a dos de
sus hijos, Emmy Y Fritz Noether, de un linaje que albergé a diez ma-
tematicos a lo largo de tres generaciones. Pese a haber contraido en
su juventud una poliomielitis que le provocé una cojera permanente
y otras secuelas fisicas, jamas desistié de sus estudios. Culminé el Gy-
mnasium estudiando desde su casa, para mas tarde trabajar en diversas
instituciones superiores. Con tan solo treinta anos ya era un reconoci-
do matematico, y llegé a desempenarse como profesor asociado en la
Universidad de Erlangen. Esta universidad fue anteriormente conocida
como Academia Fridericiana y estaba situada en la aristocratica y popu-
losa localidad de Bayreuth, pero dado que la convivencia con la nobleza
y la alta sociedad resulto ser demasiado conflictiva y violenta para la
comunidad de estudiantes, su sede fue trasladada a Erlangen a fines del
siglo X VIII; ciudad que, al contar con apenas 15.000 habitantes, ofrecia
un entorno mucho mas propicio para albergar a la emergente facultad.
Por otra parte, en el verano de 1880, a los treinta y cinco anos, Max
conocié a Ida Amalie Kaufmann, también proveniente de una pudien-
te familia judia de comerciantes establecida en Colonia, que contaba
con destacados representantes en el Ambito matematico (su hermano,
Wilhelm Kaufmann, fue profesor de matematicas en la Universidad de
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Berlin). Max e Ida contrajeron matrimonio y, dos anos después, nacié
su primogéntita, Emmy. Anos mas tarde la familia se ampliaria con su
hermano Alfred, que nacié un ano después; Fritz, que lo hizo al siguien-
te, y con Gustav Robert, nacido siete anos después que Emmy.

Podemos decir que Emmy tuvo una infancia alegre y despreocupada,
marcada por la escuela y por las acogedoras tertulias organizadas por
su familia, donde participaban amistades y colegas del ambito cientifico,
con charlas que poco a poco hicieron que desde pequena, tanto ella como
sus hermanos, incorporaran un gran sentimiento universitario e interés
por las discusiones cientificas. Aunque sus primeros anos transcurrieron
en un entorno intelectualmente estimulante, su educacién elemental y
secundaria estuvo principalmente orientada hacia la misica, con una
fuerte instruccion en piano, y los idiomas, para los que mostré un es-
pecial interés y talento. Se conocen algunas anécdotas que dan cuenta
del precoz ingenio que se vislumbraba en Emmy, como aquella en la que
dejo atdénitos a los adultos tras resolver un complicado acertijo légico
propuesto en un cumpleanos, siendo ella la iinica de todos los ninos que
logré resolverlo y con gran rapidez. Aunque no progresé significativa-
mente en sus habilidades pianisticas, mantuvo su aficién por la misica
a través de la danza, de la que se volvié una gran apasionada. Por otro
lado, su escaso interés por las tareas domésticas revelé desde temprano
su falta de vocacion para los roles tradicionales asignados a las mujeres.
En 1889, dos anos después de su fundacién, Emmy ingresé a la escuela
municipal de educacién superior para ninas de Erlangen, donde fue una
de las alumnas mas destacadas y con las mejores calificaciones. Desde
los siete hasta los quince anos, cursé un plan de estudios con un fuer-
te énfasis en la ensenanza de lenguas, en especial el aleman, su lengua
materna, y el francés, que se impartian a un alto nivel. Posteriormente,
decidié continuar con su formacién en idiomas y se trasladé a Ansbach
para presentarse al examen oficial que otorgaba la acreditacién para
desempenarse como profesora de inglés o francés, exigido por el Reino
de Baviera. Pese a su completa formacion y a su extraordinario desem-
peno en las pruebas (su media tanto en inglés como en francés superé
por dos décimas la nota maxima establecida) sus posibilidades laborales
y académicas se circunscribian a la docencia en institutos para ninas si-
milares a aquel en el que ella estudié. Contra toda expectativa social y
con una formacién que parecia encaminada a una vida como institutriz
y, eventualmente, ama de casa, Emmy tomé la decision mas audaz: en el
semestre de invierno de 1900-1901, se inscribié en la Universidad de Er-
langen. Lamentablemente, no se conservan registros que expliquen con
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claridad qué la motivo a tomar tan insurgente decision, en un contexto
en el que, si bien se vislumbraban cambios en los paradigmas sociales,
la educacién superior, en especial las ciencias y matematicas, prevalecia
vedada para las mujeres. Emmy asisti6é a la secciéon II de la Escuela de
Filosofia, junto con 984 companeros varones y con la compania de tan
solo otra alumna mujer. De las pocas mujeres que asistian a la univer-
sidad, la gran mayoria lo hacia para mejorar como profesoras tomando
clases de nivel superior, siempre y cuando contaran con la autoriza-
cién de cada docente para poder asistir en calidad de oyente (como no
podian matricularse, carecian del derecho a examenes y a recibir cali-
ficaciones oficiales, y su asistencia estaba supeditada al consentimiento
del docente). Si bien se desconoce cémo fue su paso por la universidad,
se presume que su ingreso estuvo suavizado por la presencia de su pa-
dre en el ambito universitario y por las amistades del mismo, que mas
adelante, terminarian siendo los colegas de la propia Emmy...
Mientras asistia a sus clases como oyente, Emmy se preparé para su
examen de graduacién, que una vez superado, le daria acceso a cualquier
universidad. Un ano después de aprobar su examen y quedar facultada
para convertirse en una alumna oficial de cualquier universidad, el reino
de Baviera, modificando las legislaciones vigentes, reconocio el derecho
de las mujeres a la matriculacién universitaria y obtencién de un titulo
oficial. Fue asi como, con el calido apoyo de su padre, que siempre reco-
nocio los grandes dotes de Emmy, y con gran determinacién y valentia,
decidié seguir su mas genuina pasién: las matematicas.

2.2. Hacia el doctorado, entre invariantes y am-
biciones

2.2.1. Bajo el ala de Gordan

Haciendo gala de su tan caracteristica audacia, Emmy, gracias a la amis-
tad que mantenia su padre con el matematico Felix Klein, decidi6 asis-
tir como oyente en el semestre de invierno de 1903-1904, a Gotinga, su
universidad sonada. Y no es por menos, pues no sélo era una de las
tres facultades libres y fundadas al margen de la Iglesia en el Segun-
do Imperio aleman, sino también, como mencionamos anteriormente, la
presencia de eminencias de la matematica ensenando y pululando por
los pasillos era moneda corriente. Emmy disfrutaba de cada clase a la
que podia asistir, atin sabiendo que de querer obtener un titulo oficial,
deberia retornar a Erlangen, pues Gotinga no se lo expediria. El nivel
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de ambas casas de estudio adolecia de diferencias abismales, pues mien-
tras Gotinga era un férvido centro de innovacion matematica, Erlangen
no dejaba de estar a la sombra de Berlin, que ejercia una poderosa
influencia sobre los planes de estudio, marcados, en lo que respecta a
la matematica, por la linea de Karl Weierstrass, Leopold Kronecker, y
Ernst Kummer. Emmy regresé a Erlangen en octubre de 1904, y estuvo
inscrita como alumna oficial en cursos de matematicas; muchos de los
cuales, eran dictados por su padre, que era profesor de pleno derecho,
y por el matematico Paul Gordan, quien mas adelante seria su director
de tesis. Emmy sac6 con provecho su carrera y logré doctorarse bajo
la direccion de Gordan en julio de 1908, con una tesis titulada «Uber
die Bildung des Formensystems der ternaren biquadratischen Form»,
(Sobre la construccién del sistema de formas de la forma bi-cuadrati-
ca ternaria). Para nuestro asombro, no obtuvo una distincién, tampoco
fue un trabajo sobresaliente. Se sabe que obtuvo un rite, que si bien
no era una mala calificacion, era la mas baja de las aprobatorias. Mas
alla de que su trabajo fuera considerado convencional, es probable que
la evaluacién del mismo haya estado influenciada por algiin sesgo de
género. El anticuado y rigido estilo de Gordan dejé su impronta en la
tesis, y ésta no llegé a reflejar los dotes ni la creatividad con las que
Emmy tiempo después revolucionaria el mundo del algebra. Ella misma
anos mas tarde renegaria de su tesis, calificAndola, con la desmedida
exigencia y rigor que la caracterizaba, de “basura”.

Siete anos mas tarde a la presentacion de su tesis, Emmy sigui6 en la
Universidad de Erlangen, continué trabajando sobre la teoria de inva-
riantes y daba clases en el Instituto de Matematicas en reemplazo de
su padre. Aun habiendo culminado su doctorado, no pudo aspirar a
la posicion de profesora titular, pues el examen de habilitacion esta-
ba vedado para las mujeres. Su panorama era todo menos prometedor:
Gordan y la Universidad de Erlangen se habian quedado estancados en
la matematica algoritmica, y Emmy, si bien dictaba algunos cursos re-
lacionados con sus propios proyectos de investigacion, estaba limitada a
dar clases sin ningin reconocimiento en sustitucion de su padre. Desde
la publicacién de su tesis sélo logré publicar un articulo, una ampliacion
de los resultados de la misma. Podria haberse quedado en esa abiilica
meseta de esterilidad académica, aburrida pero “cémoda”, comoda y a
su vez demasiado revolucionaria. Podria haberse conformado asistien-
do a su padre y trabajando con Gordan, que ain con la mejor de las
intenciones, el camino que proponia no satisfacia las necesidades y as-
piraciones de Emmy. Podria haber sido un registro mas de los tantos
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de la universidad, una alumna cuyo paso no dejaria una huella para la
posteridad. ;Qué fue lo que la hizo transgredir este paradigma, desa-
fiando el prondéstico mas desalentador posible? La respuesta podra ser
esperanzadora para algunos, cursi y trillada para otros, pero admirable
y hermosa a fin de cuentas: su amor por las mateméticas (y claro, una
serie de eventos no menos importantes que facilitaron poco a poco su
salto hacia Gotinga). Uno de ellos fue la jubilacién de Gordan en 1910,
quien seguiria dando cursos junto a su sustituto Erhard Schmidt, un re-
conocido alumno de Hilbert, hasta su retiro definitivo de la docencia en
1911. Poco tiempo despiies, a la edad de 75 anos, fallecid, y su pérdida
afecté profundamente a Emmy, pues éste habia sido una figura crucial
a lo largo de toda su carrera de estudiante e investigadora. Por otra
parte, el sucesor de Gordan, el profesor y matematico austriaco Ernst
Fischer, fue un portador de innovadoras ideas y nuevos enfoques, que
le permitieron a Emmy incursionar en nuevas lineas de investigacion,
mucho mas afines a sus intereses, haciendo de su influencia un elemen-
to clave en su transformacion. Profundizo6 en el algebra abstracta y en
el nuevo enfoque de Hilbert para el tratamiento de los invariantes, y
pocos anos después, ya era una reconocida especialista en la aproxima-
cion moderna a la teoria de invariantes. A fines de 1915, ocurrié lo que
por tanto tiempo habia ansiado: Hilbert y Klein le propusieron ejercer
como profesora en Gotinga. Sus primeros pasos hacia su nueva vida fue-
ron mas bien un trago amargo: su madre fallecié6 poco después de su
traslado, y cuando regresé a Erlangen, corroboré que su padre ya no
podia valerse por si mismo. Las idas y venidas se hicieron constantes,
y aun asi, se mantuvo firme, tanto frente a las adversidades de la vida
como a las duras matematicas de su nueva casa de estudios.

2.2.2. La tesis

Como destacamos anteriormente, su tesis doctoral no tuvo la misma re-
percusion que tendrian sus aportaciones posteriores. No obstante, ésta
demostro la maestria y el dominio que Emmy tenia de la teoria de in-
variantes, un campo que por entonces evolucionaba hacia formas cada
vez mas abstractas bajo la influencia de Hilbert. Aunque esta lejos de
ser uno de sus trabajos mas citados, consideramos pertinente presen-
tarla brevemente, pues resulta igualmente fascinante y constituye una
pieza fundamental en una de las etapas mas decisivas en su formacién:
su doctorado.

La teoria de invariantes fue un campo muy activo en la segunda mitad
del siglo XIX y comienzos del siglo XX; con matematicos como Cayley,
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Clebsch y el ya mencionado Gordan, y en la tradicion clasica, se buscaba
describir los polinomios que permanecen invariantes ante transforma-
ciones lineales de coordenadas. Noether siguié esta linea, pero aporto
métodos rigurosos.

A continuacién, introduciremos brevemente las nociones de formas ter-
narias, homogeneidad, accion de grupo lineal general, invariantes y co-
variantes, necesarias para poder comprender su tesis.

Definicién 2.2.1 Un polinomio f(x1,...,x,) en n variables se dice homogéneo
de grado d si todos sus monomios tienen grado total d, es decir, si cada monomio
tiene la forma

Qn

a1
aaxl xn ,

conay+ -+ a, =d.

Definicién 2.2.2 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero
(por ejemplo, K = C). Denotamos por SY(K™), el espacio vectorial de todas las
formas homogéneas de grado d en n variables con coeficientes en K.

Definicién 2.2.3 Una forma ternaria de grado d es un polinomio homogéneo de
grado d en tres variables x,y, z, o sea,

f(x> Y, Z) = Z aijk xiyjzk
i+j+k=d
1,5,k>0

con agj, € K

Como definimos mas arriba, la condicion © + j + k = d implica que todos los
monomios de f tienen el mismo grado total, asequrando la homogeneidad.

Definicién 2.2.4 FEl grupo lineal general de grado n sobre un cuerpo K, denotado
GL,(K) es el conjunto de todas las matrices invertibles n X n, se define como

GL,(K):={A € M,(K) | det(A) # 0}
donde M,,(K) es el conjunto de matrices nn con entradas en K, y la condicion
det(A) #0

garantiza que A sea invertible.
Ahora si, en el caso n = 3, el grupo GL3(K) describe todas las transformaciones
lineales invertibles de K3.
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Definicién 2.2.5 Un invariante de f es un polinomio I(a;j;) en los coeficientes
que permanece invariante a la accion de GL3(K).

Definicién 2.2.6 Un covariante es un polinomio C(aji;x,y, z), que depende de
los coeficientes y también de las variables x,y, z, y se transforma de forma deter-
minada bajo la accion de GL3(K).

Ahora si, una vez presentados los preliminares, he aqui un breve resumen de la
tesis: el trabajo doctoral de Noether se centra en la determinacion explicita de
un sistema completo de invariantes y covariantes asociados a una forma ternaria
bi-cuadratica. Se considera una forma homogénea de grado 4 en tres variables,

f(z,y,2) = Z aijp 'y’ 2

itj+k=4

i,7,k>0
El objetivo principal es obtener un conjunto finito de generadores del anillo de
invariantes K[a;;;] %55 1 asi como de los médulos de covariantes homogéneos,
construidos como polinomios en los coeficientes a;j y en las variables (z,y, 2), que
se transforman de forma determinada bajo la accion del grupo.
En este caso especifico, Emmy demuestra que el anillo de invariantes y los médulos
de covariantes asociados a esta forma estan finitamente generados.

2.3. Gotinga, un sueno hecho realidad

Sus primeros pasos hacia su nueva vida fueron mas bien un trago amar-
go: su madre fallecié poco después de su traslado, y cuando regresé a
Erlangen, corroboré que su padre ya no podia valerse por si mismo. Las
idas y venidas se hicieron constantes, y atin asi, se mantuvo firme, tanto
frente a las adversidades de la vida como a las duras matematicas de su
nueva casa de estudios. Durante estos anos Emmy ejerceria la docencia
e investigacién, y no sdlo se acabaria consagrandose como la madre del
algebra abstracta, sino también revolucionaria la comprensién de los
teoremas de conservacion de la fisica, como ampliaremos mas adelante.

2.3.1. Una profesora brillante

Los albores de la carrera docente de Emmy fueron turbulentos y es-
tuvieron marcados por las devastadoras consecuencias que la Primera

'Es decir, el subconjunto de polinomios invariantes bajo la accién GL3z(K)
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Guerra Mundial tuvo para Alemania. A pesar a las numerosas inter-
venciones a favor de Emmy por parte de destacados miembros de la
comunidad cientifica internacional, el tratamiento que recibia de las au-
toridades alemanas y del ministerio prusiano de Ciencias, Arte y Edu-
cacién Piblica no cambid, y jamas le concedieron el caracter oficial de
profesora, dejandola sin reconocimiento econémico ni académico. Perso-
nalidades de la talla de Hermann Weyl bregaron por el reconocimiento
pleno de los derechos de Emmy como docente, con célebres frases co-
mo «Cuando fui llamado de forma permanente a Gotinga en 1930, con
toda firmeza intenté obtener una posicién mejor para Emmy Noether,
ya que me avergonzaba ocupar un puesto privilegiado por encima de
quien sabia que me superaba como matematico en muchos aspectos».
También David Hilbert, en su intento de conseguirle una plaza oficial,
dijo: «Caballeros, el Consejo no es un sauna, no veo por qué una mujer
no puede formar parte de él». Aunque Weyl no logré formalizar la si-
tuaciéon de Emmy dentro de Gotinga, Emmy, que impartia lecciones du-
rante un semestre extraordinario programado para veteranos de guerra,
fue reconocida en 1919 como Privatdozent; pudo dictar cursos y clases,
aunque permanecia excluida del cuerpo docente oficial de la facultad.
Tristemente, por mas ascensos que le concedieran, ninguno implicaba
una mejora en su situacion legal y econémica. Tres anos después de que
se le permitiera dar clases, se le otorgd el grado de Auflerordentlicher
Professor (profesora asociada), lo que significaba ser profesora de tiem-
po completo sin remuneracion alguna.

En 1923, Emmy recibié un contrato para ensenar algebra, incluyendo
clases tedricas y practicas, y por fortuna, luego de haber trabajado por
mas de quince anos como docente, primero en su universidad de origen
y luego en Gotinga, consiguidé tener unos ingresos moddicos pero esta-
bles. Emmy fue una docente de la que sélo los mas brillantes estudiantes
podian beneficiarse, pues sus habilidades pedagégicas no estaban a la
altura del vasto conocimiento que manejaba. No fue hasta el adveni-
miento de la Segunda Guerra Mundial que su carrera profesional lleg6
a término, cuando, junto con muchos otros cientificos de origen judio,
fue suspendida y excluida de cualquier actividad y relacion con la uni-
versidad.

2.3.2. Los chicos Noether

El contrato de 1923 implicé un hito no sélo en la vida de Emmy, sino
también en la de muchas otras mujeres que incitadas por una revolucio-
naria presencia femenina en el cuerpo docente decidian emprender sus
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estudios universitarios en matematicas. Es mas, el primer estudiante
doctorado bajo la tutela de Emmy Noether fue una mujer, filésofa y
matematica alemana, Grete Hermann, que lo hizo en 1925. Fue en es-
te propicio periodo donde Emmy comenzé6 a elaborar sus propias ideas
y dirigir y promover tesis doctorales, rodeandose de un grupo de un
grupo de brillantes estudiantes que se beneficiaban de sus lecciones y
con los que compartia su férvida pasién por las matematicas, conocido
como Los chicos Noether. En estre grupo, ademas de la mencionada
Grete Hermann, se encontraban célebres figuras como Levitzki, Krull,
Schmeidler y Witt, s6lo por mencionar algunos. Este grupo se convirtié
en el centro neuralgico de la investigacion matematica en Gotinga, tanto
asi que no sélo contaba con la presencia de profesores ya consolidados,
sino también con la de célebres matematicos como Emil Artin (ma-
tematico con el que mas tarde recibiria el Premio Ackermann-Teubner
Memorial), Helmut Hasse, y el ruso Pavel Alexandroff.



Capitulo 3

Trabajos Matematicos

Las contribuciones de Noether a las matematicas fueron principalmente en el
terreno del algebra abstracta. A continuacién presentaremos sus aportes y algunas
aplicaciones de los mismos.

3.1. Preliminares

Presentaremos la maquinaria matemadtica con la que vamos a trabajar (prin-
cipalmente &lgebra abstracta y topologia). Omitiremos las demostraciones. Si el
lector desea profundizar, puede consultar [4].

Anillos

Definicién 3.1.1 Un anillo es una terna (A,+,-) donde A es un conjunto no
vacio provisto de dos operactones binarias:

» Una suma +: Ax A — A tal que (A, +) es un grupo abeliano,
s Un producto - : A x A — A tal que:

e Ll producto es asociativo: para todo a,b, c € A, se tiene (a-b)-c = a-(b-c),

e FEl producto es distributivo respecto de la suma: para todo a,b,c € A, se
cumple

a-(b+c)=a-b+a-c y (a+b)-c=a-c+b-c

Un anillo se dice conmutativo sia-b = b-a para todo a,b € A, y se dice unitario
si existe un elemento 1 € A tal que 1-a=a-1 = a para todo a € A. Al elemento
1 se lo llama identidad.

15
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Definicién 3.1.2 Sea A un anillo y a,b € R. Diremos que a,b son divisores de
cero si ab = 0.

Definicién 3.1.3 Sea A un anillo conmutativo. Diremos que A es un domino
integro si no tiene divisores de cero.

Definicién 3.1.4 Sea A un anillo con identidad 14, diremos que A es un anillo
de division si, para todo a € R\ {0}, existe b € R tal que ab = ba = 14.

Definicién 3.1.5 Un cuerpo es un dominio integro que, a su vez, es un anillo de
division.
El cuerpo es el tipo de anillo méas «bonito» para trabajar. Es conmutativo, no tiene

divisores de cero y todo elemento no nulo tiene un inverso multiplicativo.

Ejemplo 3.1.1 (Los cuerpos usuales) Como ejemplos de cuerpos tenemos Q,
R, C y Z,, donde p es primo.

Ejemplo 3.1.2 (EI anillo de matrices n x n) El anillo de matrices M(nxn,F),
donde F es un cuerpo, es un anillo no conmutativo.

Ejemplo 3.1.3 (Los cuaterniones) Sea
H={a+ib+jc+kd|abcdcRyi’=j*=k =ijk=—1}.

El conjunto H, dotado de la suma y multiplicacion naturales, admite estructura de
anillo de division no conmutativo.

Definicién 3.1.6 Sean A y B anillos. Un homomorfismo entre A y B es una
funcion ¢ : A — B tal que

» p(a+b) =¢(a)+ ¢(b), para todo a,b € A;
» p(ab) = p(a)e(b), para todo a,b € A.

Diremos que ¢ es un monomorfismo si es inyectiva, un epimorfismo si es
suryectivo y un tsomorfismo si es biyectivo.

Definicién 3.1.7 Sea ¢ : A — B un homomorfismo. Definimos

kero={a € Al p(a) =0}
imp={be B|3Ja€ A pla) =0>}

Observacién 3.1.1 Sea ¢ : A — B un homomorfismo. Entonces, ¢ es un mono-
morfismo si y solo si ker p = {0}.
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Sea A un anillo conmutativo con 1,4, notemos que el mapeo n +— nl, induce un
homomorfismo Z — A.

Definicién 3.1.8 Sea {A;}ic; una familia de conjuntos. Definimos

iel iel

A una funcién g € [[,.; A; la podemos denotar (g(%))er.

iel

Definicién 3.1.9 (Anillo producto) Sea {A;};c; una familia de anillos. El con-
gunto [],c; Ai admite estructura de anillo con las operaciones definidas por

= (g4 h)(@) = g(i) + h(i);
= (g-h)(i) = g(i) - h(i).
A este anillo lo denominamos anillo producto.

Definicién 3.1.10 (Producto débil de anillos) Sea {A;}ic; una familia de ani-
llos. Tomemos el conjunto

@Ai = {g € HA@- | g(i) # 0 para una cantidad finita de i’s}
icl i€l
Este conjunto admite estructura de anillo con las operaciones definidas por
= (9+ 1)) = g(i) + h(i);
= (g-h)(i) = g(z) - h(3).
A este anillo lo denominamos producto débil.

Notemos que, si {A;}icr es una familia de anillos, @,.; A; C [[,c; Ai-

Ideales

Definicién 3.1.11 (Ideal) Sea A un anillo. Un ideal izquierdo de A es un sub-
conjunto I C A tal que:

» [ es un subgrupo aditivo de (A,+),

» para todoa € A yx €l, setienea-x € 1.
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Andlogamente, un ideal derecho satisface que x-a € I para todo x € [ ya € A.
Un ideal bilateral o simplemente ideal es un subconjunto I C A que es ideal
1zquierdo y derecho simultdneamente, es decir, para todo a € A y x € I, se tiene
a-xelyx-ael.

Observaciéon 3.1.2 Si A es un anillo conmutativo, todo ideal es bilateral.

Observaciéon 3.1.3 Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces, ker ¢
es un ideal bilateral de A.

Ejemplo 3.1.4 Sea Z equipado con la suma y la multiplicacion usuales, entonces
nZ = {nk | k € Z} es un ideal, para todo n € N.

Ejemplo 3.1.5 FEl producto débil de una familia de anillos es un ideal bilateral
del producto de la familia.

Definicién 3.1.12 Sea A un anillo y X C A un subconjunto. Definimos el ideal
generado por X como

x)= () T

XCI ideal de A

Es decir, es el menor ideal que contiene al conjunto X.

Proposicién 3.1.1 Sea A un anillo conmutativo con identidad y X C A, entonces

los elementos de (X') son combinaciones lineales de elementos de X con coeficientes
en A.

Definicién 3.1.13 Sea A un anillo e I un ideal. Definimos la relacion en A,
an~a' siysolosia—a € 1. Esta relacion es de equivalencia. Denotamos por A/I
al conjunto de clases de equivalencia. Este conjunto admite estructura de anillo
con las operaciones definidas de forma natural.

Ejemplo 3.1.6 Sea A =7 y I =nZ. Tenemos que Z/nZ son los enteros mddulo
n.

Cocientar por un ideal es, de forma intuitiva, hacer colapsar sobre el cero a todos
los elementos del ideal. La razon por la que pedimos que sea un ideal es para que
el conjunto de clases de equivalencia (el conjunto cociente) se a su vez un anillo.
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Teorema 3.1.1 (Primer teorema de isomorfismo) Sea ¢ : A — B un ho-
momorfismo de anillos e I C kerp un ideal de A. Entonces, existe un unico ho-
momorfismo ¢ : A/l — B tal que Imgp = Im @ y hace conmutar el siguiente
diagrama

A—2.RB

7

A/l

Observemos que ¢ es un isomorfismo si y sélo si ¢ es suryectiva e I = Ker ¢.

Definicién 3.1.14 Sea A un anillo y P un ideal de A. Diremos que P es un ideal
primo si, para todo a,b € R, se tiene que

abe P=a€PobeP.
Ejemplo 3.1.7 Sea A =7 y P = pZ, donde p es un numero primo.

Teorema 3.1.2 Sea A un anillo conmutativo con identidad y P un ideal. Enton-
ces, P es primo si y sélo si A/P es un dominio integro.

Definicién 3.1.15 Sea A un anillo y M un ideal. Diremos que M es un ideal
maximal si es no trivial y, para todo ideal I, se cumple que M C I = M = 1.

Proposiciéon 3.1.2 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Entonces, todo
1deal mazximal es primo.

Teorema 3.1.3 Sea A un dominio integro y M un ideal. Entonces, A/M es un
cuerpo si y solo si M es mazimal.
Anillo de polinomios

Definicién 3.1.16 Sea A un anillo conmutativo con identidad 1 4. Definimos Alz]
como el conjunto @, . A y definimos x € Alx] tal que x(2) = 14 y x(n) = 0, para
todo n # 2. Es decir,

z=(0,14,0,0,...).

A los elementos de R[x] los denominamos polinomios. Este conjunto admite
estructura de anillo con las operaciones

= La suma usual;
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= g-h =3 Dy jen 9(OR(). Es decir, (g-h)(n) =", ._, g(@)h(j).

Notar que el producto esta bien definido, pues, al ser el producto débil, esa suma
es finita.

Observacion 3.1.4 Sea A un anillo conmutativo y Alzx] el conjunto de polino-
mios. Entonces, para todo n € N,

n lugares

——
2" = (0,...,0,15,0,0,...).

Sea g € Alz] y n = méx{k € N | g(k) # 0}, entonces g = > i, g(i)x'. Es decir, si
g=(a1,...,a,,0,0,...) entonces g = Y, a;x". Al nimero natural n lo denomi-
namos grado del polinomio y lo denotamos por gr(g).

Sea f =>"  a;x" € Rlz] y r € R, denotamos como f(r) al elemento de R de
la forma Y | a;r'.

En algunas ocasiones denotaremos como f(z) al polinomio f € A[z].

Sea f =" biz" € Alz], denotamos f(a) = >, bia’ € A. A esto lo llamamos
«evaluar el polinomio f en el elemento a». Esto nos permite definir, para a € A, un
homomorfismo A[z] — A dado por f +— f(a). Lo denominamos «homomorfismo
evaluacion en a».

Teorema 3.1.4 Sean A y B anillos conmutativos con identidad' y ¢ : A — B
un homomorfismo de anillos. Para cada b € B, existe un inico homomorfismo de
anillos ¢ : Alx] — B tal que x — B y hace conmutar el siguiente diagrama

A—*.RB

|
Alz]
Idea de la demostracion. Tomamos el mapeo evaluacion dado por
P ) =Y elas
i=0 i=0

Hay que verificar que efectivamente es un homomorfismo. [ |

'El resultado se puede generalizar para B no necesariamente conmutativo. Simplemente pi-
diendo que el subanillo de B generado por ¢(A) U {b} sea conmutativo.
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Sea A un anillo conmutativo con identidad, tomemos el anillo de polinomios
Alz]. Podemos, a su vez, tomar el anillo de polinomios A[z|[y]. A este anillo lo
denotamos por A[z,yl, el anillo de polinomios en dos variables.

Definicién 3.1.17 Sea A un anillo conmutativo con identidad y n € N. Definimos

Alzy, zo] = Alx][22]

Alzy, .o x| = Az, .o 2 ][2n)].

Teorema 3.1.5 Sean A y B anillos conmutativos y ¢ : A — B un homomorfismo

de anillos. Para cada by,...,b, € B, existe un unico homomorfismo de anillos
¢ Alxy,...,x,] = B tal que x — b y hace conmutar el siguiente diagrama
A—* B
|
Alxy, ..., xy)

Ejemplo 3.1.8 Tenemos el siguiente isomorfismo de anillos
Rlz]/(z* + 1) = C.
A modo de curiosidad, demostraremos este ejemplo.
Demostraciéon. Sea ¢ : R — C la inclusién. Claramente ¢ es un homomorfismo.
Por los teoremas anteriores, el mapeo x — ¢ induce el homomorfismo
¢:Rjz] = C
f=f()
Observemos que ¢ es un epimorfismo. Probemos que (22 + 1) = Ker ¢.
(C) Notemos que 22 + 1 € Ker ¢.
(D) Si f € Ker g, claramente no puede ser de grado 1.
» Si f es de grado 2 entonces f = az® +br +cy
0=ai®+bi+c

Es decir, c=ay b= 0, por ende f = a(z?+ 1), con a € R.

» Si gr(f) > 3 entonces existen ¢, € R[z| tales que r = 0 o gr(r) < 2
v f(z) = q(z)(z* + 1) + r(x). Por ende, 0 = 7(0). Como gr(r) < 2,
tenemos que r(z) = 0.

Por ende, tenemos el isomorfismo ¢ : Rlz]/{z? + 1) — C. [ |
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Anillo de fracciones

El anillo de fracciones no es mas que una generalizacion de la construccion de
los racionales a partir de los enteros. Asi que nos sera de extrema utilidad recordar
tal construccién: Tomamos el conjunto Z x (Z \ {0}) y definimos la relacién

(a,b) ~ (¢, d) siy solo si ad = be.

Notar que la relacién ~ es de equivalencia. Definimos Q = Z x (Z \ {0})/~. Y
definimos las operaciones

(a,b) + (¢,d) = (ad + bc, bd)
(a,b) - (c,d) = (ac, bd)

Notar que estas operaciones pasan al cociente. Por ende, podemos definirlas para
el conjunto cociente Q. Denotamos a la clase de equivalencia [(a,b)] = ¢.

Definicién 3.1.18 Sea A un anillo y S C A. Diremos que S es un subconjunto
multiplicativo si, para todo a,b € S tenemos que ab € S.

Definicién 3.1.19 Sea A un anillo conmutativo y S C A multiplicativo. Defini-
mos la siguiente relacion en A x S:

(a,s) ~ (d',s") < s1(as’ —d's) =0, para algin s; € S.

Observaciéon 3.1.5 La relacion ~ es una relacion de equivalencia. Y si A no
tiene divisores de cero, entonces

(a,s) ~ (d',s") & as’ —d's = 0.

Definicién 3.1.20 Sea A un anillo conmutativo y S C A multiplicativo. Denota-
mos por AS™! al conjunto de clases de equivalencia inducido por la relacion ~. Y
a la clase [(a, s)] la denotamos como a/s.

Observacién 3.1.6 El conjunto AS™! admite estructura de anillo con las siguien-
tes operaciones

a/s+a' /s = (as' +d's)/ss ya/s-a'/s=ad'/ss.
A AS™ lo denominamos anillo de fracciones.

Teorema 3.1.6 Sea A un domino integro, entonces S = A—{0} es multiplicativo.
Ademds, AS™! es un cuerpo.
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A este lo llamamos cuerpo de fracciones de A, lo denotamos como F(A).
Ademas, tenemos la incrustacion

L A AST!
aralla

Teorema 3.1.7 Sea A un dominio integro y p : A — B un homomorfismo de
anillos tal que p(A) C U(B). Entonces, eziste un unico homomorfismo de anillos
¢ :F(A) — B tal que el siguiente diagrama

es conmutativo.

Definicién 3.1.21 Sea R un dominio integro, definimos el cuerpo de fraccio-
nes en n vartables como

R(xy,...,x,) :=F(R[x1,...,2,)).

Algebras y extensiones de anillos

Definicién 3.1.22 Sea R un anillo conmutativo con identidad. Una R-dlgebra es
un anillo A con identidad equipado con un homomorfismo n : R — A tal que
n(rya = an(r), parar € R y a € A.

Ejemplo 3.1.9 Sea R un anillo conmutativo con identidad, entonces R|x1, ..., x,]
es una R-dlgebra.

La idea de dlgebra sobre un anillo busca generalizar el concepto de espacio vectorial
sobre un cuerpo. En este caso los elementos de R son el andlogo a los escalares
y los elementos de A son los andlogos a los vectores. Por esta razén, denotamos
r-a:=n(r)a, paratodoa € Ay r € R, que es andlogo al producto por escalares.?

Definicién 3.1.23 Sea R un anillo conmutativo con identidad y A una R dlgebra
conmutativa. St el homomorfismo n: R — A es inyectivo, diremos que A es una
extension de R.

2El concepto de algebra sobre un anillo se relaciona con un concepto muy importante en el
algebra, el de Médulo.



CAPITULO 3. TRABAJOS MATEMATICOS 24

Definicién 3.1.24 Sea A una extension conmutativa de R y X C A. Denotamos
por R[X]| al subanillo de A generado por X Un(R). Es decir

RX]= () T

n(RUXCT
En otras palabras, R[X] es el «menor» subanillo de A que contiene a n(R) y X.

Proposicién 3.1.3 Si X = {a,...,a,}, entonces
R[X] = Rlay,...,a,] :=={f(a1,...,a,) | f € R[z1,...,2,]}

Definicién 3.1.25 Sea R un anillo conmutativo con identidad y A una extension

de R. Diremos que A es finitamente generada si existen aq,...,a, € A tales que
A= Rlay,. .., a,.

Definicién 3.1.26 Sea A una extension de R y a € A. Diremos que a es entero
sobre R si existe un polinomio mdnico f € R[z] tal que f(a) = 0.
Diremos que A es una extension entera si todo elemento es entero sobre R.

Extensiones de cuerpos

Proposicién 3.1.4 Sean K un cuerpo, R un anillo y ¢ : K — R un homomor-
fismo. Si ¢ es no nulo, entonces es un monomorfismo.

Definicién 3.1.27 Sean F y E cuerpos, diremos que E es una extension de F,
denotado por E/F, si F'— E.

Definicién 3.1.28 Sea E/F una extension de cuerpos y o € E. Diremos que «
es algebraico sobre I si existe un polinomio f € Flx] tal que f(a) = 0. Caso
contrario, diremos que « es trascendente. Diremos que E/F es algebraica si
todo elemento de E es algebraica sobre F'. De no ser ast, la extension se denomina
trascendente en otro caso.

Proposicién 3.1.5 Sea E/F una extension de cuerpos. Si es de grado finito,
entonces es algebraica.

La reciproca no es cierta. Si se toma el conjunto de los nimeros primos P, la
extension Q({,/p}per)/Q es de grado infinito pero es algebraica.

Definicién 3.1.29 Diremos que un cuerpo F' es algebraicamente cerrado si
todo polinomio f € F tiene una raiz en F'.
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Ejemplo 3.1.10 EIl cuerpo C es algebraicamente cerrado.

Definicién 3.1.30 Sea K un cuerpo, llamamos clausura algebraica de K a
una extension algebraica de K que es algebraicamente cerrada.

Teorema 3.1.8 La clausura algebraica de un cuerpo es unica salvo isomorfismo.

Sea K un cuerpo, denotaremos por K a su clausura algebraica.

Definicién 3.1.31 Sea R un anillo conmutativo y con identidad y A una exten-
sion de R. Diremos que {ay,...,a,} C A son algebraicamente independientes
si f(ay,...,a,) #0, para todo f € Rlxy,...,x,].

Definicién 3.1.32 Sea F/K una extension de cuerpos, una base trascendente

de F' sobre K es un conjunto, X C F, algebraicamente independiente y mazimal
sobre K.

Observacion 3.1.7 Todas las bases trascendentes de una extension de cuerpos
tienen la misma cardinalidad.

A esta cardinalidad la llamaremos grado de trascendencia.

Ejemplo 3.1.11 Sea F' un cuerpo, entonces F(x)/F es una extension trascen-
dental y x es trascendente sobre F. Ademds, {x} es una base trascendente. En
otras palabras, el grado de trascendencia sobre de F(x) sobre F es 1.

Ejemplo 3.1.12 El grado de trascendencia de la extension Q(\/E, e)/Q es 1.
Pues, V/2 es algebraico sobre Q pero e no lo es.

Ejemplo 3.1.13 El grado de trascendencia de C o R sobre Q es la cardinalidad
del continuo.

Ejemplo 3.1.14 El grado de trascendencia de la extension Q(m,e)/Q es desco-
nocido, claramente es 1 o 2. Pero, actualmente, no sabemos si ™ y e son algebrai-
camente independientes.

Proposicién 3.1.6 Sea F'/K una extension de cuerpos, entonces S C F es una
base trascendente si y solo si la extension F/K(S) es algebraica.
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3.2. Anillos de Noether

Definicién 3.2.1 Sea R un anillo conmutativo. Una cadena ascendente de ideales
en A es una familia de ideales {I,, | n € N} tal que I, C 1,11, para todo n € N.

Definicién 3.2.2 (Anillo noetheriano) Sea R un anillo conmutativo. Diremos
que R es noetheriano si para toda cadena ascendente de ideales {I,}nen existe
m € N tal que I,, = I,,,, para todo n > m. A esta propiedad la denominamos
condicion de cadenas ascendentes.

Lo que vuelve a los anillos de Noether los anillos mds interesantes dentro del
algebra conmutativa son las siguientes equivalencias y sus consecuencias.

Teorema 3.2.1 Sea R un anillo conmutativo, entonces R es un anillo noetheriano
sty solo si todo subconjunto de ideales de R tiene un elemento maximal.

Demostracién.

(=) Sea S un conjunto no vacio de ideales de R que no tiene elementos maximales.
Sabemos que existe Iy € S, pues es no vacio. Ademas, para cada I € S existe
al menos un I’ € S tal que I C I'.
Es decir, existe I; € S tal que Iy € I;. De esta forma definimos (axioma de
eleccién) una familia {1, },en tal que I, C I,,41, para todo n € N. Lo cual
contradice la condicion de cadenas ascendentes.

(<) Sea C = {I,}nen una cadena ascendente de ideales de R. Por hipétesis, C
tiene un elemento maximal . Es decir, existe n € N tal que I = I,,.

Teorema 3.2.2 Sea R un anillo conmutativo. Entonces, R es noetheriano si y
solo si todo ideal de R es finitamente generado.

Demostracidn.

(=) Supongamos que existe un ideal I que no es finitamente generado. Sea
{an}nen C I. Entonces, los ideales I,, = (aq,...,a,) forman una cadena
ascendente de ideales que no se estabiliza. Lo que contradice la condicién de
cadenas ascendentes.

(<) Sea C = {I,}nen una cadena ascendente de ideales. Entonces I = (J, oy In
es un ideal de R. Por ende, I es finitamente generado. Sea {ai,...,ax}
un conjunto de generadores de I. Por definicion, existe un n € N tal que
ai,...,a; € I,. Es decir, I C I,,.
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Proposicién 3.2.1 Sea ¢ : R — S un epimorfismo de anillos. Si R es noethe-
riano, entonces S es noetheriano.

Corolario 3.2.1 Sea R un anillo noetheriano e I un ideal de R. Entonces, el
anillo cociente R/1 es noetheriano.

Ejemplo 3.2.1 Todo cuerpo es noetheriano.

Teorema 3.2.3 (Teorema de la base de Hilbert) Sea R un anillo conmuta-
tivo y n € N. Si R es noetheriano, entonces R[xy, ..., xz,| también lo es.

Demostracién. Solo necesitamos probar que R[z] es noetheriano. Y, por el teo-
rema anterior, eso se reduce a probar que todo ideal de R]x] es finitamente gene-
rado.

Sea J C R[z| un ideal. Definimos I,, C R de la siguiente forma: r € [ si y solo si
r =0 o r es el coeficiente director de algin polinomio en .J. Notemos que [, es un
ideal de R, para todo n € N. Ademds, si r es el coeficiente director del polinomio
de grado n, f € J, entonces r es el coeficiente director del polinomio x f, que es de
grado n + 1 y estd en J (pues J es un ideal). En otras palabras, I,, C I,,.;, para
todo n € N. Como R es noetheriano, existe m € N, tal que I,, = I,,, para todo
m < n. Ademsds, I, es finitamente generado. Sea I, = (T, ..., ni,), s€a fn; un
polinomio en J de grado n y r,; como coeficiente director, para todo 1 <n <m
y nl < 7 < ni,. Definimos el conjunto

{foj 1 1<n<mynl<j<ni,}.

Probemos que J = (X). La contencién (X) C J es trivial. La contencién reciproca
la probaremos por induccion.

= Caso base: El conjunto de polinomios de grado 0 en J es exactamente Iy,
que esta contenido en (X).

= Supongamos que todo polinomio de grado k — 1 en J estd contenido en (X).
Sea g € J de grado k.

e Sik <m,yr € I, entonces r = Z;’;l s;1k;. Porende, f = Zé’;l s frj €
(X) es un polinomio de grado k en J que tiene a r como coeficiente
director. Por ende, g — f € J y tiene grado, a lo sumo, k£ — 1.
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e Sik>m,yr el =1,, entonces r = Z;’ll 5jTm;. Por lo tanto,
f= Z;’Zl sjz* ™ f.; € (X) es un polinomio de grado k en J que tiene
a r como coeficiente director. Por ende, g — f € J y tiene grado, a lo
sumo, k — 1.

En ambos caso, g — f € (X). En consecuencia, g € (X).
|

Corolario 3.2.2 Sea K un cuerpo y A una K-dlgebra finitamente generada. En-
tonces, A es un anillo noetheriano.

3.3. El teorema de normalizacion de Noether

Observacion 3.3.1 Sea R un dominio integro y K un cuerpo tal que R es una ex-
tension de K. Sea F' el cuerpo de fracciones de R. Entonces, F'//K es una extension
de cuerpos.

Observacion 3.3.2 Sea R un dominio integro y F' un cuerpo tal que F/R es una
extension. Entonces, F'/F(R) es una extension de cuerpos. En otras palabras, F(R)
es el «menor» cuerpo que contiene a R.

Corolario 3.3.1 Sea S/R una eztension de anillos y s1,...,8, € S. Entonces,
F(R[s1,...,8n)) = R(s1,...,8n).

Teorema 3.3.1 (Lema de normalizacién de Noether) Sea K un cuerpo y A
un dominio integro que es una K-dlgebra finitamente generada. Sea n el grado
de trascendencia de F(A) sobre K. Entonces, existe un conjunto algebraicamente
independiente {t1,...,t,} C A tal que A es una extension entera de K[ty,. .., t,].

Demostracién. Tenemos que existen uy, ..., u,, € Atalesque A = Klug, ..., Uy,
ademds F(R) = K(uy,...,Upy). Siuy,...,u, son algebraicamente independientes,
entonces {uy,...,u,} es una base trascendente de F(A) sobre K. En otras pala-
bras, m = n y hemos terminado.

Si {uq,...,uy} es algebraicamente dependiente, tenemos que n <m — 1y
> kil U =0
(il,...,im)el

donde I es un conjunto finito de m-iplas de enteros no negativos y k;, . ;. € K\{0}
para cada (iy,...,4,) € 1.
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Sea ¢ € Z tal que es mayor que cualquiera de las entradas de las m-tplas de I.
Sean (i1, ...,%m), (J1,---,Jm) € I, entonces

i iyt Ty = b e T
=
(ila'--aim> - (]1773777,)

Pues, ¢ | iy — j1, pero ¢ > i1, ji, por ende i; — jo = 0. Lo que implica

Cig + -+ " iy =cip+ -+,
i2+"'+cm_2im:j2+"'+cm_2jm
y se repite el argumento anterior sucesivamente. Por ende, ambas m-iplas son
iguales. Por ende, el conjunto

{iy+cig+ -+ " iy | (iny ...y im) € 1}

tiene cardinalidad |I|. Ademas, tiene un elemento maximo, sea (ji,...,jm) € I, la
m-ipla asociada al elemento maximo de este conjunto. Sean

- c . c2 o C'mfl
Vg = U2 — Uy, U3 =U3 —Up,--.y Un = Un — Uy

Como u; = v; —l—uCH, para todo 2 < ¢ < m, podemos reescribir la primera igualdad
como

1+cjot ™ —
kjl...jmu] J Im 4 f(ul, V2, ... ,Um) =0.

Por ende, u; es entero sobre K[vy, ..., vy,], como ug, . . ., u,, claramente son enteros
sobre K[uy, va, ..., vy), concluimos que R es una extension entera de K[uy, vo, . .., Up)].
Si{vg,...,v,} es algebraicamente independiente, entonces n = m—1 y hemos ter-
minado. De no ser asi, repetimos el argumento anterior con Kluvy, ..., v,,] en lugar
de R. Podemos aplicar este argumento de forma sucesiva y un argumento induc-
tivo prueba la existencia de un conjunto {z,_ni1,...,2mt C R algebraicamente
independiente tal que R es algebraico sobre K[z, _ni1,- -, Zm]- |

3.4. Aplicaciones a la geometria algebraica

La geometria algebraica es la rama de las matematicas que utiliza técnicas del
algebra abstracta, principalmente de la teoria de anillos conmutativos, para resol-
ver problemas geométricos. Centrandose en los ceros de polinomios multivariables.
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3.4.1. Variedades algebraicas

Definicién 3.4.1 Sea K un cuerpo, S C Klxy,...,2,] y F' una extension alge-
braicamente cerrada. Definimos el conjunto

V(S)=A{(a,...,a,) € F"| f(a1,...,a,) =0,Vf € S}.
Denominamos a V(S) como la n-variedad afin en F™ de S.

Sea V. C F™, diremos que V es un conjunto algebraico si existe S C
Klzy,...,z,) tal que V. =V(S5).

Notemos que el mapeo S +— V/(S) define una funcién entre los subconjuntos de
Klxq,...,z,) y los subconjuntos de F™. Por otro lado, definimos el mapeo YV
J(Y) dado por

JY)={f € Klxy,...,x,] | flar,...,a,) =0,Y(a,...,a,) € Y}.
Notemos que J(Y') es un ideal de K[z1,...,2,).

Lema 3.4.1 Sea K un cuerpo y F una extension algebraicamente cerrada. Ademds,
sean S, T C Klxq,...,z,] y X, Y conjuntos algebraicos de F". Entonces

u V(K[$1, .. ,l'n]) = @,'
u J(@) = K[{L‘h...,l’n]),’

Si S CT, entonces V(T) CV(S) y, st X CY, entonces J(Y') C J(X);
= V(S) =V({J(V(9)) y J(Y) = J(V(J(Y))).
Omitiremos la demostracién de este lema, pero puede verse en [4].

Observaciéon 3.4.1 Sea K un cuerpo, F una extension algebraicamente cerrada

de K y S C K[zy,...,zg]. Sea I = (S), entonces V(S) = V(I).

Observaciéon 3.4.2 Sea K un cuerpo, F una extension algebraicamente cerrada
de K y S C Klxy,...,xy|. Existen fi,..., fm € K|x1,...,2,] tales que

V(S)=V(fi, - [n)
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Demostracién. Seal = (S), el ideal generado por la familia S. Como K[zy, ..., z]
es noetheriano, existen fi,..., fi, € Klxy, ..., 2] tales que I = (f1,..., fm). Es
decir, para todo f € I existen gi,...,gm € K[z1,..., 2] tales que f =>" g:f;.
Por ende, si fi(ay,...,ax) = 0,4 € {1,...,m}, entonces f(ai,...,ar) = 0, para
todo f € S. En otras palabras, V(S) =V (fi,..., fm)- [ |

Por lo tanto, solo es necesario interesarnos por la variedades a ideales de
Klzy,...,z,). Sea I C Klzy,...,x,] un ideal, claramente V() es el conjunto de
soluciones del «sistema de ecuaciones polinémicas» {f(z1,...,2,) =0 | f € S}.
Nos podemos preguntar por la existencia de soluciones de tal sistema. Lo que es
equivalente a preguntarnos si V' (I) es vacio o no y bajo qué condiciones. El lema
de normalizacién de Noether serd necesario para dar respuesta a esa pregunta.

Lema 3.4.2 Sea K un cuerpo y F una extension algebraicamente cerrada. Sea I
un ideal propio de Klz1,...,x,], entonces V(I) es no vacio.

Demostracion. Sabemos que todo ideal esta contenido en algin ideal maximal,
y que todo ideal maximal es primo. Es decir, si I es un ideal entonces existe P ideal
primo tal que I C P. Por ende, V(P) C V(I). En consecuencia, solo es necesario
probarlo para ideales primos.

Sea P C K|xy,...,%,] un ideal primo, notemos que P N K = {0}. Si existiera
a € PN K entonces 1 = aa™! € P, por ende P = K[xy,...,7,] lo que es un
absurdo.
Sea R el dominio integro Klzy,...,x,]/Py 7m: Klxy,...,x,] = R el epimorfismo
candnico. Notemos que R = 7(K)[r(x1),...,7(z,)]. Ademds, como K N P = {0},
m(K) = K. Por el lema de normalizacion de Noether existe {t1,...,tn} € R
algebraicamente independiente sobre 7(K) tal que R es una extension entera de
S =m(K)[t1,...,tm]. Sea M el ideal de S generado por {ti,...,t,}. Entonces, el
mapeo 7(K) — S/M dado por 7(a) — m(a)+M es un isomorfismo. Por ende, M es
un ideal maximal de S. Por ende, existe N ideal maximal de R tal que M = SNN.
Sea 7 : R — R/N el epimorfismo canénico. Entonces, R/N es un cuerpo. Por el
segundo teorema de isomorfismo, estos mapas definen los isomorfismos

K=nK)=S/M=S/(SNN)N(S+ N)/N =1(5).
Sea 7(R) la clausura algebraica de 7(R). Como R es entero sobre S, 7(R) es una
extensién algebraica de 7(S), por ende 7(R) es la clausura algebraica de 7(S5).
Como F' contiene a K (la clausura algebraica de K) y tenemos el isomorfismo
K = 7(8), podemos extenderlo a un isomorfismo K = 7(R). Sea o : 7(R) — K C
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F' tal isomorfismo. Definimos ¢ como la composicién

Klzy,...,v,] > RS 7(R) > F.
Notemos que ¢|x = 1x y ¢|p = 0. Por ende, para cada f(xq,...,2,) € P,
F(B1), -, ) = 0. Bs decir, (¢(z1), .., 6(wn)) € V/(P). .

Teorema 3.4.3 (El Nullstelensatz de Hilbert) Sea K un cuerpo y F una ex-
tension algebraicamente cerrada. Sea I un ideal de K[z, ..., x| yV(I) su variedad
algebraica afin. Entonces,

J(V(I)) = Rad(I).

La demostracién requiere del lema anterior y puede verse en [4].

3.5. El teorema de descomposicion de Lasker-
Noether

A modo de introduccién, recordemos el teorema fundamental de la aritmética.
Tal teorema nos afirma que todo nimero natural mayor que 1 se puede expresar
de forma tnica como un producto de potencias de primos. Los numeros primos
son los ladrillos de los niimeros enteros. Esto lo podemos pensar a nivel de ideales
como que

nZ = (pi')--- () = (") NN {py),

T M4 .
donde n = [[;_, p/*. Queremos ver como propiedad sobre la estructura de los
numeros enteros se puede generalizar para otros anillos. Es decir, ver cuando exis-
ten ideales «ladrillo» tal que todo ideal propio se pueda expresar como interseccion
finita de estos.

Definicién 3.5.1 Sea R un anillo conmutativo y Q C R un ideal. Diremos que Q)
es primario si, para todo a,b € R, cumple que

abeQ ya¢ Q="0b"€qQ, para algin n € N.

Proposicion 3.5.1 Sea R un anillo conmutativo y Q) un ideal de R. Si () es un
ideal primario, entonces Rad Q) es un ideal primo.
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Demostracién. Sean a,b € R tales que ab € Rad(Q) vy a ¢ Rad(Q). Es decir,
existe n € N, tal que (ab)" € . Como a" ¢ @Q, tenemos que (b")™ € () para algun
m € N. Por ende, b € Rad(Q). [

Este resultado nos impulsa a utilizar la siguiente terminologia. Sea ) un ideal
primario y P un ideal primo. Diremos que () es P-primario si

» Siab€e Qya¢Q, entonces b € P.

Proposiciéon 3.5.2 Si Q1,...,Q, son ideales primarios tales que todos son P-
primarios, para un ideal primo P, entonces [\;_, Qi es un ideal P-primario.

Demostracién. Sea @ := ﬂ?zl Q;, v verifiquemos que Rad(Q)) = P. Sabemos
que @Q; € P para todo i € {1,...,n}, entonces  C P, por ende Rad(Q) C
Rad(P) = P.

Para demostrar la inclusién inversa, tomemos un ideal primo P’ que contenga a
Q. Como Q1N---NQ, CQ C P, sesigue que Q; C P’ para algin i € {1,...,n}.
Entonces, P = Rad(Q;) € P’. Como consecuencia, P C Rad(Q). Por lo tanto,
Rad(Q) = P.

Procedemos ahora a demostrar que () es un ideal primario. Para ello, tomemos
r,s € R tales que rs € Q y r ¢ Q. Entonces, r ¢ (), para algin j € {1,...,n}.
Como rs € @) C @Q; v @, es un ideal primario, existe un n € N tal que s" € Q.
Esto implica que s € Rad(Q);) = P = Rad(Q), y por lo tanto s™ € @ para algin
m € N. Asi, el ideal @) es primario. [ |

Definicién 3.5.2 Sea R un anillo conmutativo e I un ideal de R. Diremos que I
admite una descomposicion primaria si existen ideales primarios Qq,...,Qn
de R tales que I =, Qi. Si Q; no estd contenido en ﬂ;;l Q; y tales ideales son
primarios son distintos dos a dos, diremos que la descomposicion es irredundan-
te.

Proposicién 3.5.3 Sea R una anillo conmutativo e I un ideal. Si I admite una
descomposicion primaria, entonces admite una descomposicion primaria irredun-
dante.

Definicién 3.5.3 Sea R un anillo conmutativo y sean I y J ideales. Definimos

(I:J)={reR|rJCI}.
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Observacion 3.5.1 El conjunto (I : J) es un ideal. Lo llamaremos cociente de
tdeales.

Definicién 3.5.4 Sea R un anillo conmutativo, diremos que un ideal I es irre-
ducible si no se puede expresar como interseccion de dos ideales que lo contengan
estrictamente.

Definicién 3.5.5 Sea R un anillo conmutativo. Diremos que R es un anillo de
Lasker si todo ideal admite una descomposicion primaria.

Teorema 3.5.1 (Teorema de descomposicién de Lasker-Noether) Todo ani-
llo noetheriano es un anillo de Lasker.

Proposicion 3.5.4 Sea R un anillo noetheriano, entonces todo ideal se expresa
como interseccion finita de ideales irreducibles.

Demostraciéon. Sea S el conjunto de ideales propios de A que no se pueden
expresar como interseccion finita de ideales irreducibles. Supongamos que S es
no vacia, entonces S tienes un elemento maximal /. Como I € S, I no puede
ser irreducible, entonces I = J N K, donde J, K son ideales de A que contienen
estrictamente a I. Notemos que si J € S, contradecimos la maximalidad de I.
Por ende, J ¢ Sy, por un argumento andlogo, K ¢ S. Es decir, J y K admiten
una expresion como interseccién finita de ideales irreducibles. Lo que implica que
I ¢ S. Lo que es un absurdo. |

Con esto probamos que todo ideal de un anillo de Noether es la interseccién
de una cantidad finita de ideales irreducibles. Hay que ver como se relacionan los
ideales irreducibles con los ideales primarios.

Proposicion 3.5.5 En un anillo noetheriano, todo ideal irreducible es primario.

Demostracion. Sea R un anillo noetheriano, y sea () un ideal irreducible de R.
Tomemos a,b € R tales que ab € @) pero b ¢ Q. Para cada n € N, consideramos el
ideal cociente

A, =(Q:(a")={reR:ra" € Q}.

Se puede ver facilmente que (A,)nen es una cadena ascendente de ideales.
Como R es noetheriano, existe un n € N tal que A,, = A, para todo m > n.
Consideremos ahora los ideales I := (a™)+Qy J := (b)+Q. Es claro que Q C INJ.
Para demostrar la inclusion inversa, sea y € I N J, y escribamos y = ra™ + ¢ para
ciertos r € Ry g € (). Como aJ C @, se sigue que ay € (). Entonces,
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ra" = ay —aq € Q.

Esto implica que r € A,,,1 = A, y por tanto ra"” + q € Q. Asi, y € ). Por lo
tanto, @ = I N J. Como @ es irreducible, se sigue que ¢ =1 0 Q = J.

Ahora bien, el hecho de que b ¢ @ garantiza que ) = I, y por tanto a™ € Q.
Concluimos que () es un ideal primario. [ |

Se puede consultar una extension de los conceptos y teoremas de esta seccién
a las estructuras de médulos en [4] y profundizar un poco mas en los anillos de
Lasker en [9)].

A modo de curiosidad histérica, Emanuel Lasker no solo fue un matemaético,
sino que fue un ajedrecista profesional. Siendo el segundo campeén del mundo
cronolégicamente y la persona que mantuvo su corona por mas tiempo (27 anos),
lo que lo vuelve uno de los mejores jugadores de la historia. También fue un escritor
filoséfico y coautor de un drama, pero sus obras recibieron poca atencién. Respecto
al teorema, Lasker lo enuncié y demostré para anillos de polinomios y anillos de
series de potencias formales en 1905 y Noether demostro el caso general en 1921.



Capitulo 4

El teorema mas bello de la fisica

El teorema de Noether es uno de los mas revolucionarios de la fisica
moderna, pero no muchos conocen su historia. Era el ano 1915, Eins-
tein habia formulado su teoria general de la relatividad, cambiando por
completo la percepcién del espacio, el tiempo y la gravedad. Esta teoria
se basaba en principios de la geometria diferencial y variacion que mas
adelante explayaremos. Si bien Einstein habia conseguido las ecuacio-
nes de campo, ni él ni otros grandes matematicos como Hilbert y Klein
lograban comprender cémo se aplicaban las leyes de conservacién en
este nuevo marco, pues en la relatividad general, el concepto de energia
no era tan claro, y en ciertos contextos parecia no conservarse, lo cual
suponia un gran problema conceptual y matematico. Hilbert y Klein
no podian solos, pues necesitaban de la ayuda de un experto en teoria
de invariancia, y Noether, ya se habia consagrado como tal. En 1918,
ella publicé su resultado en un articulo titulado: Invariante Variations-
probleme (problemas variacionales invariantes), donde demostré que las
leyes de conservacion son consecuencias matematicas directas de las si-
metrias del lagrangiano, contrariando la creencia de que eran principios
independientes o empiricos. El teorema de Noether resulté tan transfor-
mador y significativo, que senté las bases conceptuales y matematicas
para casi toda la fisica del siglo XX y XXI. Revolucionar el entendi-
miento sobre las leyes de conservacion no fue lo tinico: pues la base
conceptual del Modelo Estandar.

4.1. Preliminares

A continuacién haremos un breve recorrido por las nociones previas necesarias
para presentar el teorema de Noether.

36
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4.1.1. Nociones de simetria

En el formalismo lagrangiano, una simetria se define como una transformaciéon
diferenciable del espacio de configuraciones (y eventualmente del tiempo) que deja
invariante la accién funcional del sistema. Sea un sistema dindmico descrito por
un lagrangiano

L(qzv Qi7 t)v

donde ¢; € @) son coordenadas generalizadas sobre una variedad de configuracién
Q,y ¢; = dg;/dt. Consideramos una transformacién infinitesimal del tipo

¢ — ¢ +€&(q,4,1),
t—t+er(q,q,t),

parametrizada por € € R pequeno.

Definicién 4.1.1 Se dice que una transformacion infinitesimal como la anterior
es una simetria del lagrangiano si la variacion inducida sobre L puede escribirse

como una derivada total: IF
0L =e—
Tt

para alguna funcion diferenciable F(q,q,t). En tal caso, la accion
to
Sldl = [ Ll t) d
t1

es imvariante bajo la transformacion, en el sentido variacional.

Bajo esta condicion, la variacién total de la accién es un término de frontera:
— 2]
S =€elF]2,

y no afecta las ecuaciones de Euler—Lagrange derivadas del principio de minima
accion.

4.1.2. Calculo variacional y ecuaciones de Euler-Lagrange

El formalismo lagrangiano en mecdanica clasica y teoria de campos se basa en
la formulacién variacional del principio de evolucién del sistema. A continuacién
se definen los objetos fundamentales del calculo variacional que dan lugar a las
ecuaciones de movimiento.
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Funcional de accion

Definicién 4.1.2 Sea () una variedad de configuracion de dimension finita. Una
curva admisible es una funcién q : [t1,t2] — Q, de clase C?, tal que q(t;) = ¢
y q(ts) = qo, donde los extremos q1,q2 € Q estan fijados. El funcional accién
asociado a un lagrangiano L : TQ) x R — R, con T'Q el fibrado tangente de @,
esta dado por

Condiciones de contorno y curvas admisibles

Teorema 4.1.1 Si el funcional S[q] es estacionario respecto de variaciones de
primer orden en una curva admisible q(t), entonces q(t) satisface las ecuaciones
de Euler—Lagrange:

L L
%(ng) — gqi =0, paracadat=1,....,n

Principio de minima accion

La evolucion real del sistema corresponde a aquellas curvas admisibles ¢(t) que
hacen estacionario el funcional S[q] frente a variaciones arbitrarias dg(t) que se
anulan en los extremos, es decir,

dS[g) =0 para toda dq(t) tal que dq(t;) = 0q(t2) =0

Deduccién de las ecuaciones de Euler-Lagrange

Teorema 4.1.2 Sea
L:TQ xR —R

un lagrangiano suficientemente regqular, y sea

el funcional de accion definido sobre el espacio de curvas

q:lt,t] = Q

de clase C?, con extremos fijos. Si q(t) anula la primera variacién de S frente a
toda variacion diferenciable que se anule en los extremos, entonces q(t) satisface

las ecuaciones
d (0L oL 0 todo i
— — = ara todo 1.
a\og) og "
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Demostracién. Sea
n: [tl,tg] — R"

una funcién de clase C? con condiciones de frontera
n(t1) =n(tz) =0
Consideramos una familia de curvas variacionales
q(t) = q(t) + en(?),
con € € R. Definimos

sid=sll= [ " L), (). at

t1

La condicion de estacionariedad es

d
—S =0.
de < I
Calculamos: )
d > = [OL dg¢  OL dgs
— = : L dt.
deS[E] /t1 Zzl L‘?qi de * ¢ de}
Dado que

dg; dg; .
—t=mt), =),
e 1 (t) T 7i(t)

/@z": (aL N ap)dt
= o .
Integramos por partes el segundo término:

=1
“oL. [aL r /h d (8L> 0
s At = |51 - =i
t1 aql aqz tl t1 dt an
Como n(t;) = n(t2) = 0, el término de frontera se anula y queda

/0L d [OL

Por el lema fundamental del célculo de variaciones, como 7;(t) es arbitraria, se
concluye

al evaluar en € = 0, se obtiene

d
58 = Sl

oL d (OL
dt

a4, — 3@;) =0, para todo 7.
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4.1.3. Definicién y rol del lagrangiano y la accién
Definicién del lagrangiano L(g;, i, 1)

Definicién 4.1.3 Sea Q) una variedad diferenciable (el espacio de configuraciones
del sistema) y TQ su fibrado tangente. Un lagrangiano es una funcion suficiente-
mente reqular

L:TQxR =R, L=L(qq,t)

que asigna un valor real a cada estado del sistema dado por las coordenadas gene-
ralizadas ¢, sus derivadas temporales ¢* (las velocidades generalizadas) y el tiempo
t.

Tipicamente, en mecanica clasica, el lagrangiano se define como la diferencia entre
la energia cinética T' y la energia potencial V' del sistema:

L(¢',¢',t) = T(d',d") — V(d', 1)

El funcional de accién S[g] = [* Ldt

t1

Definicién 4.1.4 Dada una curva q: [t1,ts] — Q de clase C* que describe una
trayectoria del sistema entre los instantes t1 y to, se define el funcional de accién
como

El principio de minima accién (o més precisamente, principio de Hamilton) estable-
ce que las trayectorias fisicas reales del sistema son aquellas que hacen estacionario
el funcional de accién frente a todas las variaciones diferenciables de la curva ¢(t)
que mantienen fijos los extremos. Esta condicion de estacionariedad conduce, como
se ha demostrado previamente, a las ecuaciones de Euler-Lagrange.

4.1.4. Simetrias del lagrangiano e invariancia
Simetrias continuas y grupos de Lie

Definicién 4.1.5 Una familia uniparamétrica de transformaciones del espacio de
configuraciones se define como una aplicacion diferenciable

P:Q—Q, ¢ q =3qe

tal que @y es la identidad. Decimos que esta transformacion es una simetria del
sistema si induce una transformacion sobre el espacio de trayectorias que deja
wmwvariante el funcional de accion. Estas transformaciones forman un grupo local
continuo.
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Definicién 4.1.6 Sea M un espacio topoldgico localmente euclideo*. Un atlas F
de diferenciable, en M es una familia de sistemas coordenados F = {(Uy, Pa) tacr
que satisfacen:

1. Upes Ua = M.
2. Para cada o, 8 € I tales que U, NUg es no vacio tenemos que
Dq © gogl cos(UsNU,) CR™ = ¢, (UsNU,) CR"
es diferenciable.

Si el atlas F es mazximal en el conjunto de atlas diferenciable en M ordenados por
la contencion, entonces lo llamaremos estructura diferenciable en M.

Definicién 4.1.7 Una variedad diferenciable de dimensién n es un par (M, F)
donde M es una variedad topologica de dimension n y F una estructura diferen-
ciable en M.

Definicién 4.1.8 Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G dotada de
una estructura de grupo tal que las operaciones de multiplicacion G x G — G y de
inversion G — G son aplicaciones diferenciables.

Los grupos de Lie permiten describir simetrias continuas mediante estructuras
suaves. Su estudio se basa en los generadores infinitesimales y las correspondientes
algebras de Lie.

Definicién 4.1.9 FEl generador infinitesimal asociado a una familia uniparamétri-
ca @, es el campo vectorial definido por

de I

Este campo genera una accion infinitesimal sobre el espacio de configuraciones, y
satisface las relaciones de conmutacion propias de una dlgebra de Lie.

Definicién 4.1.10 Sea G un grupo de Lie. Su élgebra de Lie g estd compuesta
por los vectores tangentes en la identidad a las curvas del grupo. Equipado con el
corchete de Lie [X,Y], g codifica la estructura infinitesimal del grupo.

!Para profundizar en estos conceptos consultar [11].
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Invariancia del lagrangiano y de la accion

Una vez identificadas las simetrias continuas del espacio de configuraciones,
se investiga cémo estas afectan al lagrangiano y, en consecuencia, al funcional de
accion.

Definicién 4.1.11 Dada una transformacion infinitesimal parametrizada por € €
R:

¢ = di=q +e&q,q,1),
se dice que el lagrangiano es invariante bajo esta transformacion si su variacion

primera se anula:

d .
0L = —L(q¢", ¢t =
7 (q.,d.,t) B 0

Definicién 4.1.12 Decimos que el lagrangiano es invariante hasta derivada total
st bajo la transformacion infinitesimal se tiene:

dr
dt’

para alguna funcion diferenciable F(q,t). En tal caso, el funcional de accion

L'=L+

to

SMI/ZM@ﬂﬁ
t1

permanece invariante siempre que F' se anule o permanezca constante en los ex-

tremos (i.e., cuando las condiciones de contorno son fijas).

Teorema 4.1.3 (Invariancia de la accién) Si una transformacion infinitesimal
del espacio de configuraciones deja el lagrangiano invariante hasta derivada total,
entonces la accion S[q] permanece invariante bajo dicha transformacion. Es decir:

to to
t1 tl dt

Por tanto, 65 =0 si F(t1) = F(t2) o si las condiciones de contorno fijan q(t1) y
q(ta).

Este resultado permite generalizar la nocién de simetria a aquellas transforma-
ciones que no necesariamente dejan el lagrangiano invariante punto a punto, sino
que preservan el valor de la accion. Estas simetrias son precisamente las que estan
contempladas por el teorema de Noether.

2Esta condicién es demasiado restrictiva, y en muchos casos, el lagrangiano cambia bajo la
accion de una simetria, pero solo mediante la adiciéon de una derivada total
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4.1.5. Cantidad conservada

El concepto de cantidad conservada estd intimamente ligado a la existencia
de simetrias del sistema. Las simetrias continuas que dejan invariante la accidn,
conducen a leyes de conservacién mediante el teorema de Noether.

Definicién 4.1.13 Una cantidad conservada (o integral de movimiento) es una
funcion diferenciable Q(q,¢',t) tal que su derivada total respecto del tiempo se
anula a lo largo de las trayectorias que satisfacen las ecuaciones de Fuler—Lagrange:

aQ _

dt_o

Este resultado implica que () permanece constante en el tiempo durante la evolu-
cion del sistema: representa una ley de conservacion.

Por ejemplo, si el lagrangiano es invariante bajo traslaciones espaciales, se conserva
el momento lineal asociado.

4.2. Primer teorema de Noether

Teorema 4.2.1 Sea L(g;, §;,t) un lagrangiano definido sobre el fibrado tangente
TQ x R, con q; € Q coordenadas generalizadas de un sistema de n grados de
libertad. Consideremos una transformacion infinitesimal del tipo:

t—t+er(q,q,t), ¢ — ¢ + €&i(q, 4, 1),

con € € R parametro infinitesimal. Suponemos que la variacion inducida en el

lagrangiano es:
_dF

T odt
para alguna funcion F(q,q,t). Entonces, la cantidad:

oL

OL
Q:Za_qigi—LT+F

es conservada a lo largo de cualquier trayectoria que satisface las ecuaciones de
FEuler—Lagrange, es decir,

Q _ ,d(é)L) oL

S1 — =
0q; dg;

= — 0.
dt dt
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4.2.1. Demostracion

Demostraciéon. La variaciéon del lagrangiano bajo la transformacion infinitesi-

mal es: oL 5L oL
oL = &+ 5 0Gi - 7
;(a%g +36]i q) TaT
donde:
Si — dfz o dr
= T Y
Sustituyendo:

(0L de, dr\\ oL
6L_Z(aqi§1+8 (dt dt))+8tT

7

Agrupando términos:

B oL QL dg oL dT oL
M—;(a S o0 dt) o6 i T a7

Ahora, consideremos la derivada temporal de la cantidad Q:

dQ d (0L dL_ _ dr  dF
o) X () o) -

Reordenando y usando las ecuaciones de Euler-Lagrange:

4 (ory oL _,
dt \ 0g; oq

se obtiene: 0 iF
— =0L —
dt dt
Pero como por hipétesis L = ‘fi—f, concluimos que:
d
aQ _
dt
3 Por lo tanto, Q es constante a lo largo de las soluciones del sistema. |
3La condicién 6L = % indica que la transformacién infinitesimal no deja estrictamente

invariante al lagrangiano, sino que su variacion es una derivada total. Esto implica que la accién
S = [ L dt cambia solo en una constante, ya que la integral de una derivada total es una funcién
evaluada en los extremos del intervalo, lo que no afecta las ecuaciones de movimiento. Esta
invariancia débil es suficiente para que el sistema conserve una cantidad asociada.
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4.3. El (segundo) teorema mas bello de la fisica

El segundo teorema de Noether. Si, hay un segundo teorema, uno mu-
cho menos conocido pero no por eso menos importante. Aunque no
nos detendremos en un desarrollo exhaustivo, consideramos pertinente
incluir una breve introduccion a este teorema, ya que omitirlo por com-
pleto resultaria inapropiado dado su alcance tedrico y su relevancia en
el marco general de las simetrias.

Teorema 4.3.1 Sea un funcional de accion

Slé] = / L, 6% (x)) ",

donde ¢ = (P1,...,0m) son campos dependientes de las variables independientes
r=(21,...,2,), y o denota todas las derivadas parciales de orden hasta k.

St el funcional de accion es invariante bajo un grupo infinito de transforma-
ciones locales dependientes de funciones arbitrarias g,(x) y sus derivadas hasta
cierto orden, entonces existen operadores diferenciales lineales DS tales que las
ecuaciones de Euler—Lagrange E,(L) = 0 satisfacen identidades diferenciales del
tipo

> DXEa(L) =0, r=1,...,R,
a=1

es decir, las ecuactones de movimiento no son independientes sino que estan rela-

cionadas por R identidades diferenciales. Estas relaciones constituyen las identi-
dades de Noether.

Para ver la demostracién, consultar la bibliograffa. [10]
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Ultimos anos

5.1. El exilio

Eran los comienzos de la década del treinta. Emmy habia obtenido un
gran reconocimiento en el Congreso Internacional de Matematicas tras
su discurso, y estaba de vacaciones en los montes alpinos al sur de
Zurich, tomandose unas jornadas libres antes de su regreso a Gotinga
para el comienzo de semestre. Parecia que al fin habia logrado estable-
cerse en esa meseta de estabilidad que tanto merecia, pero el convulso
clima politico que se gestaba en Alemania le depararia otra suerte mu-
cho menos favorable. En julio de 1932, el partido nacional-socialista,
con 14 millones de votos y 230 escanos en el Parlamento, se proclamo
la fuerza vencedora. El contexto de hiperinflacién, desempleo y violen-
cia que experimenté Alemania desde su derrota en la Primera Guerra
Mundial, radicaliz6 a los ciudadanos, que depositaron su voto en quie-
nes supieron capitalizar su exasperacion y descontento, los nazis. Las
consecuencias no se hicieron esperar: Emmy fue una de las primeras en
ser suspendida indefinidamente de su actividad docente, no sélo por ser
judia, sino también por las ideas socialistas que profesaba. Fue una de
los tantos docentes victimas de las 6rdenes del Ministerio de Ciencias,
Educacién y Cultura del Reich, que, desde el ascenso del nazismo, y es-
pecialmente tras la promulgacién de la Ley Habilitante de 1933, inicio
una purga sistematica del ambito académico. Dentro de las destacables
figuras que protagonizaron la escandalosa fuga de cerebros hacia Esta-
dos Unidos se encontraban dieciséis premios Nobel, y matematicos de
la talla de Max Born y Richard Courant. Gotinga fue una de las uni-
versidades mas afectadas por las politicas antisemitas, y Hilbert, que si
bien realizaba visitas asiduas a Estados Unidos, jamas dejo de desem-

46
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penarse en Alemania, tuvo que presenciar como se transformaba en una
institucién cada vez mas estéril y de nula actividad matematica. Si bien
Estados Unidos no fue el tinico pais que con urgencia acogié a refugia-
dos académicos, fue el que mas se beneficié de las aportaciones de los
cientificos y el que mejores oportunidades les brind6. Por otra parte,
Hermann Weyl, que asumié la direccion del Instituto de Matematicas
de Gotinga ante la destitucién de Courant, hizo todo lo posible para que
Emmy se exiliara en Estados Unidos. También consideré desplazarse a
Mosct, donde Pavel Alexandroff, intentd, sin éxito, conseguirle una po-
sicion en la Universidad Estatal. Emmy terminé consiguiendo una beca
de la Fundacién Rockefeller para desempenarse en el Bryn Mawr Colle-
ge, que si bien no era una universidad a la altura de Princeton u Oxford,
en un contexto donde la violencia y el antisemitismo se agravaban rapi-
damente, fue su mejor opcién. Finalmente, en octubre de 1933, Emmy
partié hacia América para emprender una nueva vida como profesora
en el Bryn Mawr.

5.2. Bryn Mawr y las chicas Noether

Bryn Mawr es una pequena localidad de Pensilvania, a escasos kiléme-
tros de Filadelfia. El Bryn Mawr College es parte de las “siete escuelas
hermanas”, una agrupacién de las siete primeras facultades estadouni-
denses creadas tinicamente para mujeres entre 1837 y 1889. Académica-
mente el Bryn Mawr es un Liberal Artes College, es decir, una institu-
cion que ofrece carreras de cuatro anos, orientadas a estudios liberales,
tales como la literatura, filosofia y ciencias, con planes pensados para fa-
cilitar la insercién de la mujer en el mundo laboral. Para cuando Emmy
lleg6, La ciudad apenas superaba los tres mil habitantes. Era una co-
munidad tranquila, reservada, habitada por familias acomodadas. Pero,
pese a su tamano, Bryn Mawr no albergaba una, sino dos instituciones
superiores: el Harcum College y el propio Bryn Mawr College. Emmy,
recién exiliada de una Europa convulsa, fue recibida con calidez y afec-
to por Marion Edwards Park, la rectora de la universidad, una mujer
comprometida con la inclusién e insercion de los académicos desplazados
por el nazismo. Aquel recibimiento, generoso y genuino, resulté de vital
importancia para Emmy, que sufria de la lejania de su hermano y de
su pais natal. En el Departamento de Matematicas, dirigido por Anna
Johnson, Emmy encontré mas que una colega: una amiga entranable.
Anna, que habia estudiado en Gotinga gracias a una beca de doctorado,
compartia con ella el amor por la disciplina y los recuerdos de Alema-
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nia. Aunque el departamento apenas contaba con cinco profesores, y
Emmy ya no tenia cerca a sus antiguos colaboradores, la amistad con
Anna hizo de su estadia en la nueva universidad, una experiencia mucho
mas agradable. La rectora Park, consciente del talento excepcional de
Emmy, hizo todo lo posible para crearle un entorno de trabajo propi-
cio. Incluso promovié una beca especial, la Emmy Noether Fellowship,
destinada a ofrecer a jévenes brillantes la oportunidad de trabajar con
ella. Asi, lentamente, Emmy fue construyendo un pequeno circulo de
investigacién. Al principio eran seis: tres profesores y tres estudiantes,
todas ellas talentosas matematicas. El grupo se ampli6 con la llegada de
jovenes estudiantes, profesoras e investigadoras recién doctoradas.

Sin embargo, el Bryn Mawr no tenia una estructura soélida de inves-
tigacion. La Rockefeller Foundation, que financiaba la beca de Emmy,
intentd trasladarla a una institucién mas acorde a su perfil investigador.
Fue asi como Emmy comenzo6 a recibir invitaciones para dictar confe-
rencias magistrales en el flamante Instituto de Estudios Avanzados de
Princeton, un centro de investigaciéon posdoctoral y un santuario del
pensamiento libre, donde se habian refugiado otros exiliados ilustres:
Albert Einstein, Hermann Weyl, John von Neumann y Kurt Godel, sélo
por mencionar algunos. Desde febrero de 1934, sus lecciones atrajeron
a estudiantes y colegas por igual. Emmy quedoé sorprendida por el gran
nivel matematico que el centro habia adquirido en tan poco tiempo. Se
sentia, al fin, parte de algo nuevo y promisorio. En el verano de ese
mismo ano, emprendié el que seria su dltimo viaje a Alemania. Visitd
fugazmente a su hermano Fritz y a sus sobrinos. También se deshizo de
su pequena casa: intuia que su futuro no estaba en Europa, pues si bien
solo le restaba un ano de beca en el Bryn Mawr College, sabia que sus
amistades de Princeton y Hermann Weyl harian todo lo posible para
prolongar su estancia en Estados Unidos. En Hamburgo, pasé unos dias
con Emil Artin y su familia, y finalmente, volvié a Gotinga. Aquella
ciudad, otrora centro neuralgico de la matematica mundial, estaba des-
mantelada, empobrecida, irreconocible. Ver tan reducida a la facultad
que antano dio lugar a los mas brillantes matematicos de su siglo, la
afecté profundamente. No fueron pocos los que notaron su profundo
cambio de humor de regreso a Estados Unidos. Y no es por menos, pues
su retorno implicaba despedirse por siempre de la poca familia que le
quedaba. Aun asi, retomo su rutina con la misma pasion de siempre. Las
conversaciones con Anna, las discusiones matematicas con sus alumnas,
las ideas que surgian una tras otra en charlas que a veces se extendian
hasta entrada la noche. Sus conferencias en Princeton comenzaban a
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atraer a mas estudiantes, jévenes brillantes que habrian ampliado su
grupo de trabajo, de no ser por una repentina complicacion médica que
acabaria con esta historia de forma tanto precipitada como lamentable.
Emmy fue ingresada en el hospital de Bryn Mawr el 8 de abril de 1935,
para ser intervenida por un quiste ovarico. Con el humor y la resiliencia
que le eran tan caracteristicos, desestimé6 la importancia de la cirugia,
tratandola de un incidente menor. Incluso le escribié una larga carta a
Helmut Hasse, en la que lejos de hablar sobre hospitales y operaciones,
discutia problemas matematicos y le preguntaba sobre sus planes para
el verano. La operacion transcurrié sin incidentes. Dos dias después,
parecia haberse recuperado con normalidad y recibia varias visitas. Na-
die aguardaba tan tragico desenlace: de repente, Emmy entré en coma.
Su temperatura subié con violencia. Una infeccién posoperatoria, ful-
minante, se la llevé el 14 de abril de 1935, con tan solo cincuenta y tres
anos de edad.

Su deceso generé una gran conmocion, pues Emmy no habia informa-
do de su intervencién a casi ninguno de sus allegados, incluyendo a su
hermano y sus colegas alemanes, que se enteraron por medio de un
telegrama. A su fallecimiento le siguieron homenajes sinceros, emoti-
vos, escritos desde el dolor y admiraciéon, por parte de los mas grandes
matematicos que habian tenido la oportunidad de trabajar a su lado.
Hermann Weyl, escribié un largo elogio, con un respeto casi reveren-
te. Albert Einstein la congratulé con una conmovedora nota en el New
York Times. Ambos honraron su memoria, dando cuenta de lo magnos
y revolucionarios que fueron sus aportes. Pero mas alla de los elogios
técnicos, todos coincidian en lo esencial: su bondad, entusiasmo, valentia
y generosidad inquebrantables. Emmy Noether fue una mujer brillante,
inspiradora y profundamente humana, que dedicé con una tenacidad
implacable su vida entera al estudio y ensenanza de lo que mas le apa-
sionaba, las matematicas.

5.3. Legado

El legado de Emmy Noether es uno de los mas profundos e influyentes
en la historia de las matematicas y la fisica. No solo aporté a ambas dis-
ciplinas, sino que transformé las matematicas en su nucleo estructural y
brindé a la fisica una de sus herramientas tedéricas mas potentes. Su céle-
bre teorema, producto de sus trabajos en algebra abstracta, se convirtio
en una piedra angular de la fisica tedrica; y no sélo proporcioné una ba-
se conceptual para las leyes de conservacion de la mecanica clasica, sino
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que hoy resulta imprescindible en areas como la teoria cuantica de cam-
pos, relatividad general, fisica de particulas y las teorias de Gauge. Por
otra parte, en matematica, su influencia se extiende a campos como la
geometria diferencial, la topologia algebraica, la formulaciéon moderna
de sistemas dinamicos, y la teoria de grupos de Lie, s6lo por mencionar
algunos. Podriamos decir que tanto el primer como el segundo teore-
ma de Noether son una de las bases conceptuales mas importantes del
Modelo Estandar de la fisica de particulas, ya que permiten vincular
las simetrias locales (de gauge) con las leyes de conservacién y con la
dinamica de las interacciones fundamentales.

Alcanzé todos estos logros a pesar de la hostilidad del ambiente académi-
co de su tiempo. Y, en la actualidad, se la considera una de las madres
fundadoras del algebra moderna y un vinculo esencial entre las ma-
tematicas y la fisica tedrica. En otras palabras, una de las mentes ma-
tematicas mas brillantes de todos los tiempos.
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Conclusion

He aqui la culminacion de esta monografia. Mas alla del disfrute intrinse-
co al proceso de redaccion y de la alegria aparejada a apreciar el resul-
tado final, es inevitable no sentirnos aquejados por cierta inquietud,
inquietud que aflora al dar término a un trabajo que con tanto empeno
y carino desarrollamos. Es nuestra primordial motivacion compartir y
divulgar acerca de esta eminencia de la fisica y de la matematica; mu-
jer que injustamente, a dia de hoy, sigue sin recibir por completo el
reconocimiento que por sus revolucionarios aportes se merece. Cree-
mos que la difusién sobre estas admirables figuras es imprescindible, no
solo para revalorizar y remarcar sus trabajos antano desmeritados, sino
también a efectos de motivar a los ninos y ninas y a los estudiantes de
todos los niveles, que a través de estas inspiradoras historias, son alen-
tados a seguir el hermoso, complejo y fascinante camino de la ciencia

Emmy Ngether
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