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2 INTRODUCCIÓN

1. Resumen

En este trabajo se realizará una breve introducción a la teoŕıa de nudos.
Se comenzará dando las definiciones de nudos en R3 y sus diagramas en R2,
también de los ∆−movimientos y su relación con los diagramas regulares.

Posteriormente se hablará sobre los movimientos de Reidemeister y el
costo computacional asociado a utilizarlos para clasificar nudos. Aśı tam-
bién sobre la utilidad de estos para definir invariantes de nudos a partir de
invariantes de diagramas. De estos últimos, se mostrarán invariantes combi-
natorios y polinómicos.

Para finalizar, se utilizarán los invariantes antes presentados para distin-
guir los nudos de hasta 8 cruces.

2. Introducción

En principio, podemos pensar los nudos como cuerdas cerradas en el es-
pacio tridimensional. Además, dos nudos se dirán equivalentes si al deformar
(estirar/contraer, mover, enredar/desenredar) uno de ellos se llega al otro.
La única acción que tenemos prohibida es cortar la cuerda y luego volver a
pegarla.

Figura 1: Ejemplos de distintos nudos

Observación 2.1. Algunos nudos, como los de la imagen anterior, reci-
ben nombres por razones históricas, mientras que la mayoŕıa se nombra in-
dexándolos por el crossing number (invariante que veremos posteriormente)
en las tablas estandarizadas.
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2 INTRODUCCIÓN

Los ejemplos mostrados en la Figura 1 son en realidad lo que denomina-
mos diagramas de nudos, es decir, representaciones planas: proyecciones
de los nudos tridimensionales en un plano con información adicional en los
cruces indicando qué arco pasa por arriba y cual por debajo, indicándolo
con una discontinuidad en uno de los arcos. Aunque los nudos sean objetos
tridimensionales, estas representaciones son mucho más fáciles de trabajar.

Arco por arriba

Arco por debajo

Figura 2: Representación del corte

Como una cuerda puede ser modificada por los movimientos mencionados
anteriormente (estirar/contraer, mover, enredar/desenredar), un nudo puede
tener muchos diagramas diferentes.

Figura 3: Representaciones del no-nudo distintas

Observación 2.2. En la figura 3 podemos ver todos los posibles diagramas
de 1 y 2 cruces. Claramente, todos ellos son equivalentes al no-nudo.

Para describir formalmente un nudo se puede pensar en curvas paramétri-
cas en R3 utilizando funciones vectoriales continuas con dominio I = [0, 1].
Además, le pedimos a estas funciones que sean inyectivas, para que el nudo
no se interseque consigo mismo, y que tengan el mismo valor en el inicio y
el final del intervalo, para que el nudo sea una curva cerrada.

El problema que surge con la definición anterior es que deja la puerta
libre a nudos denominados “salvajes”, por ejemplo un nudo compuesto por
infinitos tréboles.

4



2 INTRODUCCIÓN

Figura 4: Un nudo salvaje formado por infinitos tréboles

Además, es necesario formalizar la definición de equivalencia para que
no todos los nudos sean equivalentes al no nudo, pues si solo hablamos de
deformación continua se podŕıa contraer cualquier nudo hasta tener un único
punto.

Para solucionar estos problemas se da la siguiente definición.

Definición 2.3. Un nudo K es un subconjunto de R3 formado por la unión
finita de segmentos de recta:

K = [a0, a1] ∪ [a1, a2] ∪ · · · ∪ [aN−2, aN−1] ∪ [aN−1, a0]

donde los segmentos son disjuntos dos a dos excepto cuando son consecuti-
vos, en tal caso tienen un único punto de intersección.

Los nudos que cumplen la anterior definición suelen denominarse poligo-
nales y pertenecen a la clase de nudos “dóciles”.

Ejemplo 2.4. Un diagrama del nudo trébol hecho con seis segmentos rectos

Figura 5: Un nudo trébol hecho con segmentos de rectas

Definición 2.5. Dado un nudo K en R3 con [ai, ai+1] uno de sus lados,
suponemos que T = [ai, x, ai+1] es un triángulo cerrado en R3 que interseca
a K solo a lo largo del lado [ai, ai+1]. Aśı, podemos pensar en que estamos
trasladando el lado [ai, ai+1] a lo largo del triángulo sin tocar otra parte del
nudo. Es decir, reemplazamos el lado [ai, ai+1] de K por otros dos nuevos
[ai, x] ∪ [x, ai+1] quedando un nuevo K ′ con un lado más en total. Este tipo
de movimiento se denomina ∆−movimiento y se ilustra en la Figura 6.

Los movimientos dados en la definición anterior son de uso básico para
definir la relación de equivalencia entre nudos.
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2.1 Proyecciones y diagramas 2 INTRODUCCIÓN

Figura 6: Representación de un ∆−movimiento

Definición 2.6. Dos nudos K y J son equivalentes (o isotópicos) si existe
una secuencia intermedia finita de nudos K = K0,K1, . . . ,Kn = J tales que
cada par Ki,Ki+1 está relacionado por un ∆−movimiento o la inversa de
un ∆−movimiento.

Usando la definición anterior, tenemos que la equivalencia de nudos es
una relación de equivalencia:

Reflexividad: se cumple usando una secuencia de largo cero.

Simetŕıa: se cumple gracias a que los ∆−movimiento se pueden rever-
tir.

Transitividad: debido a la composición de dos secuencias dadas.

Aún usando una definición poligonal de los nudos, la representación vi-
sual que usaremos de los mismos y sus diagramas será suave, teniendo siem-
pre en cuenta que se puede aproximar con un poĺıgono con un número grande
de lados pequeños.

2.1. Proyecciones y diagramas

Definición 2.7. Sea K un nudo en R3, su proyección es π(K) ⊆ R2,
donde π es la proyección a lo largo del eje z sobre el plano xy.

Una proyección se dice regular si la preimagen de un ponto de π(K)
consiste en uno o dos puntos de K, donde en el segundo caso ninguno de
los dos puntos es un vértice de K. Es decir, una proyección regular con-
siste en una ĺınea poligonal cerrada sobre el plano con solo “puntos dobles
transversales” como auto intersecciones.
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2.1 Proyecciones y diagramas 2 INTRODUCCIÓN

Figura 7: Sección de un diagrama regular con un punto doble

Una proyección se dice irregular si tiene algún lado paralelo al eje z, si
tres o más puntos están unos sobre otros o si algún vértice está sobre algún
otro punto de K.

Punto triple Eje vertical Punto tangencial

Figura 8: Secciones de diagramas irregulares

Definición 2.8. Si el nudo K tiene una proyección regular, podemos definir
su correspondiente diagrama de nudo D re-dibujando con un arco roto cerca
de cada cruce (lugar donde la preimagen sobre K tiene dos puntos) para
visualizar qué arco pasa por arriba o por debajo.

Definición 2.9. Definimos una ϵ−perturbación de un nudo K en R3 a
otro nudo K ′ obtenido al mover uno o más vértices de K una distancia
menor a ϵ, y luego reconectándolos con ĺıneas rectas como lados de la misma
forma en la que estaban en K.

Usando un ϵ suficientemente pequeño, las ϵ−perturbaciones de K serán
equivalentes a K.

Lema 2.10. El conjunto de nudos con proyecciones regulares es abierto y
denso en el espacio de los nudos. Es decir, cumple las siguientes propiedades:

1. Si K tiene un proyección irregular, entonces existe una ϵ−perturbación
suficientemente pequeña K ′, equivalente a K, tal que su proyección es
regular.
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2. Si K tiene una proyección regular, entonces cualquier ϵ−perturbación
suficientemente pequeña tiene una proyección regular.

Lo anterior implica que si K tiene una proyección irregular, solo debe
ser pertubado un poco para que la proyección sea regular.

Corolario 2.11. Todo nudo K tiene un diagrama DK . De un diagrama
D se puede recuperar el nudo K tal que DK = D. Cualquier nudo con un
diagrama sin cruces es el no-nudo.

Demo: Por el Lema 2.10 todo nudo tiene una proyección regular, luego
tiene un diagrama.

La reconstrucción de un nudo a través de su diagrama no es única en
R3, salvo clases de equivalencia. Esto debido a que dos nudos con el mismo
diagrama son equivalentes mediante ∆−movimientos.

Por lo mencionado, si un nudo tiene un diagrama sin cruces, es equiva-
lente al no-nudo.

□

2.2. Algunas operaciones sobre nudos

Definición 2.12. Un enlace es una colección finita de nudos disjuntos en
R3, cada nudo del enlace es llamado componente. La relación de equivalencia
se define de la misma manera que antes. Luego, un nudo es un enlace de
una componente.

Figura 9: Distintos enlaces

Definición 2.13. La imagen especular K de un nudo K se obtiene re-
flejando K sobre un plano en R3. También se lo puede definir como sigue:
dado un diagrama D de K, se cambian todos los cruces de D.

Figura 10: Cambio en los cruces de D
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2.2 Algunas operaciones sobre nudos 2 INTRODUCCIÓN

Definición 2.14. Un nudo es anfiquiral si es equivalente a su imagen
especular.

Definición 2.15. Un nudo orientado es aquel en el cual se elige una
dirección o flecha de circulación a lo largo de todo el nudo. Bajo equivalencia,
esta dirección también se mantiene, por lo tanto, se habla de equivalencia
que preserva la orientación de nudos orientados.

Figura 11: Trébol orientado

Definición 2.16. EL reverso rK de un nudo orientado K es el mismo
nudo pero con la orientación opuesta. El inverso rK es la composición del
reverso y la imagen especular del nudo K. Si K es equivalente a su reverso
o inverso, se le dice reversible o invertible según corresponda.

Definición 2.17. Dados K1,K2 nudos orientados, definimos su suma co-
nexa K1#K2 recortando una pequeña porción de arco de ambos nudos y
uniendo los extremos, sin agregar cruces adicionales, para obtener un nuevo
nudo, asegurándonos de que la orientación sea consistente.

Figura 12: Ejemplo de una suma conexa entre un trébol y un nudo ocho

Observación 2.18. Los nudos orientados forman un semigrupo bajo la ope-
ración de suma conexa.

Definición 2.19. Un diagrama alternante D de un nudo K es un diagra-
ma tal que, empezando desde un punto arbitrario y recorriendo todo el nudo,
los cruces se recorren pasando alternantemente por debajo y por encima. Un
nudo alternante K es aquel que posee algún diagrama alternante.
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2.3 Movimientos de Reidemeister 2 INTRODUCCIÓN

Alternante No alternante

Figura 13: Diagramas alternante y no alternante de un nudo trébol

2.3. Movimientos de Reidemeister

Definición 2.20. Dado un nudo K y su diagrama D se definen los movi-
mientos de Reidemeister:

Traslación en el espacio, sin generar nuevos cruces

Eliminar torceduras estirando

Separar arcos

Mover arcos por detrás o por delate de un cruce

Figura 14: Movimientos de Reidemeister

Las imágenes indican sectores circulares del plano y la porción del dia-
grama de nudo contenida. El movimiento es local y dentro de la porción del
diagrama mostrada, todo lo demás se deja intacto. Además, el moviemiento
R0 se lo dibuja más pequeño ya que es menos relevante que los demás.

Teorema 2.21. (Teorema de Reidemeister)
Dos nudos K,K ′ con diagramas D,D′ son equivalentes si y sólo si sus

diagramas están relacionados por una secuencia finita de diagramas inter-
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3 INVARIANTES DE NUDOS Y ENLACES

medios D = D0, D1, . . . , Dn = D′, donde cada par Di, Di+1 está relacionado
por algún movimiento de Reidemeister.

El movimiento R0 es una versión planar de los ∆−movimientos, y la
relación de equivalencia que genera se conoce como isotoṕıa planar.

El teorema de Reidemeister prueba una biyección entre las siguientes
clases de equivalencia:

La clase de equivalencia de los nudos poligonales en R3 junto con la
equivalencia dada por los ∆−movimientos.

Los diagramas de nudos poligonales en R2 con los movimientos de
Reidemeister.

En la siguiente figura se muestra la equivalencia de dos diagramas del
nudo trébol mediante los movimientos de Reidemeister

Figura 15: Transformación de un nudo de tres cruces al diagrama de un
trébol

Si bien el teorema de Reidemeister permite clasificar distintos nudos,
saber si dos nudos cualesquiera están o no relacionados es un problema de
computación inabarcable.

Teorema 2.22. (Coward y Lackenby, 2010)
Si D y D′ son dos diagramas del mismo nudo, ambos teniendo menos

de n cruces, entonces existe una secuencia de movimientos de Reidemeister
relacionando los diagramas de longitud menor que R(n), donde

R(n) = 22
2.
..
2n

con la torre de 2s siendo de 101000000n de largo.

3. Invariantes de nudos y enlaces

Definición 3.1. Un invariente de nudos o enlaces es una función
i : L → X que depende exclusivamente de las clases de equivalencia. Usual-
mente, X será un conjunto “bien entendido”, es decir, en el que se pueden
diferenciar sus elementos fácilmente.

Dependiendo del conjunto X utilizado, existen distintas clases de inva-
riantes, por ejemplo, numéricos o combinatorios (crossing number, número
de componentes, etc.) y polinomiales (polinomio de Jones), entre otros.

11



3 INVARIANTES DE NUDOS Y ENLACES

Observación 3.2. Un invariante i solo diferencia nudos de distintas clases
de equivalencia, es decir, si K y K ′ son equivalentes, entonces i(K) = i(K ′).
Y si i(k) ̸= i(K ′), entonces K,K ′ no son equivalentes. Pero si i(K) = i(K ′)
no podemos asegurar que sean equivalentes. Como ejemplo de esto último,
la función i que va del conjunto de nudos al valor 0 para todos los nudos es
un invariante válido, pero no es funcional.

El teorema de Reidemeister es útil para definir invariantes sobre nudos
mediante la definición de invariantes sobre diagramas. Para que una función
sea un invariante, debe tomar el mismo valor para todos los diagramas de
un nudo dado. La forma en que probamos esto es observando si los valores
de la función cambian si se aplica un movimiento de Reidemeister.

Definición 3.3. El crossing number c(K) de un nudo K es el mı́nimo
número de cruces en cualquier diagrama del nudo. Un diagrama minimal de
K es aquel tal que tiene c(K) cruces.

Definición 3.4. El unknotting number u(D) de un diagrama D, de un
nudo K, es el mı́nimo número de cruces que se deben cambiar para con-
vertir el diagrama D en un diagrama del no-nudo. El unknotting number
u(K) de un nudo K es el mı́nimo unknotting number u(D) sobre todos los
diagramas D de K.

Lema 3.5. Cualquier diagrama de un nudo puede ser cambiado al diagrama
del no-nudo cambiando algunos de sus cruces.

Observación 3.6. Por su definición, el crossing number y el unknotting
number son invariantes de nudos.

Definición 3.7. El número de componentes µ(L) de un enlace L es un
invariante de enlaces. Los movimientos de Reidemeister no agregan compo-
nentes.

Definición 3.8. Sea D un diagrama de un nudo orientado. El total linking
number Lk(D) se obtiene tomando la mitad de la suma, sobre todos los
cruces, de las contribuciones dadas por

Figura 16: Signos para calcular el linking number

si los dos arcos participantes pertenecen a distintas componentes del en-
lace, y 0 si pertenecen al mismo.

12



3.1 3-coloreo 3 INVARIANTES DE NUDOS Y ENLACES

Teorema 3.9. Si D,D′ son dos diagramas de un enlace orientado L, en-
tonces Lk(D) = Lk(D′), es decir, el total linking number es un invariante
de enlaces.

Demo:
Si dos diagramas difieren por una secuencia de movimientos de Reide-

meister, orientados, debemos probar que cualquiera de estos preserva el lin-
king number.

R0 preserva la isotoṕıa planar, luego no modifica el número de cruces. En
los demás casos, solo hay que analizar la contribución local del movimiento
de Reidemeister.

En R1, por un lado tenemos un cruce sobre la misma componente y por
el otro solo un arco, luego no aporta valor a la suma final.

En R2, en un lado tenemos dos cruces extras: Si los arcos pertenecen a
la misma componente, no aportan valor a la suma final. Si los arcos son de
componentes distintas, sus contribuciones son iguales y opuestas, luego, sus
aportes se cancelan entre śı.

En R3, cada uno de los tres cruces de un lado tiene su contraparte en
el otro, luego la suma de los tres cruces en cualquiera de los dos lados es la
misma.

Aśı, el total linking number no vaŕıa con los movimientos de Reidemeister
y, por lo tanto, es un invariante.

□

Ejemplo 3.10. El teorema anterior nos permite diferenciar dos enlaces de
Hopf, uno con orientación positiva y el otro con orientación negativa.

Hopf link negativoHopf link positivo

Figura 17: Enlaces de Hopf

3.1. 3-coloreo

El siguiente invariante se define de manera puramente combinatoria.

Definición 3.11. Sean tres colores, por ejemplo: rojo, azul y amarillo. Si D
es un diagrama no orientado de un enlace, podemos pintar cada arco de D
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3.1 3-coloreo 3 INVARIANTES DE NUDOS Y ENLACES

con alguno de los tres colores elegidos. Si hay m arcos, entonces existen 3m

posibles asignaciones de colores, pero solo nos interesa el subconjunto T (D),
llamado conjunto de 3-coloreos, que satisface la siguiente regla:

En cada cruce de D, el número de colores es 1 o 3.

Denotamos por τ(D) el número de elementos de T (D), es decir, τ(D) es el
número de 3−coloreos del diagrama.

Observación 3.12. Todo diagrama tiene al menos tres 3−coloreos, esto
debido a los 3 coloreos monocromáticos posibles. El número de 3−coloreos
se define de forma equivalente tanto para enlaces como para nudos.

Los diagramas estándar del no-nudo y del trébol tienen tres y nueve
3−coloreos respectivamente.

Teorema 3.13. El número de 3−coloreo es un invariante de enlaces τ(L).

Demo: Dados dos diagramas D,D′ de un nudo K, veremos que existe
una biyección entre T (D) y T (D′) (en consecuencia, τ(D) = τ(D′)), cuando
D y D′ difieren en un solo movimiento de Reidemeister.

R0 no modifica nada.
En R1, cualquier 3−coloreo del lado izquierdo de la imagen obliga a tener

el mismo color c a ambos arcos involucrados. Luego, este coloreo define un
coloreo en el lado derecho de la imagen. Lo mismo resulta a la inversa. Aśı,
existe una biyección entre T (D) y T (D′). Entonces, τ(D) = τ(D′) bajo R1.

Figura 18: 3−coloreo en R1

En R2, tenemos dos posibilidades de coloreo del lado izquierdo de la
imagen. En ambos casos, los dos arcos de arriba tienen el mismo color a y
los dos arcos de abajo el mismo color b. Si a = b, entonces el tercer arco,
en el centro de la imagen, debe ser del mismo color. Y si a ̸= b, el arco
central es de un tercer color c. En cualquier manera, se define un coloreo en
el lado derecho de la imagen, y a su vez, estos definen un coloreo en el lado
izquierdo de la imagen.

Figura 19: 3−coloreo en R2
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3.1 3-coloreo 3 INVARIANTES DE NUDOS Y ENLACES

En R3, tenemos cinco casos a considerar. Los arcos involucrados pueden
tener todos el mismo color, todos diferentes o dos de un color y un tercero
de otro (teniendo tres casos acorde a cuál arco sea el de color distinto). En
cualquiera de las situaciones, el coloreo de la izquierda induce un coloreo en
la derecha de la imagen, y viceversa, tal como se muestra abajo.

Figura 20: 3−coloreo en R3

Por lo tanto, el número de 3−coloreo es un invariante de enlaces. □
El siguiente teorema, que no demostraremos, nos es útil para poder cal-

cular el número de 3−coloreo de un nudo de manera algebráica, asociando
los cruces y arcos del nudo con una matriz.

Teorema 3.14. Sea D un diagrama de un nudo. Entonces, T (D) es un
F3−espacio vectorial. Luego, τ(D) = 3dim(T (D)), es decir, una potencia de
tres.

Ejemplo 3.15. Calcularemos el número de 3−coloreos del nudo 52. En la
matriz asociada los cruces representan las filas y los arcos las columnas. La
entrada ai,j de la matriz vale 1 si el arco j es parte del cruce i y 0 en otro
caso.

Figura 21: Matriz asociada al nudo 52
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4 POLINOMIO DE JONES

Luego, dim(T (D)) es simplemente la nulidad de la matriz dada (los cálcu-
los deben hacerse teneindo en cuenta que los números de la matriz deben
estar en módulo 3).

Figura 22: Matriz asociada a 52 reducida

Aśı, dim(T (D)) = 1. Por lo tanto, τ(52) = 3.

Observación 3.16. En las matrices asociadas a los nudos, después de hacer
su reducción siempre habrá una fila nula. Esto corresponde a los 3 coloreos
triviales.

Definición 3.17. Llamaremos a un nudo K 3-coloreable si τ(K) > 3, es
decir, posee 3-coloraciones distintas a las monocromáticas.

4. Polinomio de Jones

Definición 4.1. EL corchete de Kauffman de un diagrama no orientado
D de un enlace, es un polinomio de Laurent ⟨D⟩ ∈ Z[A±1], definido por las
siguientes reglas:

1. Es un invariante bajo isotoṕıa planar (R0).

2. Satisface la relación de madeja

Figura 23: Relación de madeja del corchete de Kauffman

que es una relación lineal entre el corchete de Kauffman de tres dia-
gramas que difieren únicamente dentro de los ćırculos marcados y son
iguales fuera de este.

3. Satisface ⟨D ⊔ U⟩ = (−A2 − A−2)⟨D⟩, donde U es el no-nudo con su
diagrama estándar. Es decir, un no-nudo disjunto puede ser removido
multiplicando por −A2 −A−2.

4. Vale 1 en el no-nudo con su diagrama estándar, es decir, ⟨U⟩ = 1.
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4 POLINOMIO DE JONES

Veamos algunos ejemplos del cálculo del corchete de Kauffman:

Ejemplo 4.2. Utilizando las reglas 4 y 3 podemos calcular el corchete de
Kauffman del diagrama estándar del no-nudo y de la unión disjunta de dos
no-nudos, respectivamente, como se ve en las siguientes figuras

De manera análoga, y utilizando el cálculo anterior, podemos obtener el
corchete de Kauffman del diagrama de tres no-nudos disjuntos.

Si consideramos un diagrama del no-nudo con un cruce podemos utilizar
la relación de madeja (regla 2) para obtener lo siguiente

El primer término de la derecha ya lo hemos calculado. En el segundo,
utilizando isotoṕıa planar, llegamos a que coincide con el diagrama estándar
del no-nudo. Aśı,el corchete es igual a A(−A2 −A−2) +A−1 y por lo tanto

Análogamente, vemos el resultado del otro diagrama de un cruce del no-
nudo

Para finalizar, con cálculos análogos llegamos a que

Observación 4.3. Notemos que el corchete de Kauffman no es un invarian-
te de enlaces. Esto se evidencia en los cálculos anteriores: toma distintos
valores para diagramas distintos del mismo nudo.
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4 POLINOMIO DE JONES

Ejemplo 4.4. Ahora, apliquemos la relación de madeja al diagrama del
trébol izquierdo.

Figura 24: Corchete de Kauffman del trébol izquierdo

Observación 4.5. Analizando los siguientes diagramas, llegamos a que el
corchete de Kauffman no es invariante bajo los movimientos de Reidemeister
de tipo R1. En efecto, tenemos:

Figura 25: Corchete de Kauffman sobre el movimiento R1

Lema 4.6. El Corchete de Kauffman es invariante bajo los movimientos de
Reidemeister de tipo R2 y R3.

Demo:
Para R2 (Figura 26), aplicamos la relación de madeja dos veces, remo-

vemos el ćırculo pequeño con la multiplicación del término correspondiente,
luego cancelamos los términos entre śı para llegar al resultado final.)

Para R3(Figura 27), aplicamos la relación de madeja una vez y utilizamos
lo visto para R2, luego analizamos la simetŕıa vertical para llegar al resultado
final.

□
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Figura 26: Corchete de Kauffman sobre el movimiento R2

Figura 27: Corchete de Kauffman sobre el movimiento R3

4.0.1. Corrección v́ıa writhe

Definición 4.7. Si D es un diagrama orientado de un enlace, entonces el
writhe w(D) es la suma de los signos de todos los cruces de D.

Lema 4.8. Si D es un diagrama orientado de un enlace, entonces el writhe
w(D) es invariante bajo los movimientos de Reidemeister de tipo R2 y R3,
pero cambia con ±1 bajo R1.

Demo:
La demostración para R2 y R3 es similar, y más sencilla, que la dada en

la demostración 3, ya que no hace falta analizar si los cruces involucrados
pertenecen o no a distintas componentes.

Para R1, tenemos las siguientes identidades independientemente de la
orientación del enlace:

Figura 28: Writhe sobre el movimiento R1

□

Teorema 4.9. Si D es un diagrama orientado de un enlace, entonces el
polinomio fD(A) = (−A3)−w(D)⟨D⟩ es invariante bajo los tres movimien-
tos de Reidemeister, es decir, el polinomio define un invariante de enlaces
orientados.

Al polinomio fD(A) lo denominamos, después de un cambio de variables
que veremos en la proxima sección, Polinomio de Jones.
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Demo:
Bajo los movimientos R2 y R3 el corchete de Kauffman y el writhe son

invariantes, luego fD(A) también lo es.
Bajo R1, si al diagrama D se lo altera bajo un cruce**(torcedura) po-

sitivo, entonces el corchete de Kauffman agrega multiplicando (−A3) y el
writhe incrementa en 1; luego fD(A) no se modifica, ya que las contribucio-
nes anteriores se cancelan entre śı. De manera similar sucede con un cruce
negativo.

Por lo tanto, el polinomio fD(A) es un invariante de enlaces orientados.
□

4.1. Otra versión del polinomio de Jones

Daremos otra forma, más eficiente, de calcular el polinomio del Jones
mediante el modelo de suma de estados.

4.1.1. Modelo de sumas de estados para el corchete de Kauffman

A continuación, introduciremos notación que nos permitirá calcular el
corchete de Kauffman a través de la aplicación sucesiva de su relación de
madeja.

Definición 4.10. Un estado s de un diagrama D es una asignación de
+1 o −1 a cada cruce. Un diagrama con c cruces, por lo tanto, tendrá 2c

estados. Dado un estado s en D, podemos formar un nuevo diagrama sD
resolviendo o suavizando los cruces de D, esto es reemplazar

Figura 29: Suavizado de cruces

acorde con el estado tomando el valor +1 o −1 en el cruce. Luego, sD
es un diagrama sin cruces que consiste solamente en un número de ćırculos
disjuntos. Denotamos la cantidad de ćırculos por |sD|. Para un estado s,
sea

∑
s la suma de los signos de los cruces.

Observación 4.11. El valor de
∑

s está entre +c y −c y, además, tiene
siempre la misma paridad que c. Si s, t son dos estados del diagrama D que
difieren en un solo cruce, entonces |sD| = |tD| ± 1.

Proposición 4.12. El Corchete de Kauffman puede ser expresado expĺıci-
tamente por la “suma de estados” dada por

⟨D⟩ =
∑
s

⟨D|s⟩,
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donde s recorre todos los estados de D, y ⟨D|s⟩ denota la contribución de
cada estado, esto es

⟨D|s⟩ = A
∑

s(−A2 −A−2)|sD|−1

Demo:
Numeramos los cruces de D desde 1 hasta c. Aplicamos la relación de

madeja del corchete de Kauffman al cruce número 1, reduciendo ⟨D⟩ a una
combinación lineal de corchetes de otros dos diagramas, cada uno de estos
con sus cruces numerados del 2 hasta c. Aplicando la relación de madeja a
estos dos nuevos diagramas en el cruce número 2, obtenemos una combina-
ción lineal de cuatro diagramas, cada uno de ellos con sus cruces numerados
del 3 hasta c. Repitiendo el proceso, obtenemos una combinación lineal de
2c corchetes de diagramas sin cruces, todos ellos indexados por el estado s
correspondiente, y precedidos por el prefactor A

∑
s.

Finalmente, hemos llegado a una fórmula del corchete de Kauffman que
no depende expĺıcitamente del orden elegido de los cruces. Es decir, obtu-
vimos una buena definición del corchete de Kauffman que no depende del
orden de aplicación de su relación de madeja a los cruces de D.

□

Ejemplo 4.13. Utilizaremos la definición anterior para calcular el corchete
de Kauffman del trébol derecho, utilizando el siguiente diagrama con sus
cruces numerados de izquierda a derecha:

Figura 30: Aplicaciones sucesivas de la relación de madeja al nudo trébol

Los ocho términos obtenidos tienen 2, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 3 ćırculos correspon-
dientemente, entonces la suma será

A3(−A2 −A−2) +A+A+A−1(−A2 −A−2) +A+

+A−1(−A2 −A−2) +A−1(−A2 −A−2) +A3(−A2 −A−2)2

que da como resultado −A5 +A−3 +A−7.

4.1.2. El polinomio de Jones y su relación de madeja

Definición 4.14. El polinomio de Jones VL(t) de un enlace orientado L
es el polinomio obtenido al calcular fD(A) = (−A3)−w(D)⟨D⟩ sobre cualquier
diagrama D de L, al que se le realiza el cambio de variable A = t−1/4.
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Utilizaremos la notación VL(t) y V (L) indistintamente.

Teorema 4.15. El polinomio de Jones satisface los siguientes axiomas:

1. Es un invariante de enlaces en el anillo Z[t±1/2], es decir, respeta los
movimientos de Reidemeister.

2. El polinomio de Jones del no-nudo es 1.

3. Existe una relación de madeja

t−1V (L+)− tV (L−) = (t1/2 − t−1/2)V (L0)

donde L+, L−, L0 son tres enlaces que difieren solo localmente acorde
a los siguientes diagramas

Figura 31: Diagramas locales de L+, L−, L0

Demo:
(1) Ya sabemos que el polinomio es un invariante de enlaces orientados,

veamos ahora que toma potencias medias de t. Observando la definición
del corchete de Kauffman dada en 4.12, vemos que cada estado contribuye
con un término que es una potencia de (−A2 − A−2), con potencias pares
de A, multiplicadas por A

∑
s, al corchete ⟨D⟩. Como cada suma sobre los

cruces +1 o −1 tiene la misma paridad que el número de cruces c total del
diagrama, la paridad de

∑
s no depende del estado, aśı todas las potencias

de A en la suma de estados obtienen la misma paridad que c. Por la misma
razón, el writhe w(D) tiene la misma paridad que cD. Entonces, después
de incluir el término de corrección (−A3)w(D), terminamos obteniendo solo
potencias pares de A. Luego, el polinomio de Jones involucra solo potencias
de t1/2.

(2) Sea U el diagrama del no-nudo estándar, luego w(U) = 0 y ⟨U⟩ = 1.
Trivialmente, el polinomio de Jones de U es 1.

(3) Compararemos los corchetes de Kauffman de lo siguientes tres dia-
gramas D+, D−, D0 en la relación de madeja de Jones. Adicionalmente, de-
finimos el diagrama D∞ como el diagrama “horizontal”, considerando a D0

como el “vertical”. Pero, D∞ no tiene una orientación natural, debido a que
induce contradicciones en el resto del enlace. Aśı que primero aplicamos el
corchete de Kauffman al diagrama sin orientación, eliminamos el término
introducido por D∞ y volvemos a recuperar la orientación.

Por la relación de madeja de Kauffman:
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Figura 32: Diagramas locales de D+, D−, D0, D∞

⟨D+⟩ = A⟨D0⟩+A−1⟨D∞⟩,

⟨D−⟩ = A⟨D∞⟩+A−1⟨D0⟩.

Multiplicando por A la primera ecuación, por A−1 la segunda ecuación
y restándolas, obtenemos:

A⟨D+⟩ −A−1⟨D−⟩ = (A2 −A−2)⟨D0⟩.

Sustituyendo ⟨D⟩ = (−A3)+w(D)f(D) en cada corchete, el resultado es:

A(−A3)w(D0)+1f(D+) +A−1(−A3)w(D0)−1f(D−) = (A2 −A−2)(−A3)w(D0)f(D0)

−A4f(L+) +A−4f(L−) = (A2 −A−2)f(L0),

donde después de la sustitución A = t−1/4 y un cambio de signos obte-
nemos la relación de madeja de Jones.

□

Ejemplo 4.16. (1) Sea U2 el no-enlace. Calculemos V (U2), para ello utili-
zamos el siguiente truco:

Figura 33: Diagramas para calcular la relación de madeja de Jones en el
no-enlace

Los dos primeros nudos son equivalentes al no-nudo, entonces V (L+) =
V (L−) = 1. Aśı,

t−1 · 1− t · 1 = (t1/2 − t−1/2)V (U2)

de aqúı obtenemos V (U2) = −t1/2 − t−1/2.
(2) Veamos cómo actúa el polinomio de Jones bajo la unión disjunta de

un no-nudo y un enlace. Consideramos un nudo orientado L y lo modifica-
mos agregándole una torcedura positiva y una negativa, obteniendo L+ y L−
respectivamente. En un análisis local vemos
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Figura 34: Diagramas para eliminar ćırculos disjuntos

Esto nos muestra que L0 es la unión disjunta que queremos. Como L+

y L− son equivalentes a L, utilizando la relación de madeja de Jones obte-
nemos:

V (L ⊔ U) = (−t1/2 − t−1/2)V (L).

(3) Sea H+ el enlace Hopf positivo. Con H+ como L+, L− como un
enlace de dos no-nudos y L0 el no-nudo:

Figura 35: Diagramas para el enlace Hopf positivo

Obtenemos que:

t−1V (H+)− t(−t1/2 − t−1/2) = (t1/2 − t−1/2) · 1

Aśı, V (H+) = −t5/2− t1/2. Análogamente, obtenemos que para el enlace
Hopf negativo H−, V (H−) = −t−5/2 − t−1/2.

5. Nudos hasta ocho cruces

En esta sección utilizaremos los invariantes vistos anteriormente para
difierencias los nudos hasta 8 cruces. A continuación, presentamos una tabla
de los mismos.
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Figura 36: Tabla de nudos hasta 8 cruces

Esta tabla se construye realizando todos los diagramas de nudos posi-
bles con la cantidad de cruces respectivos, de manera similar a lo visto en la
Figura 3. Luego, se utilizan los movimientos de Reidemeister para eliminar
los nudos que son equivalentes, dejando un solo representante con la menor
cantidad de cruces. Los nombres de los nudos se relacionan con su cros-
sing number, pero como es un proceso engorroso y sumamente complicado
utilizaremos otros invariantes para poder diferenciarlos.

Para comenzar la clasificación utilizaremos el unknotting number de los
nudos para separarlos en tres grupos. A continuación, se muestran diagramas
donde se muestra el desanudamiento de varios nudos de la tabla, el proce-
so empieza con el desanudamiento de algunos cruces para después utilizar
movimientos de Reidemeister hasta llegar al no-nudo:

Figura 37: Unknotting number de 31

Figura 38: Unknotting number de 41
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Figura 39: Unknotting number de 51

Figura 40: Unknotting number de 52

Figura 41: Unknotting number de 61
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Figura 42: Unknotting number de 71

Figura 43: Unknotting number de 72

Figura 44: Unknotting number de 73
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Figura 45: Unknotting number de 81

Figura 46: Unknotting number de 83

Figura 47: Unknotting number de 89
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Figura 48: Unknotting number de 815

Figura 49: Unknotting number de 819

Los valores encontrados de unknotting number coinciden con los dispo-
nibles en “https://knotinfo.org”, de esta manera, tenemos nuestros 36 nudos
divididos en tres grupos:

Grupo 1, unknotting number igual a 1:

0, 31, 41, 52, 61, 62, 63, 72, 76, 77, 81, 87, 89, 811, 813, 814, 817, 820, 821.

Grupo 2, unknotting number igual a 2:

51, 73, 74, 75, 82, 83, 84, 85, 86, 88, 810, 812, 815, 816, 818.

Grupo 3, unknotting number igual a 3:

71, 819.

Para continuar, nos fijaremos si los nudos son 3−colorables (es decir, si
tienen más de tres 3−coloreos). Mostraremos algunos de los cálculos hechos:
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Figura 50: 3−coloreos de 31

Figura 51: 3−coloreos de 41
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Figura 52: 3−coloreos de 51

Figura 53: 3−coloreos de 52
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Figura 54: 3−coloreos de 61

Figura 55: 3−coloreos de 62
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Figura 56: 3−coloreos de 71

Figura 57: 3−coloreos de 74

Figura 58: 3−coloreos de 815
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Figura 59: 3−coloreos de 819

Con esto, podemos separar los nudos en 6 conjuntos disjuntos:

Grupo 1:

• 3−coloreables:
31, 61, 77, 820, 821.

• No 3−coloreables:

0, 41, 52, 62, 63, 72, 76, 81, 87, 89, 811, 813, 814, 817.

Grupo 2:

• 3−coloreables:
74, 85, 810, 815, 818.

• No 3−coloreables:

51, 73, 75, 82, 83, 84, 86, 88, 812, 816.

Grupo 3:

• 3−coloreables:
71.

• No 3−coloreables:
819.

Aśı, los nudos 71 y 819 ya están diferenciados del resto.
Para finalizar, utilizaremos el polinomio de Jones, mostrando el cálculo

de algunos nudos.
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Figura 60: Polinomio de Jones de 51

Figura 61: Polinomio de Jones de 61
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Figura 62: Polinomio de Jones de 77

De forma análoga, podemos calcular el polinomio de Jones de los demás
nudos. Todos los cálculos han sido corroborados con los presentes en

“https://knotinfo.org/index.php”.
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Figura 63: Polinomio de Jones de los nudos restantes

Aśı, analizando el polinomio de Jones obtenemos que los 36 nudos pre-
sentados son distintos dos a dos.

Por lo tanto, hemos terminado el proceso de diferenciación.
Aunque el polinomio de Jones nos permite, por si solo, clasificar los

nudos hasta 8 cruces, para nudos más grandes no es un invariante completo,
por lo que idear y utilizar otros invariantes es útil en aquellos casos. La
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intención el presente trabajo era mostrar el cálculo de diversos invariantes
de nudos para realizar una clasificación sistemática que, a mano, solo es
posible realizar para nudos con un bajo número de cruces.
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ÍNDICE DE FIGURAS ÍNDICE DE FIGURAS
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