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2 INTRODUCCION

1. Resumen

En este trabajo se realizara una breve introduccién a la teoria de nudos.
Se comenzara dando las definiciones de nudos en R? y sus diagramas en R2,
también de los A—movimientos y su relaciéon con los diagramas regulares.

Posteriormente se hablara sobre los movimientos de Reidemeister y el
costo computacional asociado a utilizarlos para clasificar nudos. Asi tam-
bién sobre la utilidad de estos para definir invariantes de nudos a partir de
invariantes de diagramas. De estos 1ltimos, se mostraran invariantes combi-
natorios y polinémicos.

Para finalizar, se utilizaran los invariantes antes presentados para distin-
guir los nudos de hasta 8 cruces.

2. Introduccion

En principio, podemos pensar los nudos como cuerdas cerradas en el es-
pacio tridimensional. Ademaés, dos nudos se diréan equivalentes si al deformar
(estirar/contraer, mover, enredar/desenredar) uno de ellos se llega al otro.
La tnica accién que tenemos prohibida es cortar la cuerda y luego volver a

g ©

No-nudo Trébol derecho Trébol izquierdo
Figura ocho 5, 5;

Figura 1: Ejemplos de distintos nudos

Observacion 2.1. Algunos nudos, como los de la imagen anterior, reci-
ben nombres por razones historicas, mientras que la mayoria se nombra in-
dexdndolos por el crossing number (invariante que veremos posteriormente)
en las tablas estandarizadas.
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Los ejemplos mostrados en la Figura 1 son en realidad lo que denomina-
mos diagramas de nudos, es decir, representaciones planas: proyecciones
de los nudos tridimensionales en un plano con informacién adicional en los
cruces indicando qué arco pasa por arriba y cual por debajo, indicdndolo
con una discontinuidad en uno de los arcos. Aunque los nudos sean objetos
tridimensionales, estas representaciones son mucho mas faciles de trabajar.

Arco por arriba

- T~
- N
/ / \

(\ / | Arco por debajo

Figura 2: Representacion del corte

Como una cuerda puede ser modificada por los movimientos mencionados
anteriormente (estirar/contraer, mover, enredar/desenredar), un nudo puede
tener muchos diagramas diferentes.

@ O
N—
Figura 3: Representaciones del no-nudo distintas

Observacion 2.2. En la figura 3 podemos ver todos los posibles diagramas
de 1 y 2 cruces. Claramente, todos ellos son equivalentes al no-nudo.

Para describir formalmente un nudo se puede pensar en curvas paramétri-
cas en R? utilizando funciones vectoriales continuas con dominio I = [0, 1].
Ademsds, le pedimos a estas funciones que sean inyectivas, para que el nudo
no se interseque consigo mismo, y que tengan el mismo valor en el inicio y
el final del intervalo, para que el nudo sea una curva cerrada.

El problema que surge con la definicién anterior es que deja la puerta
libre a nudos denominados “salvajes”, por ejemplo un nudo compuesto por
infinitos tréboles.
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Figura 4: Un nudo salvaje formado por infinitos tréboles

Ademas, es necesario formalizar la definicién de equivalencia para que
no todos los nudos sean equivalentes al no nudo, pues si solo hablamos de
deformacién continua se podria contraer cualquier nudo hasta tener un tnico
punto.

Para solucionar estos problemas se da la siguiente definicidn.

Definicién 2.3. Un nudo K es un subconjunto de R3 formado por la unién
finita de segmentos de recta:

K =[ag,a1]Ulay,az) U---Ulan—2,an—1] U [an—_1, ao]

donde los segmentos son disjuntos dos a dos excepto cuando son consecuti-
v0s, en tal caso tienen un unico punto de interseccion.

Los nudos que cumplen la anterior definicién suelen denominarse poligo-
nales y pertenecen a la clase de nudos “déciles”.

Ejemplo 2.4. Un diagrama del nudo trébol hecho con seis segmentos rectos

Figura 5: Un nudo trébol hecho con segmentos de rectas

Definicién 2.5. Dado un nudo K en R3 con [a;,a;11] uno de sus lados,
suponemos que T = [a;, =, a;11] es un tridngulo cerrado en R que interseca
a K solo a lo largo del lado [a;,a;i+1]. Asi, podemos pensar en que estamos
trasladando el lado [a;, a;+1] a lo largo del tridngulo sin tocar otra parte del
nudo. Es decir, reemplazamos el lado [a;,a;+1] de K por otros dos nuevos
[a;, ) U [z, a;41] quedando un nuevo K' con un lado mds en total. Este tipo
de movimiento se denomina A—movimiento y se ilustra en la Figura 6.

Los movimientos dados en la definicién anterior son de uso béasico para
definir la relacion de equivalencia entre nudos.
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Figura 6: Representacién de un A—movimiento

Definicién 2.6. Dos nudos K y J son equivalentes (o isotdpicos) si existe
una secuencia intermedia finita de nudos K = Ko, K1, ... , K, = J tales que
cada par K;, K;11 estd relacionado por un A—movimiento o la inversa de
un A—movimiento.

Usando la definicién anterior, tenemos que la equivalencia de nudos es
una relacién de equivalencia:

= Reflexividad: se cumple usando una secuencia de largo cero.

= Simetria: se cumple gracias a que los A—movimiento se pueden rever-
tir.

= Transitividad: debido a la composicién de dos secuencias dadas.

Atn usando una definicién poligonal de los nudos, la representacion vi-
sual que usaremos de los mismos y sus diagramas sera suave, teniendo siem-
pre en cuenta que se puede aproximar con un poligono con un ntimero grande
de lados pequenos.

2.1. Proyecciones y diagramas

Definicién 2.7. Sea K un nudo en R, su proyeccion es m(K) C R?,
donde 7 es la proyeccion a lo largo del eje z sobre el plano xy.

Una proyeccion se dice regular si la preimagen de un ponto de w(K)
consiste en uno o dos puntos de K, donde en el seqgundo caso ninguno de
los dos puntos es un vértice de K. Es decir, una proyeccion reqular con-
siste en una linea poligonal cerrada sobre el plano con solo “puntos dobles
transversales” como auto intersecciones.
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¥

Z X ;

Figura 7: Seccién de un diagrama regular con un punto doble

Una proyeccion se dice irregular si tiene algun lado paralelo al eje z, st
tres o mds puntos estdn unos sobre otros o si algiun vértice estd sobre algin
otro punto de K.

)

P Py j/

ST ST ST

Punto triple Eje vertical Punto tangencial

Figura 8: Secciones de diagramas irregulares

Definicion 2.8. Si el nudo K tiene una proyeccion regular, podemos definir
su correspondiente diagrama de nudo D re-dibujando con un arco roto cerca
de cada cruce (lugar donde la preimagen sobre K tiene dos puntos) para
visualizar qué arco pasa por arriba o por debajo.

Definicién 2.9. Definimos una e—perturbacion de un nudo K en R? a
otro nudo K' obtenido al mover uno o mds vértices de K una distancia
menor a €, y luego reconectandolos con lineas rectas como lados de la misma
forma en la que estaban en K.

Usando un € suficientemente pequeno, las e—perturbaciones de K seran
equivalentes a K.

Lema 2.10. El conjunto de nudos con proyecciones requlares es abierto y
denso en el espacio de los nudos. Es decir, cumple las siguientes propiedades:

1. Si K tiene un proyeccion irregular, entonces existe una e—perturbacion
suficientemente pequena K', equivalente a K, tal que su proyeccidn es
regular.
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2. Si K tiene una proyeccion regular, entonces cualquier e—perturbacion
suficientemente pequena tiene una proyeccion reqular.

Lo anterior implica que si K tiene una proyeccion irreqular, solo debe
ser pertubado un poco para que la proyeccion sea regular.

Corolario 2.11. Todo nudo K tiene un diagrama Dk . De un diagrama
D se puede recuperar el nudo K tal que D = D. Cualquier nudo con un
diagrama sin cruces es el no-nudo.

Demo: Por el Lema 2.10 todo nudo tiene una proyeccién regular, luego
tiene un diagrama.

La reconstruccién de un nudo a través de su diagrama no es tnica en
R3, salvo clases de equivalencia. Esto debido a que dos nudos con el mismo
diagrama son equivalentes mediante A—movimientos.

Por lo mencionado, si un nudo tiene un diagrama sin cruces, es equiva-
lente al no-nudo.

U
2.2. Algunas operaciones sobre nudos

Definicion 2.12. Un enlace es una coleccion finita de nudos disjuntos en
R3, cada nudo del enlace es llamado componente. La relacion de equivalencia
se define de la misma manera que antes. Luego, un nudo es un enlace de
una componente.

Borromean
Hopf link OO unlink O O rings xr)-

Figura 9: Distintos enlaces

Definicién 2.13. La imagen especular K de un nudo K se obtiene re-
flejando K sobre un plano en R3. También se lo puede definir como sigue:
dado un diagrama D de K, se cambian todos los cruces de D.

Figura 10: Cambio en los cruces de D
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Definicion 2.14. Un nudo es anfiquiral si es equivalente a su imagen
especular.

Definicion 2.15. Un nudo orientado es aquel en el cual se elige una
direccion o flecha de circulacion a lo largo de todo el nudo. Bajo equivalencia,
esta direccion también se mantiene, por lo tanto, se habla de equivalencia
que preserva la orientacion de nudos orientados.

Figura 11: Trébol orientado

Definicion 2.16. EL reverso rK de un nudo orientado K es el mismo
nudo pero con la orientacion opuesta. El inverso rK es la composicion del
reverso y la imagen especular del nudo K. Si K es equivalente a su reverso
o0 tnverso, se le dice reversible o invertible segiun corresponda.

Definicion 2.17. Dados K1, Ko nudos orientados, definimos su suma co-
nexa K1# Ko recortando una pequena porcion de arco de ambos nudos y
uniendo los extremos, sin agregar cruces adicionales, para obtener un nuevo
nudo, asegurdndonos de que la orientacion sea consistente.

9 =3

Figura 12: Ejemplo de una suma conexa entre un trébol y un nudo ocho

Observacion 2.18. Los nudos orientados forman un semigrupo bajo la ope-
racion de suma conexa.

Definicion 2.19. Un diagrama alternante D de un nudo K es un diagra-
ma tal que, empezando desde un punto arbitrario y recorriendo todo el nudo,
los cruces se recorren pasando alternantemente por debajo y por encima. Un
nudo alternante K es aquel que posee algun diagrama alternante.
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Alternante @ No alternante Q\) )I

Figura 13: Diagramas alternante y no alternante de un nudo trébol

2.3. Movimientos de Reidemeister

Definicion 2.20. Dado un nudo K y su diagrama D se definen los mowvi-
mientos de Reidemeister:

~ -~

7/
\ \ ., . .
Ry l/\/, 1” Z” Traslacién en el espacio, sin generar nuevos cruces
\
7/

N - ~

7 AN 7 N
/ ( ) \ / \
R1 ! "//‘ '—I‘ Eliminar torceduras estirando

\ Vi \ /
N _ - N _ -
PR N
/ \ / \./\
| /\ 1 ' \
R, \/ \ I Separar arcos
\ N/
N _ 7 ~ _ e
/, T . N
/ Y\ \ / \
AYAN | ]
R3 ! I (\ /71 Mover arcos por detras o por delate de un cruce
\ / \WAYAV
N\ 7/ N Ve

~ - ~ -

Figura 14: Movimientos de Reidemeister

Las imdgenes indican sectores circulares del plano y la porcion del dia-
grama de nudo contenida. El movimiento es local y dentro de la porcion del
diagrama mostrada, todo lo demds se deja intacto. Ademds, el moviemiento
Ry se lo dibuja mds pequeno ya que es menos relevante que los demds.

Teorema 2.21. (Teorema de Reidemeister)
Dos nudos K, K' con diagramas D, D’ son equivalentes si y sélo si sus
diagramas estdn relacionados por una secuencia finita de diagramas inter-

10
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medios D = Dgy, Dy, ... ,D, = D', donde cada par D;, D; 1 estd relacionado
por algun movimiento de Reidemeister.

El movimiento Ry es una version planar de los A—movimientos, y la
relacion de equivalencia que genera se conoce como isotopia planar.

El teorema de Reidemeister prueba una biyeccién entre las siguientes
clases de equivalencia:

= La clase de equivalencia de los nudos poligonales en R? junto con la
equivalencia dada por los A—movimientos.

» Los diagramas de nudos poligonales en R? con los movimientos de
Reidemeister.

En la siguiente figura se muestra la equivalencia de dos diagramas del
nudo trébol mediante los movimientos de Reidemeister

Figura 15: Transformacién de un nudo de tres cruces al diagrama de un
trébol

Si bien el teorema de Reidemeister permite clasificar distintos nudos,
saber si dos nudos cualesquiera estan o no relacionados es un problema de
computacion inabarcable.

Teorema 2.22. (Coward y Lackenby, 2010)

Si D y D' son dos diagramas del mismo nudo, ambos teniendo menos
de n cruces, entonces existe una secuencia de movimientos de Reidemeister
relacionando los diagramas de longitud menor que R(n), donde

o

R(n) = 222.1.

con la torre de 2s siendo de 10109000 de [argo.

3. Invariantes de nudos y enlaces

Definicion 3.1. Un tnvariente de nudos o enlaces es una funcion
i: L — X que depende exclusivamente de las clases de equivalencia. Usual-
mente, X serd un conjunto “bien entendido”, es decir, en el que se pueden
diferenciar sus elementos facilmente.

Dependiendo del conjunto X utilizado, existen distintas clases de inva-
riantes, por ejemplo, numéricos o combinatorios (crossing number, nimero
de componentes, etc.) y polinomiales (polinomio de Jones), entre otros.

11
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Observacién 3.2. Un invariante i solo diferencia nudos de distintas clases
de equivalencia, es decir, si K y K' son equivalentes, entonces i(K) = i(K').
Y sii(k) #i(K'), entonces K, K' no son equivalentes. Pero si i(K) = i(K')
no podemos asequrar que sean equivalentes. Como ejemplo de esto iltimo,
la funcion i que va del conjunto de nudos al valor 0 para todos los nudos es
un invariante vdlido, pero mo es funcional.

El teorema de Reidemeister es 1til para definir invariantes sobre nudos
mediante la definicién de invariantes sobre diagramas. Para que una funcién
sea un invariante, debe tomar el mismo valor para todos los diagramas de
un nudo dado. La forma en que probamos esto es observando si los valores
de la funciéon cambian si se aplica un movimiento de Reidemeister.

Definicién 3.3. El crossing number ¢(K) de un nudo K es el minimo
numero de cruces en cualquier diagrama del nudo. Un diagrama minimal de
K es aquel tal que tiene ¢(K) cruces.

Definicién 3.4. El unknotting number u(D) de un diagrama D, de un
nudo K, es el minimo nimero de cruces que se deben cambiar para con-
vertir el diagrama D en un diagrama del no-nudo. El unknotting number
u(K) de un nudo K es el minimo unknotting number u(D) sobre todos los
diagramas D de K.

Lema 3.5. Cualguier diagrama de un nudo puede ser cambiado al diagrama
del no-nudo cambiando algunos de sus cruces.

Observacion 3.6. Por su definicion, el crossing number y el unknotting
number son invariantes de nudos.

Definicién 3.7. El nimero de componentes p(L) de un enlace L es un
tmvariante de enlaces. Los movimientos de Reidemeister no agregan compo-
nentes.

Definicion 3.8. Sea D un diagrama de un nudo orientado. El total linking
number Lk(D) se obtiene tomando la mitad de la suma, sobre todos los
cruces, de las contribuciones dadas por

- -
,\ \ , /‘t
I ] +1 ! I —1
A \f \/ /

e T f S

Figura 16: Signos para calcular el linking number

st los dos arcos participantes pertenecen a distintas componentes del en-
lace, y 0 si pertenecen al mismo.

12
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Teorema 3.9. Si D, D’ son dos diagramas de un enlace orientado L, en-
tonces Lk(D) = Lk(D"), es decir, el total linking number es un invariante
de enlaces.

Demo:

Si dos diagramas difieren por una secuencia de movimientos de Reide-
meister, orientados, debemos probar que cualquiera de estos preserva el lin-
king number.

Ry preserva la isotopia planar, luego no modifica el niimero de cruces. En
los demds casos, solo hay que analizar la contribucién local del movimiento
de Reidemeister.

En Ry, por un lado tenemos un cruce sobre la misma componente y por
el otro solo un arco, luego no aporta valor a la suma final.

En Ry, en un lado tenemos dos cruces extras: Si los arcos pertenecen a
la misma componente, no aportan valor a la suma final. Si los arcos son de
componentes distintas, sus contribuciones son iguales y opuestas, luego, sus
aportes se cancelan entre si.

En Rj3, cada uno de los tres cruces de un lado tiene su contraparte en
el otro, luego la suma de los tres cruces en cualquiera de los dos lados es la
misma.

Asi, el total linking number no varia con los movimientos de Reidemeister
y, por lo tanto, es un invariante.

O

Ejemplo 3.10. El teorema anterior nos permite diferenciar dos enlaces de
Hopf, uno con orientacion positiva y el otro con orientacion negativa.

(D (D

Hopf link positivo Hopf link negativo

Figura 17: Enlaces de Hopf

3.1. 3-coloreo
El siguiente invariante se define de manera puramente combinatoria.
Definicion 3.11. Sean tres colores, por ejemplo: rojo, azul y amarillo. Si D

es un diagrama no orientado de un enlace, podemos pintar cada arco de D

13
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con alguno de los tres colores elegidos. Si hay m arcos, entonces existen 3™
posibles asignaciones de colores, pero solo nos interesa el subconjunto T'(D),
llamado conjunto de 3-coloreos, que satisface la siguiente regla:

s En cada cruce de D, el nimero de colores es 1 o 3.

Denotamos por 7(D) el nimero de elementos de T'(D), es decir, T(D) es el
numero de 3—coloreos del diagrama.

Observacion 3.12. Todo diagrama tiene al menos tres 3—coloreos, esto
debido a los 3 coloreos monocromdticos posibles. El nimero de 3— coloreos
se define de forma equivalente tanto para enlaces como para nudos.

Los diagramas estindar del no-nudo y del trébol tienen tres y nueve
3—coloreos respectivamente.

Teorema 3.13. El nidmero de 3—coloreo es un invariante de enlaces T(L).

Demo: Dados dos diagramas D, D’ de un nudo K, veremos que existe
una biyeccién entre T'(D) y T(D’) (en consecuencia, 7(D) = 7(D")), cuando
D y D’ difieren en un solo movimiento de Reidemeister.

Ry no modifica nada.

En R4, cualquier 3—coloreo del lado izquierdo de la imagen obliga a tener
el mismo color ¢ a ambos arcos involucrados. Luego, este coloreo define un
coloreo en el lado derecho de la imagen. Lo mismo resulta a la inversa. Asi,
existe una biyeccién entre T(D) y T(D’). Entonces, 7(D) = 7(D’) bajo R;.

e rd
\ s\
. = = %
i 7

A Y .
""..f, ""'._.-’

Figura 18: 3—coloreo en R;

En Rj, tenemos dos posibilidades de coloreo del lado izquierdo de la
imagen. En ambos casos, los dos arcos de arriba tienen el mismo color a y
los dos arcos de abajo el mismo color b. Si a = b, entonces el tercer arco,
en el centro de la imagen, debe ser del mismo color. Y si a # b, el arco
central es de un tercer color ¢. En cualquier manera, se define un coloreo en
el lado derecho de la imagen, y a su vez, estos definen un coloreo en el lado
izquierdo de la imagen.

~

- -~ - - ~
? \ ;v\ 7 \ ;v‘
i ‘ Y 3 I i . I
I ] | 1
\( ); \ \ , \
- TN v _/ \

-
! !
N - \‘..—'

Figura 19: 3—coloreo en Ry

14
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En Rj3, tenemos cinco casos a considerar. Los arcos involucrados pueden
tener todos el mismo color, todos diferentes o dos de un color y un tercero
de otro (teniendo tres casos acorde a cudl arco sea el de color distinto). En
cualquiera de las situaciones, el coloreo de la izquierda induce un coloreo en
la derecha de la imagen, y viceversa, tal como se muestra abajo.

d"-'q\ l"-"_ - - f'-"
A .
’\‘ VAR "\ \ "\‘ R "\ \
e‘/ \1 S \\ /-' ‘M i FES ‘\ i
\; \_X; . ’ . ’
e -  J— ~ o= ""._-"
- - - -
'\ AN N NS
A A} A A
I i Fay ! i ! \ — [} ﬂ
\ \ \ \
’ ’ ’ ’
A" b ”
D R ~o - R
-~ -~
\ \
(\ \ ‘F\ !
1
\ ' © :\ !
A N/ \ N/
~N e - ~ e -
Figura 20: 3—coloreo en R3
Por lo tanto, el nimero de 3—coloreo es un invariante de enlaces. U

El siguiente teorema, que no demostraremos, nos es tutil para poder cal-
cular el nimero de 3—coloreo de un nudo de manera algebraica, asociando
los cruces y arcos del nudo con una matriz.

Teorema 3.14. Sea D un diagrama de un nudo. Entonces, T'(D) es un
Fs—espacio vectorial. Luego, T(D) = 34im(T(D)) e decir, una potencia de
tres.

Ejemplo 3.15. Calcularemos el nimero de 3—coloreos del nudo 52. En la
matriz asociada los cruces representan las filas y los arcos las columnas. La
entrada a;; de la matriz vale 1 si el arco j es parte del cruce ¢ y 0 en otro

caso.
1
11
1 3 )2 (o1
2 — | -
3 A !
4V s \0 1011

Figura 21: Matriz asociada al nudo 52

[y

— =
= =
o o
-
=
—
s
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Luego, dim(7'(D)) es simplemente la nulidad de la matriz dada (los calcu-
los deben hacerse teneindo en cuenta que los nimeros de la matriz deben

estar en médulo 3).

1
01 1
1
000
000

0
0
1
1
0

0

[

S}

0

Figura 22: Matriz asociada a 52 reducida

Asi, dim(7'(D)) = 1. Por lo tanto, 7(52) = 3.

Observacién 3.16. En las matrices asociadas a los nudos, después de hacer
su reduccion siempre habrd una fila nula. Esto corresponde a los 3 coloreos

triviales.

Definicién 3.17. Llamaremos a un nudo K 3-coloreable si 7(K) > 3, es
decir, posee 3-coloraciones distintas a las monocromadticas.

4. Polinomio de Jones

Definicion 4.1. EL corchete de Kauffman de un diagrama no orientado
D de un enlace, es un polinomio de Laurent (D) € Z[ATY], definido por las

stguientes reglas:

1. Es un invariante bajo isotopia planar (Rp).

2. Satisface la relacion de madeja

:: \\: { Y+ AT n ‘,
(oK) (i

Figura 23: Relacién de madeja del corchete de Kauffman

que es una relacion lineal entre el corchete de Kauffman de tres dia-
gramas que difieren unicamente dentro de los circulos marcados y son

iguales fuera de este.

3. Satisface (DU U) = (=A% — A=2)(D), donde U es el no-nudo con su

diagrama estdndar. Fs decir, un no-nudo disjunto puede ser removido

multiplicando por —A? — A2,

4. Vale 1 en el no-nudo con su diagrama estindar, es decir, (U) = 1.

16
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Veamos algunos ejemplos del calculo del corchete de Kauffman:

Ejemplo 4.2. Utilizando las reglas 4 y 3 podemos calcular el corchete de
Kauffman del diagrama estandar del no-nudo y de la union disjunta de dos
no-nudos, respectivamente, como se ve en las siguientes figuras

O
{O O} )

De manera andloga, y utilizando el cdlculo anterior, podemos obtener el
corchete de Kauffman del diagrama de tres no-nudos disjuntos.

QOO - #

Si consideramos un diagrama del no-nudo con un cruce podemos utilizar
la relacion de madeja (regla 2) para obtener lo siguiente

CO 100+ CO

El primer término de la derecha ya lo hemos calculado. En el seqgundo,
utilizando isotopia planar, llegamos a que coincide con el diagrama estindar
del no-nudo. Asi,el corchete es igual a A(—A? — A=2) + A1 y por lo tanto

Co) =4

Andlogamente, vemos el resultado del otro diagrama de un cruce del no-
nudo

(X )}=_.4(OO)+_.J.—1(OO}=_.4+_.J.—%—_.49—_.d.—‘—‘}=—_.4—-'*

Para finalizar, con cdlculos andlogos llegamos a que

Observacioén 4.3. Notemos que el corchete de Kauffman no es un invarian-
te de enlaces. Esto se evidencia en los cdlculos anteriores: toma distintos
valores para diagramas distintos del mismo nudo.
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4 POLINOMIO DE JONES

Ejemplo 4.4. Ahora, apliquemos la relacion de madeja al diagrama del
trébol izquierdo.

A A{C Y+ AT yo+A 4{@;41;@ .

(AT + (A + A (A = AT AP A

Figura 24: Corchete de Kauffman del trébol izquierdo

Observacion 4.5. Analizando los siguientes diagramas, llegamos a que el
corchete de Kauffman no es invariante bajo los movimientos de Reidemeister
de tipo Ri. En efecto, tenemos:

,-' -.\ ,"' -.\
. \ ! Y .
( p —ac [Qn+ate
L 11 1
/
-‘/

r

Figura 25: Corchete de Kauffman sobre el movimiento Ry

Lema 4.6. El Corchete de Kauffman es invariante bajo los movimientos de
Reidemeister de tipo Ry y Rs.

Demo:

Para Rs (Figura 26), aplicamos la relacién de madeja dos veces, remo-
vemos el circulo pequeno con la multiplicacién del término correspondiente,
luego cancelamos los términos entre si para llegar al resultado final.)

Para R3(Figura 27), aplicamos la relaciéon de madeja una vez y utilizamos
lo visto para Ra, luego analizamos la simetria vertical para llegar al resultado
final.

O
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4 POLINOMIO DE JONES

Figura 27: Corchete de Kauffman sobre el movimiento R3

4.0.1. Correccion via writhe

Definicion 4.7. Si D es un diagrama orientado de un enlace, entonces el
writhe w(D) es la suma de los signos de todos los cruces de D.

Lema 4.8. 5i D es un diagrama orientado de un enlace, entonces el writhe
w(D) es invariante bajo los movimientos de Reidemeister de tipo Ry y Rs,
pero cambia con £1 bajo R;.

Demo:

La demostracién para Rs y R3 es similar, y méas sencilla, que la dada en
la demostracién 3, ya que no hace falta analizar si los cruces involucrados
pertenecen o no a distintas componentes.

Para Rj, tenemos las siguientes identidades independientemente de la
orientacion del enlace:

. 1'-;""_
’ \ Fi
w( ) = w( )1
A \
' r
\ \
-.&_," ~ -7
P . r'--“'\
4 \ ! \
w(! ) =w(! ) +1
\ 1
I
. ’ » .P;
-~ - - 1 =

Figura 28: Writhe sobre el movimiento R;

O

Teorema 4.9. Si D es un diagrama orientado de un enlace, entonces el
polinomio fp(A) = (—A3)~“PND) es invariante bajo los tres movimien-
tos de Reidemeister, es decir, el polinomio define un invariante de enlaces
orientados.

Al polinomio fp(A) lo denominamos, después de un cambio de variables
que veremos en la proxima seccion, Polinomio de Jones.
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4.1 Otra version del polinomio de Jones 4 POLINOMIO DE JONES

Demo:

Bajo los movimientos Ry y Rs el corchete de Kauffman y el writhe son
invariantes, luego fp(A) también lo es.

Bajo Ry, si al diagrama D se lo altera bajo un cruce**(torcedura) po-
sitivo, entonces el corchete de Kauffman agrega multiplicando (—A3) y el
writhe incrementa en 1; luego fp(A) no se modifica, ya que las contribucio-
nes anteriores se cancelan entre si. De manera similar sucede con un cruce
negativo.

Por lo tanto, el polinomio fp(A) es un invariante de enlaces orientados.

O

4.1. Otra version del polinomio de Jones

Daremos otra forma, mas eficiente, de calcular el polinomio del Jones
mediante el modelo de suma de estados.

4.1.1. Modelo de sumas de estados para el corchete de Kauffman

A continuacién, introduciremos notacién que nos permitird calcular el
corchete de Kauffman a través de la aplicacion sucesiva de su relacién de
madeja.

Definicion 4.10. Un estado s de un diagrama D es una asignacion de
+1 0 —1 a cada cruce. Un diagrama con c cruces, por lo tanto, tendrd 2°¢
estados. Dado un estado s en D, podemos formar un nuevo diagrama sD
resolviendo o suavizando los cruces de D, esto es reemplazar

- -

- - = . -,
r\ \ / . :v‘
! ; with ! p or | I
' \.f ' ; ' i

Figura 29: Suavizado de cruces

acorde con el estado tomando el valor +1 o —1 en el cruce. Luego, sD
es un diagrama sin cruces que consiste solamente en un niumero de circulos
disjuntos. Denotamos la cantidad de circulos por |sD|. Para un estado s,
sea . s la suma de los signos de los cruces.

Observacion 4.11. El valor de Y s estd entre +c y —c y, ademds, tiene
sitempre la misma paridad que c. Si s,t son dos estados del diagrama D que
difieren en un solo cruce, entonces |sD| = |tD| £ 1.

Proposicion 4.12. El Corchete de Kauffman puede ser expresado explici-
tamente por la “suma de estados” dada por

(D)= (Dls),

s
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4.1 Otra version del polinomio de Jones 4 POLINOMIO DE JONES

donde s recorre todos los estados de D, y (D|s) denota la contribucion de
cada estado, esto es

<D’S> — AZS(_AQ - A72)\3D\71

Demo:

Numeramos los cruces de D desde 1 hasta c. Aplicamos la relacién de
madeja del corchete de Kauffman al cruce nimero 1, reduciendo (D) a una
combinacién lineal de corchetes de otros dos diagramas, cada uno de estos
con sus cruces numerados del 2 hasta c¢. Aplicando la relaciéon de madeja a
estos dos nuevos diagramas en el cruce niimero 2, obtenemos una combina-
cion lineal de cuatro diagramas, cada uno de ellos con sus cruces numerados
del 3 hasta c. Repitiendo el proceso, obtenemos una combinacién lineal de
2¢ corchetes de diagramas sin cruces, todos ellos indexados por el estado s
correspondiente, y precedidos por el prefactor A2

Finalmente, hemos llegado a una férmula del corchete de Kauffman que
no depende explicitamente del orden elegido de los cruces. Es decir, obtu-
vimos una buena definicion del corchete de Kauffman que no depende del
orden de aplicacién de su relaciéon de madeja a los cruces de D.

O

Ejemplo 4.13. Utilizaremos la definicion anterior para calcular el corchete
de Kauffman del trébol derecho, utilizando el siguiente diagrama con sus
cruces numerados de izquierda a derecha:

Figura 30: Aplicaciones sucesivas de la relacion de madeja al nudo trébol

Los ocho términos obtenidos tienen 2,1,1,2,1,2, 2,3 circulos correspon-
dientemente, entonces la suma serd

A (A2 A A+ A+ AT (A2 - A7) + At
+ AT (A% - A7) AT (A% - A7) A3(—A% - AT?)?

que da como resultado —A® + A™3 + A~7.

4.1.2. El polinomio de Jones y su relacion de madeja

Definicién 4.14. El polinomio de Jones Vi (t) de un enlace orientado L
es el polinomio obtenido al calcular fp(A) = (—A%)~*P)(D) sobre cualquier

diagrama D de L, al que se le realiza el cambio de variable A = t=/4.
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Utilizaremos la notacién Vi (¢) y V(L) indistintamente.

Teorema 4.15. FEl polinomio de Jones satisface los siguientes axiomas:

1. Es un invariante de enlaces en el anillo Z[t*'/?], es decir, respeta los
movimientos de Reidemeister.

2. El polinomio de Jones del no-nudo es 1.
3. FExiste una relacion de madeja
WL — V(Do) = (B2 — Y2V (L)

donde Ly, L_, Lo son tres enlaces que difieren solo localmente acorde
a los siguientes diagramas

-,

LN ‘.L:.'X": L) (‘,
' \f \‘/ ! \ )

e

Figura 31: Diagramas locales de Ly, L_, Lg

Demo:

(1) Ya sabemos que el polinomio es un invariante de enlaces orientados,
veamos ahora que toma potencias medias de t. Observando la definicién
del corchete de Kauffman dada en 4.12, vemos que cada estado contribuye
con un término que es una potencia de (—A% — A=2), con potencias pares
de A, multiplicadas por A2-%, al corchete (D). Como cada suma sobre los
cruces +1 o —1 tiene la misma paridad que el niimero de cruces c total del
diagrama, la paridad de > s no depende del estado, asi todas las potencias
de A en la suma de estados obtienen la misma paridad que c. Por la misma
razén, el writhe w(D) tiene la misma paridad que ¢D. Entonces, después
de incluir el término de correccién (—A3)“(P), terminamos obteniendo solo
potencias pares de A. Luego, el polinomio de Jones involucra solo potencias
de t1/2,

(2) Sea U el diagrama del no-nudo estandar, luego w(U) =0y (U) = 1.
Trivialmente, el polinomio de Jones de U es 1.

(3) Compararemos los corchetes de Kauffman de lo siguientes tres dia-
gramas D, D_, Dg en la relacién de madeja de Jones. Adicionalmente, de-
finimos el diagrama D, como el diagrama “horizontal”, considerando a Dy
como el “vertical”. Pero, Dy, no tiene una orientacion natural, debido a que
induce contradicciones en el resto del enlace. Asi que primero aplicamos el
corchete de Kauffman al diagrama sin orientacién, eliminamos el término
introducido por D, y volvemos a recuperar la orientacion.

Por la relacién de madeja de Kauffman:
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D+ - -DO D'L‘
- - ™ - .
! v ! /'\ ! v T
! ' e B !
! / 7 7 !
""\__.,. 'Hr____ ‘H__‘_ {—}

Figura 32: Diagramas locales de Dy, D_, Dy, D

(D)) = A(Dg) + A~Y(Dy),
(D-) = A{Doo) + A1(Dy).

Multiplicando por A la primera ecuacién, por A~! la segunda ecuacién
y restandolas, obtenemos:

A(Dy) = AHD_) = (42 — A72)(Dy).
Sustituyendo (D) = (—A%)*“(P) f(D) en cada corchete, el resultado es:

A(= A3 (D ) AT (= AR PO (D) = (A% = A7%) (=A%) £(Dy)
—AM(Ly) + AT (L) = (A% = A7) f (L),

donde después de la sustitucién A = ¢—1/4

nemos la relacién de madeja de Jones.

y un cambio de signos obte-

O

Ejemplo 4.16. (1) Sea Uz el no-enlace. Calculemos V (Us), para ello utili-
zamos el siguiente truco:

Figura 33: Diagramas para calcular la relacién de madeja de Jones en el
no-enlace

Los dos primeros nudos son equivalentes al no-nudo, entonces V(Ly) =
V(L_)=1. Asi,

tTho1—t- 1= (Y2 V2V (Uy)

de aqui obtenemos V (Up) = —t'/2 —¢=1/2,

(2) Veamos cdmo actia el polinomio de Jones bajo la unidn disjunta de
un no-nudo y un enlace. Consideramos un nudo orientado L y lo modifica-
mos agregdndole una torcedura positiva y una negativa, obteniendo Ly y L_
respectivamente. En un andlisis local vemos
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5 NUDOS HASTA OCHO CRUCES

- - - -
I.r . Re .
L1 A
o+
Lov NG Y, Lo:v | O‘.
1‘ , '.\ f
- a7 - .7

Figura 34: Diagramas para eliminar circulos disjuntos

Esto nos muestra que Lg es la union disjunta que queremos. Como L4
y L_ son equivalentes a L, utilizando la relacion de madeja de Jones obte-
nemos:

V(LUU) = (—t'2 — 72 v(L).

(3) Sea H, el enlace Hopf positivo. Con Hy como Ly, L_ como un
enlace de dos no-nudos y Ly el no-nudo:

-GD QD QD

Figura 35: Diagramas para el enlace Hopf positivo

Obtenemos que:

Ast, V(Hy) = —t5/2 12 Andlogamente, obtenemos que para el enlace
Hopf negativo H_, V(H_) = —t~5/2 —=1/2,
5. Nudos hasta ocho cruces

En esta seccién utilizaremos los invariantes vistos anteriormente para
difierencias los nudos hasta 8 cruces. A continuacién, presentamos una tabla
de los mismos.
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CEEBETD
PR
ORI BIBD D
OPDOOERRB®B

Figura 36: Tabla de nudos hasta 8 cruces

Esta tabla se construye realizando todos los diagramas de nudos posi-
bles con la cantidad de cruces respectivos, de manera similar a lo visto en la
Figura 3. Luego, se utilizan los movimientos de Reidemeister para eliminar
los nudos que son equivalentes, dejando un solo representante con la menor
cantidad de cruces. Los nombres de los nudos se relacionan con su cros-
sing number, pero como es un proceso engorroso y sumamente complicado
utilizaremos otros invariantes para poder diferenciarlos.

Para comenzar la clasificacion utilizaremos el unknotting number de los
nudos para separarlos en tres grupos. A continuacién, se muestran diagramas
donde se muestra el desanudamiento de varios nudos de la tabla, el proce-
so empieza con el desanudamiento de algunos cruces para después utilizar
movimientos de Reidemeister hasta llegar al no-nudo:

2D QD)

Figura 37: Unknotting number de 3;

G- @O~

Figura 38: Unknotting number de 4;
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&5 e

- Q u(5y) =2

Figura 39: Unknotting number de 51

~

SRR
_>Q .

Figura 40: Unknotting number de 59

Figura 41: Unknotting number de 61

26



5 NUDOS HASTA OCHO CRUCES

Figura 43: Unknotting number de 7

2 B &
(ONONG

%@ ﬁQ -

Figura 44: Unknotting number de 73
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. VN v 2 SRV aV,
& & 4o

Figura 45: Unknotting number de 8;

@O~

Figura 46: Unknotting number de 83

- O~

Figura 47: Unknotting number de 89
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Figura 48: Unknotting number de 815

Figura 49: Unknotting number de 819

Los valores encontrados de unknotting number coinciden con los dispo-
nibles en “https://knotinfo.org”, de esta manera, tenemos nuestros 36 nudos
divididos en tres grupos:

= Grupo 1, unknotting number igual a 1:

0,31,41,52,61, 62,63, 72, 76, 77, 81, 87, 89, 811, 813, 814, 817, 820, 821.

= Grupo 2, unknotting number igual a 2:

91,73, 74,75, 82,83, 84, 85, 8, 83, 810, 812, 815, 816, 818-

= Grupo 3, unknotting number igual a 3:

71,819.

Para continuar, nos fijaremos si los nudos son 3—colorables (es decir, si
tienen méds de tres 3—coloreos). Mostraremos algunos de los calculos hechos:
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/— /—
&S &
[~
s’ Qﬁ/} E;S
BEY) D
539 (s

7(67) = 9

Figura 54: 3—coloreos de 6;

1~I~2 111000
3(\ 110100 Nulidad = 1
62 x4:> 1010105 14)=3
Lﬁ> 010011 ?
N 001101
000111

Figura 55: 3—coloreos de 62
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Nulidad = 1

=3

©(71)

=>

1100001
1110000

0011100
0001110
0000111

1000011

3

(-7\/%
{0

1

1

—>0111000

7

=

6

Figura 56: 3—coloreos de 71

(q\]
I o
=
ISE
H.M)
~ <
s
Z &
O = O O = O v
— O OO — O
OO O v - — O
OO ™ = O O
O — = = O O O
— - O O O O
— OO OO
on
74
DN
(q\]
I~ Lo
— L0
1(
<t o O
N

Figura 57: 3—coloreos de 74

2

9

Nulidad

7(815)

=>

11001000
01100010

00011001
10001100

10000101

00100110

00010011

2

s
&

815

I

=>01110000

Figura 58: 3—coloreos de 815
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819 1 11000001
| 11100000 ,
g \3)2.:>00110001 Nulidad =2
s(A\GLV 01010100 (819) =
10001001
ﬂ4 00011100
6 10010010
00000111

Figura 59: 3—coloreos de 819

Con esto, podemos separar los nudos en 6 conjuntos disjuntos:

= Grupo 1:

e 3—coloreables:
317 617 771 8207 821-

e No 3—coloreables:
07 41; 527 627 63, 727 767 817 877 897 8117 8137 814; 817'

= Grupo 2:

e 3—coloreables:
74, 85,810, 815, 818.

e No 3—coloreables:

91,73, 75,82, 83,84, 86, 83, 812, 816-

= Grupo 3:
e 3—coloreables:
71.
e No 3—coloreables:
819.

Asi, los nudos 71 y 819 ya estdn diferenciados del resto.
Para finalizar, utilizaremos el polinomio de Jones, mostrando el calculo
de algunos nudos.
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51

P >
e e i N g
£ 1>(5/1) (—t* +t¥{ (112 — 712V V(H,)
g b Ah 2@2
FYW(H,) — t(~tP2 = 12) = (B2 —t72) (<4 + 13 + 1)

V(H,) = - P12 4492 472 t3/2
V(51) = =t +t° = +1* + 12

Figura 60: Polinomio de Jones de 5;

1 -tV(6y) = (2 -2 V(L)
- 7(\ -

FV(Lo) - tV(H,) = (172 -t712) 1

t_l V(Lo) _ t(—t5/2 _ tl/Z) — tl/Z _ t—l/2
V(LO) - _ t1/2 + t3/2 _ t5/2 _ t9/2

1 tV(6,) = (tl/z _ t—1/2) (_tl/Z 432 452 t9/2)
V() =t -t +2-2t+12 -3 414

Figura 61: Polinomio de Jones de 6;
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LD 2D 1K
Ruii ey

tIV(77) -1 = (£2 - t712)

L)
&0 8- 0F

FIV(E U 0)—tV(Ly) = (#7212
t—l (—t1/2 — t‘l/Z) (t‘Z 1 i1-t+ tZ) _ tV(Lo) — (t1/2 _ t—l/z) (t_z _ t_l tl—t4 tz)
V(LO) = — t—9/2 + t_7/2 _ 2t_5/2 + 2t_3/2 _ 2t_1/2 + tl/2 B t3/2
V(7)) =t =2t 4372 4t +4 -3t + 312 -

Figura 62: Polinomio de Jones de 77

De forma andloga, podemos calcular el polinomio de Jones de los demas
nudos. Todos los calculos han sido corroborados con los presentes en
“https://knotinfo.org/index.php”.
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V) =t2—t1+1-t+42

VGy) =t =12+ 2683 14 + 12— 10

V(6y) =t =142t =212 + 23 = 2% 4 £

V(63)= —t2+22 -2t 43 -2r 4212 -3

V(7,) =t =12+ 213 =24 4245 — 16 + 7 — 8

V(75) = t2 =13+ 2t% =285 + 315 27 448 — 7

V(74) = t =212 + 383 =2t + 317 25 + 7 — 18

V(75) = t? =13+ 3t* =3t + 3t° - 3t7 + 218 - #°

V(7¢) = t71 =243t =312 + 43 - 3t* + 2t —t°

V@)=t 2=t 42204202213 + 4 -5 40

V(8) =1—t+2t2 - 213 + 34 — 3% + 215 - 247 + 48

V(83 =t =t +2t2 -3t 43 -3r+2t2 -3+t

V(By) =t =204 43t -3+ 3t =342t -2+
V(85) = 1—t+3t2 =33 + 3t — 4> + 3t° - 27 + 18

V(8¢) =t =143t —41> + 413 —4t* + 31> - 210 + 7

V(By) = —t 0 +2t° =3t + 4> —4r? + 4t 242t 12
VBg) = —t 0 + 2t =33 + 42 -4t +5-3t+ 212 -3
V(8g) =t =2t +3t2 -4t +5 -4t +3t2 - 213 + 4
VBi0) = —t 0 +2t° -4t 4513 -4+ 451 -3+ 2t — 2
V(811) = t71 =2 + 4t — 4% + 53 — 5t + 35 - 216 + 17
V(B1p) =t -2t +4t2 -5t 1 + 5 -5t 4+ 442 - 213 + 14
V(8i3) = —t 0 +2t 4 -3t +5t2 -5t + 54t +3t2 13
V(814) = t71 =2 + 4t — 5t + 61° — 5t + 45 - 310 + 17
V(815) = 2 — 213 + 5t — 5¢° + 6t° — 617 + 448 — 3t + +1°
V(Bi) = —t 0 +3t° -5t 4612 —6t2+61 1 —4+3t—12
V(8i7) =t =3t +5t2 -6t +7 -6t +5t> -3t + t*
V@) =t —4t3 +6t2 -7t +9-7t+ 61> -4t + 14
V@)= —t 2+t =134 2t2 7 42—

V(821) = 2t — 2% + 313 = 3t* + 24> — 215 + {7

Figura 63: Polinomio de Jones de los nudos restantes

Asi, analizando el polinomio de Jones obtenemos que los 36 nudos pre-
sentados son distintos dos a dos.

Por lo tanto, hemos terminado el proceso de diferenciacién.

Aunque el polinomio de Jones nos permite, por si solo, clasificar los
nudos hasta 8 cruces, para nudos mas grandes no es un invariante completo,
por lo que idear y utilizar otros invariantes es util en aquellos casos. La
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intencion el presente trabajo era mostrar el calculo de diversos invariantes
de nudos para realizar una clasificacién sistematica que, a mano, solo es
posible realizar para nudos con un bajo nimero de cruces.
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