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“Uno se cree que las mato el tiempo y la ausencia
Pero su tren vendio boleto de ida y vuelta

Son aquellas pequenas cosas
Que nos dejé un tiempo de rosas”

— Joan Manuel Serrat, Aquellas pequenas cosas
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Prefacio
“Yo creo en muchas cosas que no he visto, y ustedes también, lo sé.”

Con estas palabras, Willie Colén da comienzo a su versién de la cancion Oh, qué serd?,
en una introduccién inspirada en las palabras de la escritora Clarice Lispector. De la
misma manera, me gustaria comenzar esta monografia.

Los objetos de estudio de las ciencias naturales —como la fisica, la quimica o la astro-
nomia— resultan ser fenémenos o realidades tangibles, que se pueden experimentar por
medio de los sentidos, que se pueden “ver”. El conocimiento en ellas se genera, en primer
medida, a partir de experiencias empiricas. A pesar de esto, a la hora del desarrollo de
teorias cientificas, es muy comun definir entidades hipotéticas que sirvan para modelar la
realidad, asumiéndose su existencia a priori. Por lo tanto, no resulta descabellado pen-
sar en que un cientifico de esta drea “crea en cosas que no ha visto”. La matematica,
por otro lado, no trabaja con objetos que puedan “verse”, en el sentido usual. Sin em-
bargo, considero que la frase que da inicio a esta monografia describe de manera muy
acertada el pensamiento de la comunidad matematica sobre el eje central de la misma:
los infinitesimales.

Estoy seguro que toda persona que haya tomado un curso de calculo traté de imagi-
narse cantidades infinitesimales. Intentar entender como luciria en la recta numérica un
nimero mayor que cero pero menor que cualquier otro niimero real positivo es un buen
ejercicio mental. A medida que uno avanza en su formacion académica como estudiante
de matematica —pasando por el calculo en varias variables, analisis en espacios métri-
cos, analisis funcional, entre otros— incorpora el concepto de limite y las demostraciones
utilizando argumentos -0, dejando de lado las dubitaciones que podria llegar a tener
sobre aquellas pequenas cosas, pues el formalismo actual funciona muy bien y resulta lo
suficientemente intuitivo.

Cuando me enteré de la existencia de una definicién rigurosa —a los ojos de la mateméti-
ca actual— para los infinitesimales, me invadi6 la curiosidad. Grande fue mi sorpresa al
ver la cantidad de fundamentacion logica y algebraica que hay detras de la mismo. Sin
importar la intuicion que tuvieran Newton y Leibniz, les habria sido imposible obtener
algo similar utilizando las herramientas matematicas de su momento.

Escribo esta monografia con el fin de poder brindar un breve resumen de mi trabajo de
investigacion en este tema. Traté de presentar la minima cantidad de contenido tedrico
necesario para poder obtener resultados interesantes y bonitos. Como se menciona més
adelante en la introduccion, el objetivo principal es que el lector pueda interpretar in-
tuitivamente las conclusiones, a medida que vaya leyendo, asi como reflexionar sobre las
mismas.

Para finalizar estas palabras, me gustaria agradecer a mi novia Camila Roncoroni que
siempre me motivo y me ayudo a salir adelante en los momentos donde sentia que no
podia avanzar con la escritura de este trabajo; a mi amigo Tomas Gerbazoni con quién
comenzamos a investigar juntos sobre estos temas; a mis profesores Marcelo Actis y Pablo
Quijano que me ayudaron y guiaron en toda esta nueva experiencia; y finalmente a mi
familia, a mi papa, a mi mam& y a mi hermano, por haberme apoyado siempre.
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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

“Y... y no olvidar que la estructura del dtomo no es
percibida aunque se sepa que existe. S€é de muchas cosas
que no vi. Y ustedes también. No se puede dar prueba de la
existencia de lo que es mds verdadero, la cosa es creer.
Creer llorando.”

— Clarice Lispector, La hora de la estrella

1.1. Sobre el concepto de infinitesimal

Seguramente el término infinitesimal o infinitésimo no resulta para nada ajeno al lector.
Es cominmente utilizado para describir una cantidad positiva que es muy pequena, mas
pequena de lo que se pueda imaginar, mas incluso que cualquier niimero real positivo,
pero no es nula (es decir, no es cero).

Originalmente fueron Newton y Leibniz quienes acunaron este concepto, apoyandose
en él para justificar una gran cantidad de las deducciones y los razonamientos en sus
escritos. Si bien es indiscutible que la semilla que plantaron Newton y Leibniz dio uno de
los frutos mas importantes de la matematica, como lo es el cdlculo infinitesimal, la falta
de rigurosidad y formalidad no resultaria del agrado de los matematicos venideros.

Posteriormente el calculo tendria una reversion mas adecuada a los ojos del rigor. Los
trabajos de Cauchy, Riemann y Weierstrass permitieron formalizar los resultado de esta
area utilizando un concepto denominado limite. Esta manera de entender el calculo se
volvio estandar a lo largo del mundo, y sigue vigente hasta el dia de hoy. Més aun, el
concepto de limite es clave en el andlisis matemdtico, otra rama de la matematica que
continuaria el legado del cdlculo estudiando sus objetos con un mayor nivel de abstraccion
y generalidad.

A pesar de la actual hegemonia del limite, los infinitesimales se encuentran muy lejos
de donde habita el olvido. Es muy comun encontrarlos en libros de fisica a la hora de
deducir ecuaciones diferenciales o al hacer referencia a “un pequeno desplazamiento”,
“una pequena cantidad de tiempo”, o al dividir un cuerpo sélido en “regiones de volumen
muy pequeno”, entre muchos otros usos.

Pero entonces, si el valor intuitivo de los infinitesimales es tan apreciado, ;existe una
forma de describir matematicamente cantidades infinitesimales? La respuesta a esta pre-
gunta es si, si existe. A mediados del siglo XX el matematico Abraham Robinson publico
un libro titulado “Non-standard Analysis”[8]. En este demostré la existencia de objetos
matematicos que representen cantidades infinitesimales, y como obtener muchos de los
resultados modernos de analisis en términos de infinitesimales.

El anélisis no estandar, NSA (por sus siglas en inglés), brind6 una nueva forma de ver el
analisis, y por consecuencia el calculo. Una forma que intenta contemplar las intuiciones de
los infinitesimales, sin perder el formalismo légico que caracteriza a la matemética. Hasta
el dia de la fecha se han publicado varios libros y trabajos sobre este tema. En 1976 H. J.
Keisler public6 “Elementary Calculus: An Infinitesimal Approach”[6], un curso bésico de
calculo, pero fundado sobre el analisis no estandar.
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Aquel lector con un interés mas profundo en la historia del calculo puede consultar el
libro de Edwards [3].

1.2. Sobre la monografia

El objetivo de esta monografia es ofrecer una vision general del andlisis no estandar. No
se busca entrar en tanto detalle ni en el rigor de la construccién de los objetos, sino mas
bien generar la intuicién de por qué todas las deducciones, demostraciones y teoremas
funcionan y tienen sentido.

El Capitulo 2 aborda la construccién del conjunto de los niimeros hiperreales, siguiendo
de cerca el enfoque de Robert Goldblatt [4]. Alli se introducen los conceptos y definiciones
fundamentales que serviran como base para el resto de la monografia, poniendo énfasis en
la comprension de la estructura y las propiedades esenciales de los hiperreales. El objetivo
de este capitulo no es convencer al lector de que una forma es mas conveniente que la
otra, sino ofrecer una perspectiva distinta, mostrando cémo se pueden derivar teoremas
del analisis estandar usando el lenguaje y las herramientas del analisis no estandar

El Capitulo 3 desarrolla aspectos propios del andlisis no estandar. Se seguird utilizando
el libro de Goldblatt [4] en combinacién con el libro de Keisler [6] para brindar una
interpretacion mas intuitiva.

Finalmente, el Capitulo 4 se centra en mostrar aplicaciones de las ideas trabajadas
en capitulos anteriores, particularmente en el contexto de ecuaciones diferenciales y en
problemas de fisica, con el fin de ilustrar el alcance y la utilidad de esta teoria.
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2. Construccion

“Subiu a construcdao como se fosse mdquina.”

— Chico Buarque, construcdo

La contribucién de Abraham Robinson como el creador del andlisis no estandar se
bas6 en demostrar rigurosamente la existencia de una extension logica de los nimeros
reales que incluye cantidades infinitesimales (entre otras), y que ademds conserva todas
las propiedades logicas del andlisis “estandar”, por medio del principio de transferencia.
Si bien este resultado fue muy importante, Robinson no ofrecié una construccion explicita
de este nuevo conjunto. Fueron W.A.J. Luxemburg y H.J. Keisler quienes desarrollaron e
implementaron una construcciéon de este, al que denominaron el conjunto de los niimeros
hiperreales, por medio de un ultraproducto. En este capitulo adoptaremos precisamente
este enfoque para construir los ntimeros hiperreales.

2.1. Generando una intuicion

Comencemos pensando en cémo podriamos representar una cantidad infinitesimal. Cla-
ramente no nos basta con utilizar un nimero real, ya que partir de que existe un niimero
real mayor que cero y menor que cualquier nimero real positivo resulta en una contra-
diccién, por lo que tenemos que pensar por fuera de este conjunto.

Usemos ahora un enfoque més dinamico. Pensemos en una variable que puede tomar
distintos valores reales positivos. Llamemos a esta variable x y a su n-ésimo valor x,,. Si
se tiene que los valores x, decrecen indefinidamente de forma de ser mas pequeno que
cualquier otro nuimero real positivo dado, entonces podriamos interpretar esta cantidad
como una cantidad infinitesimal, pues nunca toma el valor cero y “eventualmente” se
hara tan pequena como se quiera. De hecho, esta fue la definicion que dio Cauchy en el
capitulo 2 de su Cours d’analyse [2]. El llamo a estas cantidades mfinitamente pequenas.
Un ejemplo de esto podria ser una variable que tome por valores 1, %, %, ... . Alaluz de
los conceptos actuales de andlisis podriamos afirmar que la variable z es infinitamente
pequena si la sucesion de valores que (xq, 9, 3, . ..) es decreciente y converge a 0.

Estas variables infinitamente pequenas son muy similares a las cantidades infinitesimales
que deseamos representar. Avancemos un poco mas con esta definicién.

Pensemos ahora en dos variables x e y que toman los valores

111 1111

7575717"' y 5717§71_67"'
respectivamente!. Ambas variables son infinitamente pequenas acorde a la definicién. Pero
analizandolas no seria descabellado pensar que la segunda variable “se hace pequena mas
rapido” que la primera variable. Una forma de justificar este razonamiento es ver que,
para cualquier indice que elijamos, el valor que toma la segunda variable es menor que el
valor que toma la primera. Simbdlicamente lo que estamos queriendo decir es que x,, > y,
para todo n € N. Esto nos abre la puerta para pensar en cantidades infinitesimales més
pequenas que otras.

1

Los términos de las sucesiones son z, = n~! y y, = 27" respectivamente.



2.1 Generando una intuicién 2 CONSTRUCCION

- & @&

Introducimos ahora una nueva variable z que toma valores
1

2 ==
16

Y

o |
00| =

Si bien es falsa la afirmacién que x,, > z, para todo n € N, pues x; < 2, seria muy
contraintuitivo pensar que z no es mas pequena que x, pero y si lo es. Todo esto se
justifica en que z e y solo difieren en un valor, y diferir un solo valor no es suficiente
comparado con coincidir en todos los niimeros naturales. Lo que nos lleva a pensar en
que, si bien z e y son variables diferentes, al coincidir en muchos de los valores que toman,
la cantidad infinitesimal que representan podria ser la misma.

Todas estas afirmaciones y deducciones intuitivas que estamos realizando en el aire nos
llevan a la conclusion de que debemos construir una forma de comparar sucesiones. De
esta manera podremos afirmar con certeza cudando dos variables representan a la misma
cantidad infinitesimal, o si una representa una cantidad infinitesimal més grande que la
otra. Ademas, como las variables vienen biunivocamente determinadas por la sucesion de
valores que toman, a partir de ahora trabajaremos inicamente con las sucesiones, dejando
a las variables de lado.

Para realizar esto introducimos una notacién que utilizaremos muy frecuentemente a
lo largo de esta primera parte de la monografia. Si tenemos las sucesiones

r=(ry,ry,...) y s=(s1,89,...),
entonces definimos el conjunto de coincidencias de r y s como
[r=s]={neN:r,=s,}.

Es decir, tal como indica su nombre, el conjunto de los indices en los cuales los términos
de las sucesiones coinciden. Por ejemplo, si tenemos

111 111 1 1
= 1a_a_7_7"' ) = 1a_7_7_7"' = Oa_a0>_7"' )
2°'3°4 2°4°8 2 4

[r=s] ={1,2}, [s =t] = {2}, [r=t] ={2,4,6,...}.

Es importante no confundir este conjunto con “los elementos que tienen en comun” las
sucesiones. Por ejemplo, las sucesiones z = (0,1,0,1...), y = (1,0,1,0,...) tienen los
mismos elementos como conjuntos, pero [z = y] = 0.

entonces

De manera andloga se puede definir el conjunto [r < s] :={n € N:r, < s,}. En
general, para cualquier proposicion P que tenga como variable dos nimeros reales, se
puede pensar en el conjunto [P(r,s)] := {n € N: P(r,,s,) es verdadero}. Por ejemplo
[r # s] o [r > s].

Volvamos a nuestro conjunto de coincidencias. Podemos interpretar a [r = s] como un
indicador o una medida de qué tan cierto es “r = s”. De forma que, si [r = s] = N se
tiene que las sucesiones coinciden en todos sus términos, y si [r = s]| = () no coinciden
en ninguno. En estos casos extremos es donde sabemos exactamente si las sucesiones
representan o no la misma cantidad infinitesimal (si en el primer caso, y no en el segundo).
El problema radica en como interpretamos otros valores del conjunto de coincidencias. Por

4
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ejemplo, qué pasa si el conjunto de coincidencias es finito, o si es de la forma {2,4,6,...}.
Si [r = s] = {2}, como en el ejemplo anterior, no tendria mucho sentido pensar en que r y
s representan lo mismo, ya que solo coinciden en un término. Lo mismo se podria pensar
de [r = s] = {1,2}. En general, si el conjunto de coincidencias es finito, no nos gustaria
afirmar que las sucesiones representan la misma cantidad, pues difieren en muchos mas
términos de los que coinciden. Por otro lado, si [r = s ={2,3,...} = N— {1}, siguiendo
la misma légica que antes, no seria de nuestro agrado afirmar que r y s no representan la
misma cantidad, pues coinciden en muchos mas términos de los que difieren. Los conjuntos
tales que su complemento respecto a N es finito, es decir conjuntos de la forma N — A
con A finito, se denominan cofinitos. Gracias a nuestro analisis previo podemos concluir
que, si nuestro conjunto de coincidencias es finito, entonces queremos que las sucesiones
no representen la misma cantidad. En cambio, si nuestro conjunto de coincidencias es
cofinito, las sucesiones representaran la misma cantidad.

Debajo de todo esto subyace la idea de que

“dos sucesiones representaran la misma cantidad
si coinciden en una cantidad grande de términos”,

lo que se traduce en decir que
“su conjunto de coincidencias es grande”.

Pero ;qué significa grande? Es dificil de poner en palabras, pero ya sabemos ejemplos de
conjuntos que no queremos que califiquen como grandes (el conjunto vacio y los conjuntos
finitos), y de conjuntos que si queremos (N y los conjuntos cofinitos). ;{Qué hay del resto
de posibles conjuntos de coincidencias? Ya que podrian ser cualquier subconjunto de N,
,como hacemos para filtrar los que son grandes de los que no?

2.2. Caracterizando la grandeza

“;sDe qué tamano es tu amor?
Que es muy grande para mi.
Me pregunto cada vez.”

— Héctor Lavoe,
sDe Qué Tamano Es Tu Amor?

Aqui es donde entra en juego uno de los conceptos mas importantes de la construccién
de los ntimeros hiperreales: el filtro.

Dado un conjunto I no vacio, definimos un filtro sobre I como una coleccién no vacia
F C P(I) que cumple con las siguientes propiedades:

(1) Si A,B € F, entonces AN B € F.
(2) SiAe Fy AC B C, entonces B € F.
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Un ejemplo de filtro sobre un conjunto finito {1, 2, 3,4} es
F={{3,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4} }.

Dado cualquier conjunto no vacio I una forma rapida de crearse un filtro sobre I es definir
para un subconjunto A C [ la coleccion {B C I : A C B}. Es sencillo probar que esta
coleccion resulta ser un filtro sobre I. De hecho, este filtro se denomina el filtro generado
por A. Ademas, decimos que un filtro es propio si no contiene al conjunto vacio, pues si
0 € F, entonces F = P(I).

Utilizaremos los filtros sobre N para caracterizar los conjuntos que consideraremos
“orandes”. Es decir, A € F si y solo si “A es grande”. Notemos que ambas propieda-
des de los filtros son deseables a la hora de representar conjuntos grandes. La primera
indica que si tenemos dos conjuntos grandes, entonces comparten una cantidad grande
de elementos. La segunda es todavia mas intuitiva, si un conjunto contiene a un conjunto
grande, entonces este debe ser grande también.

A simple vista parece que cualquier filtro nos basta, pero hay un problema. Si mira-
mos el ejemplo anterior del filtro F sobre el conjunto {1,2,3,4}, sucede que {4} ¢ F y
{1,2,3} ¢ F. Es decir, existe un subconjunto de {1,2, 3,4} tal que ni este ni su comple-
mente pertenecen al filtro. Si bien este es un ejemplo para un conjunto finito, esto puede
ocurrir para un filtro sobre N (considerar el filtro generado por {1,2} y el conjunto {1}).
Recordemos que bajo nuestra lectura del conjunto de coincidencias, si r y s representan
la misma cantidad, entonces [r = s] es grande, y si no representan la misma cantidad,
entonces difieren en una cantidad grande de términos, es decir, [r # s] = N — [r = s] es
grande.

Para solucionar esto debemos trabajar con un tipo particular de filtros, denominados
ultrafiltros. Decimos que U es un ultrafiltro sobre un conjunto no vacio I si U es un filtro
propio de I y ademas

(3) s ACI,obien AcU,obien I —A€cU.

Encontrar un ultrafiltro sobre un conjunto dado no es una tarea tan sencilla como
encontrar simplemente un filtro. Para probar la existencia de un ultrafiltro se requiere
utilizar el Lema de Zorn. En particular nos interesara poder encontrar un ultrafiltro no
principal® sobre N. La demostracién de que esto siempre es posible no entra en los objetivos
de la monografia, pero se puede encontrar en la Seccién 2.6 del libro de Robert Goldblatt
[4] para quien esté interesado (alli se demuestra algo més fuerte, que siempre existe un
ultrafiltro no principal sobre cualquier conjunto infinito).

Con nuestro ultrafiltro y nuestro concepto del conjunto de coincidencias ya estamos
preparados para construir el conjunto de los niimeros hiperreales.

2.3. Manos a la obra

Partimos del conjunto de las sucesiones de ntimeros reales, denotado por RY y con
elementos r = (ry,rg,...) = (r, : n € N), o simplemente r = (r,,), junto con la suma y el
producto usual punto a punto,

(rn) + (8n) = (T + Sn), () * (Sn) = (T Sn).

2Decimos que un ultrafiltro es principal si contiene un conjunto con un solo elemento.




2.3 Manos a la obra 2 CONSTRUCCION

- & @&

Tomaremos ahora un ultrafiltro no principal U sobre N y definiremos una relacion sobre
RN de la forma
r=s si y solo si [r=s]elU.

Es sencillo comprobar que esta relacién es reflexiva (r = r para toda sucesiéon r € RY) y
simétrica (si r = s entonces s = r para todo par de sucesiones r, s € RY). Adema4s, también
resulta ser transitiva® (si r = s y s = t entonces r = t para cualesquiera r,s,t € RY),
por lo cual se tiene que = es una relacion de equivalencia, y en virtud de esto podemos
agrupar a las sucesiones que estan relacionadas entre si en conjuntos denominados clases
de equivalencia. Denotamos a la clase de equivalencia de la sucesién r como el conjunto
[r] .= {s € RN : s = r} y al conjunto formado por las clases de equivalencias como
‘R := {[r] : » € RY}. De esta manera, las sucesiones que coincidan en una cantidad
grandes de términos estaran representadas por un mismo objeto matematico: su clase de
equivalencia.

Estas clases de equivalencias seran lo que llamaremos nimeros hiperreales, y el conjunto
*R sera el conjunto de los nimeros hiperreales. Pero no nos basta solo con esto, nos
gustaria poder realizar operaciones con estos nuevos nimeros, e incluso ordenarlos. Para
ello definimos la suma y el producto de las clases de equivalencia como

H4ll=lr+s vy =l

Un lector avispado se estara preguntado si estas operaciones resultan bien definidas, y la
respuesta es que si lo estdn. Para comprobarlo basta con ver que [r = | N[s = §'] C
[r +s =r"+4+ 5] y luego usar las propiedades del ultrafiltro (de manera andloga ocurre
con el producto). Respecto al orden, diremos que

[r] < [s] si y solo si [r<s]eu.

Con todo esto se puede demostrar que el conjunto *R junto con las operaciones y la rela-
cién de orden definidas previamente forma un cuerpo ordenado, con neutro aditivo la clase
de equivalencia de la sucesién constantemente cero [(0,0,...)], y neutro multiplicativo la
clase de equivalencia de la sucesién constantemente uno [(1,1,...)].

Cabe recalcar que el hecho de que este conjunto sea un cuerpo es muy importante.
Eventualmente, cuando utilicemos los ntimeros hiperreales para definir la diferenciacion,
necesitaremos poder dividir por niimeros que representen infinitesimales. Si este conjunto
no fuera un cuerpo no habria nada que nos asegurase que el inverso multiplicativo de un
infinitesimal exista.

Para aquellos interesados en el algebra detras de esta construccién vale la pena aclarar
que los ntmeros hiperreales no son mas que el cociente del anillo de las sucesiones de
nimeros reales por la clase de equivalencia =, construida en base a un ultrafiltro U.
En particular, esta forma de construir a *R puede encontrarse como “construccién por
ultrapotencia” (“ultrapower construction” en inglés). Esto se debe a que el cociente de un
producto directo de una estructura algebraica (en este caso, el anillo RY) mediante una
relacion de equivalencia generada por un ultrafiltro se denomina de esta manera.

3Basta con verificar que [r = s] N [s = t] C [r = t] y utilizar las propiedades (1) y (2) del filtro.

7
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2.4. ;Nuevos elementos?

Listo, ya construimos nuestro conjunto *R y lo dotamos de operaciones y un orden. Aho-
ra enfocaremos nuestros esfuerzos en intentar reconocer como se comportan los distintos
nimeros hiperreales.

Primeramente nos gustaria poder reconocer a los ntiimeros reales como un tipo parti-
cular de niimeros hiperreales. La solucion mas facil es pensar en una funcion que a cada
nimero real r € R lo envie a la clase de equivalencia formada por la sucesion constan-
temente r, que denotaremos por simplicidad como r := (r,r,...). Es decir, r — [r]. Por
conveniencia denotaremos este mapeo utilizando un asterisco como *r = [r] (esta notacién
seréd recurrente a lo largo del andlisis no estandar). Se puede probar que esto es, en efecto,
un morfismo inyectivo de R a *R que preserva el orden. De esta manera podemos pensar
en todos los hiperreales que son de la forma *r para algiin » € R como una copia de los
nimeros reales dentro de los hiperreales. Para simplificar la escritura, llamaremos reales
o estandar a los nimeros de la forma *r. Ademas, en el futuro se evitara frecuentemente
la notacion *r y simplemente se denotara como r al nimero, entendiéndose de qué se esta
hablando por el contexto.

Ahora bien, la pregunta que nos compete y por la cual realizamos toda esta construccién:
jexisten nimeros hiperreales que no sean reales?

La respuesta nuevamente es si. Veamos dos ejemplos.

Consideremos primero el nimero hiperreal € = [s], donde s es la sucesién

()=

Es claro que este nimero resulta positivo, *0 < ¢, ya que [0 < s] = N € Y. Tomemos
ahora un ndmero real positivo cualquiera *r. Por la propiedad arquimediana es facil ver
que el conjunto [s < r]| = {n eN: % < r} es cofinito. Aqui es donde entra en juego que
el ultrafiltro U que elegimos no es principal. Se puede demostrar que si U es no principal
entonces contiene a todos los conjuntos cofinitos. De esta manera [s < r] € U y se sigue
que € < *r para todo r € R. Por lo tanto, podemos concluir que € es un niimero hiperreal
que no es un numero real. Ademas, es notable ver como ¢ encaja con la descripcién de
numero infinitesimal que deseabamos, pues es positivo y menor que cualquier niimero real.

Wl

El otro ejemplo que consideraremos serd w = [t], con la sucesién
t=(1,2,3,...) = (n).

Usando la propiedad arquimediana se puede ver que [r < t] = {n € N: r < n} es cofinito
para todo r € R. De esta manera, se tiene que w es mayor que cualquier nimero real, y
en consecuencia no puede ser un numero real.

Es importante destacar que la no principalidad del ultrafiltro escogido es clave para que
existan nuevos elementos a la hora de construir los nimeros reales. Se puede probar que
si se escogiera un ultrafiltro principal entonces la ultrapotencia *R seria isomorfa a R, y
por lo tanto no tendriamos nuevos elementos como € o w.

Si bien la definicién de entidades matematicas que involucren niimeros hiperreales (como
conjuntos, funciones o sucesiones) no presenta ninguna dificultad, nos resultard més ttil
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estudiar un tipo particular de objetos, aquellos que se definan en base a niimeros reales y
puedan ser extendidos a nimeros hiperreales.

Pensemos en un conjunto de nimeros reales A C R. Visto que los niimeros reales se
consideran incluidos en los nimeros hiperreales, entonces también resulta que A C *R.
Pero iremos mas alld. Definiremos otro subconjunto *A de *R de la siguiente forma

[r] € A siy solo si [re Al ={neN:r,e A} clU.

Llamaremos al conjunto *A como el conjunto extendido o la extension de A.

Segun esta definicién es claro que A C *A. Los elementos de A (que resultan ser todos
nimeros reales) son los que llamaremos elementos estindar del conjunto *A, y de manera
similar llamaremos elementos no estindar a los que pertenecen a *A— A. Para ilustrar esto
tomemos como ejemplo el conjunto de los niimeros naturales N pensado como subconjunto
de R. Ya vimos que el nimero hiperreal w = [(1,2,...)] no es real, por lo cual w ¢ N,
pero en cambio w € *N ya que todos los elementos de la sucesién (1,2, ...) son naturales.
De esta forma, w es un elemento no estandar de *N.

No todos los conjuntos extendidos tienen elementos no estdandar. En ocasiones el con-
junto *A — A puede ser vacio. Esto ocurre cuando el conjunto A es finito. Mds aun, esta
es una caracterizaciéon, lo que significa *A tiene términos no estdndar si y solo si A es
infinito.

Pensemos ahora en una funcién f : R — R. La manera de extenderla a otra funcion
*f: "R — "R es definirla de la forma

F(lra)]) = [{f(ra))]-

A simple vista la notacién puede resultar enrevesada, pero es bastante sencillo de verlo
con un ejemplo. Tomemos la funcién f(z) = 2%, entonces

flw)="f([(1,2,3,..)]) = [(1,4,9,..)].

Si en lugar de tener una funciéon con dominio R tenemos f : A — R, con A C R.
Extenderemos la funcién a *f : *A — *R de la siguiente forma: Para [r] € *A definiremos

< _{f(Tn), sine[reA],
" 0, sin¢[reA].

Asi, la funcién extendida serd *f([r]) = [s], o bien *f ([(r,)]) = [(f(rn)xa(r))]*. Notemos
que la forma de definir la sucesién cuando n ¢ [r € A] (es decir cuando 7, ¢ A) es
totalmente arbitraria. Todas las posibles formas de definir la sucesiones diferiran entre si
en un conjunto que no pertenece al ultrafiltro, es decir un conjunto que no es grande, y en
consecuencia su clase de equivalencia sera la misma, representando asi al mismo nimero
hiperreal.

Tomemos como ejemplo la funcién f : (0,00) — R definida como f(x) = 7! Su
extensiéon *f estard definida sobre el conjunto “(0, 00). Si tomamos la sucesién

t=(-1,1,3,5,7,...) = (2n — 3),

4Aqui x4 es la funcién caracteristica del conjunto A. Es decir ya(z) = 1siz € Ay ya(x) = 0 si
x ¢ A.



2.5 Clasificacion y propiedades 2 CONSTRUCCION

- & @&

entonces el hiperreal [t] € *(0,00) tendrd por imagen

“f([t]) = [<o1%%;>} |

Por dltimo, si tenemos una funcion real de varias variables f : Ay x -+ x Ay — R con
A, ..., Ay € R, su extension serd “f : *A; X --- x "Ap — "R, y de la misma forma que
antes para [r(l)} €Ay, ..., [r(”)] € *A;, definiremos

6 — f(rr(zl),--.,rﬁk», sine [rOeA]n--n[r® e 4],
! 0, sing [rMed]n---n[r® e A].

Luego, definimos *f ([T(l)} e [r(k)]) = [s].

Si bien esta definicién puede resultar dificil de procesar a simple vista, es tan simple
como pensar en que las funciones al extenderse actiian punto a punto en los elementos de la
sucesion. Por ejemplo, ya hemos definido cémo sumar y como multiplicar dos hiperreales,
pero si ahora quisiéramos definir a® con a,b € *R y a > 0, bastarfa con interpretar
esto como una funcién de dos variables f : Rt x R — R definida como f(x,y) = z¥, y
extenderla como vimos previamente. Por ejemplo, si tomamos

w=1[(1,2,3,4,..), €=[1,-1,1,-1,...)],
se tiene que
1 1
C=[h 23t et ) = (1,5,3,5,. )]
w [< ? ) ) ) >] 727 74a
Ademds, podemos notar que £ = —(—1)%.

En lo que resta de la monografia omitiremos la notacién *f a la hora de hablar de la
extension de una funcién f. Se entendera por el contexto y por el conjunto al que pertenece
el nimero en que se evalta, si se trata de la funcion real o su extension hiperreal.

2.5. Clasificacion y propiedades

Introduciremos ahora un par de definiciones que nos permitiran clasificar a los niimeros
hiperreales.

Diremos que un nimero hiperreal x es:

limitado si existen dos nimeros reales r y s tales que r < z < s.
= glimitado positivo si x > r para todo real r.

= jlimitado negativo si x < r para todo real r.

= glimitado si es ilimitado positivo o ilimitado negativo.

= infinitesimal positivo si 0 < x < r para todo real positivo r.

= infinitesimal negativo si r < x < 0 para todo real negativo 7.

10
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= infinitesimal si es infinitesimal positivo, infinitesimal negativo o 0.

= apreciable si es limitado pero no infinitesimal.

Una observaciéon importante es que, a partir de ahora, el concepto de infinitesimal que
adoptaremos es mas amplio que el que utilizamos en el razonamiento intuitivo al inicio
de esta monografia. Aquella primera nocién se corresponde con lo que ahora llamamos
infinitesimal positivo. Podemos reformular la definicion inicial diciendo que “un infinite-
simal es una cantidad cuyo valor absoluto es menor que cualquier nimero real positivo”.
Con esta nueva perspectiva, el concepto abarca tanto al cero como a los infinitesimales
negativos.

Denotaremos al conjunto de los niimeros hiperreales limitados como L, y al conjunto
de los infinitesimales como I. Ademds, se denotard con A, al conjunto de los hiperreales
ilimitados de un conjunto dado A.

El dltimo concepto que introduciremos en este capitulo es uno extremadamente til. Se
trata de la sombra o la parte estindar. Pero antes de entrar en el tema veamos una forma
de relacionar los niimeros hiperreales que resulta bastante intuitiva.

Diremos que un numero hiperreal x se encuentra infinitesimalmente cerca de otro hi-
perreal y si x — y es infinitesimal. Lo denotamos por z ~ y. Resulta ser que ~ es una
relacién de equivalencia, y a las clases de equivalencia las denominamos halos, de manera
que el halo de un hiperreal x se define como hal(z) := {y € *R : 2 ~ y}. Es importante a
notar que si x e y son ambos reales, entonces no se encuentran infinitesimalmente cerca,
ya que su diferencia es real.

Existe un teorema fundamental en andlisis no estandar que afirma que todo numero
hiperreal limitado se encuentra en el halo de un niimero real. Mas ain, este niimero real
es unico para cada hiperreal, debido a que los halos de niimeros reales son disjuntos entre
si. De esta manera, dado un nimero hiperreal limitado z € L, llamaremos sombra de
x a este real infinitesimalmente cerca de z, y lo denotaremos por sh(x) (por shadow en
inglés). Es comun en varios textos de andlisis no estandar llamar a la sombra de = como
la parte estindar de z, denotandolo como st(z). A lo largo de la monografia utilizaremos
indistintamente ambas formas de nombrarlo, segiin se crea conveniente, pero para evitar
confusiones siempre la denotaremos por sh(-). La demostracién de este teorema no resulta
muy complicada. Se basa en definir el conjunto A = {r € R : r < x} para « € L, probar
que es no vacio y acotado superiormente, y utilizar la completitud de los ntimeros reales
para demostrar que la sombra de x resulta ser el supremo de A. De hecho, se puede probar
que la existencia de la sombra no solamente es consecuencia de la completitud de R, sino
que es equivalente a la misma.

El concepto de halo es muy curioso. Asi por como esta definido se ve bastante sencillo,
pero intente el lector imaginarse como luciria un halo en la recta numérica. Uno tiende
a imaginarselo como un intervalo abierto centrado en un numero, pero muy pequeno,
demasiado, tanto que no se puede ni siquiera dibujar ni representar graficamente. Ahora
intente imaginarse el hecho de que cada ntimero real tiene un halo centrado en este, en
el cual hay una cantidad enorme, infinita, de niimeros hiperreales, y que todos esos halos
son disjuntos entre si. Casi pareceria como que los niimeros reales fueran un conjunto
discreto, en el que podriamos separar todos sus elementos entre si. Nada més alejado de
la realidad.
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Para concluir esta seccion, presentaremos algunas propiedades aritméticas de los niime-
ros hiperreales que seran de uso frecuente a lo largo de la monografia. Sean ¢, u infinite-
simales; a, b apreciables; x, y, z limitados y H, K ilimitados. Entonces:

1) x +yy x -y son limitados.”
2) 0+ py 6 -z son infinitesimales.®

3) H + z son ilimitados.

T

5) % es limitado, y en particular g es apreciable.

6 4y & son ilimitados (siempre que § # 0).

)

>l

(1)
(2)
(3)
(4) 2, & y £ son infinitesimales.
(5)
(6)
(7)

7

Como 1 es apreciable, se tiene que H ! es infinitesimal, a=! es apreciable y 67! es

ilimitado (si § # 0).
(8) Siz <y, entonces sh(x) < sh(y).

(9) Siz ~y, entonces rz ~ yz.

Si bien no demostraremos estas propiedades, resulta una tarea recomendable para el
lector detenerse en ellas y reflexionar sobre lo que significan. Algunas quizas luzcan dificiles
de comprender a simple vista, y otras, muy probablemente, rememoren distintas “reglas”
tipicas del calculo estandar. Por ejemplo, decir que “é = (7, se puede relacionar con la
propiedad (7), interpretando como “co” a un nimero ilimitado positivo y como “0” un
numero infinitesimal. De manera similar, la propiedad (3) tiene su analogo estandar como
“o0o + x = o0” para cualquier x real.

Por 1ltimo, presentaremos algunas formas indeterminadas que pueden surgir al operar
con numeros hiperreales:

== §-H, H-K.

Siguiendo la analogia con las “reglas” del calculo estandar, resulta evidente la relacion
con las formas indeterminadas ya conocidas:

0 00

0 =’ 0- oo, 00 — 00.
Analicemos, por ejemplo, la tltima operacién. Si tomamos M hiperreal ilimitado, entonces
se tiene que M — M = 0, que es infinitesimal. Sin embargo, como 2M también es ilimitado,
ocurre que 2M — M = M, que sigue siendo ilimitado. Esto muestra que la resta de dos
hiperreales ilimitados puede dar como resultado tanto un ntimero infinitesimal como uno
también ilimitado. Encontrar ejemplos similares para las demés formas indeterminadas
no es una tarea dificil, y se invita al lector a intentarlo si asi lo desea.

Es de destacar que, en el marco del andlisis no estandar, este tipo de ambigiiedad se
hace especialmente evidente: las indeterminaciones no requieren desarrollos limite para
ser comprendidas, sino que surgen de manera directa al operar con los objetos mismos.

Por lo que (L, +, -) es un anillo.
5De esta manera, I resulta ser un ideal de L.
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2.6. El principio de transferencia

En lo que sigue de esta monografia vamos a utilizar fuertemente un resultado de légica
que nos facilitara muchas pruebas y deducciones. Se trata del principio de transferencia.

Coloquialmente, el principio de transferencia establece que todas las afirmaciones ma-
tematicas verdaderas sobre los niimeros reales que estén formuladas en lenguaje de primer
orden son también validas para los nimeros hiperreales, y viceversa.

Desde un punto de vista un poco mas formal, lo que nos va a permitir el principio de
transferencia es decir que una féormula bien formada de primer orden ¢ sobre los niimeros
*

reales tiene el mismo valor de verdad que la férmula bien formada de primer orden *¢
sobre los numeros hiperreales. Esta tltima resulta ser la extension de .

La extensién *¢p de la féormula ¢ es simplemente extender (valga la redundancia) to-
dos los objetos matematicos que se involucren (como pueden ser conjuntos, funciones,
relaciones, proposiciones, etc). Por ejemplo, si

p=(VoeR")(Vy e RY)(log(zy) = log(x) + log(y)),
entonces su extension sera
"o = (Vo e R)(Vy e "R")("log(zy) = "log(x) + "log(y)).

Usualmente se suele omitir el simbolo * en la extension del log, pero aqui se incluyé con
fines demostrativos.

Vale la pena destacar que el principio de transferencia también nos permite establecer
equivalencias entre férmulas del tipo

(Vz e A)(x) — (Vz e A)"(x)

(Fz e A)Y(x) — (Fx e A)"Y(x).

Es muy importante tener en cuenta que “la parte que se transforma” de estandar a no
estandar debe ser la de la derecha, pues serfa incorrecto transformar el conjunto en que
se aplican los cuantificadores sin transformar la férmula en la que se encuentra la variable
sobre la que actian los mismos. A continuacién veremos dos ejemplos de por qué esto no
se cumple.

» Es cierto que (Vr € R)(3N € N)(r < N), ya que es la propiedad arquimediana,
pero es falso que (Vr € *R)(3 N € N)(e < N) (basta con elegir un hiperreal r
ilimitado positivo). Lo correcto seria afirmar que (Vr € *R)(I N € *N)(r < N).

» Es falso que (3b € R)(Va € R)(x < b), pero es cierto que (b € *R)(Vz € R)(z < b)

(basta con elegir un hiperreal b ilimitado positivo).

La demostracién de por qué se cumple el principio de transferencia involucra conceptos
de légica de primer orden en los cuales no entraremos en detalle. El lector interesado
puede recurrir al capitulo 4 de [4] para encontrar un desarrollo con mayor profundidad.
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3. Analisis no estandar

“Make-believe it’s hyper real.”

— Lorde, Buzzcut Season

Ahora que ya definimos los niimeros hiperreales y sabemos cémo operar con ellos, los
emplearemos para reproducir algunos resultados clasicos del analisis. Nuestro método
de trabajo serd el siguiente: primero encontraremos equivalencias entre definiciones del
analisis estdndar y ciertas propiedades de nuestros objetos no estdndar en base al principio
de transferencia. Luego, demostraremos los teoremas habituales empleando las entidades
no estandar que hemos construido. Por ejemplo, si demostramos que la continuidad de
una funcién real equivale a que su extension no estandar cumpla una propiedad P, y que
su diferenciabilidad equivale a otra propiedad @), entonces bastard probar (en un contexto
no estdndar) que ) implica P. De este modo obtendremos el teorema clésico: toda funcién
diferenciable es continua. En algunos casos la demostracién no estandar puede resultar
mas sencilla que la estandar.

3.1. Sucesiones

Comenzaremos con uno de los objetos matematicos con los que primero se trabaja en
un curso de Analisis: las sucesiones.

Podemos representar a las sucesiones de nimeros reales (s,) simplemente como una
funcion s : N — R, de forma que s(n) = s,. Asi, es facil pensar en su extensién a una
hipersucesion como la extension de la funcién s : *N — *R. De esta manera, tendra
sentido pensar en s,, aun cuando n no sea natural.

Los nuimeros pertenecientes al conjunto *N se denominan hipernaturales. Se puede pro-
bar que los tinicos elementos no estandar de *N son ilimitados (y en particular ilimitados
positivos), es decir "N — N = *N,. Si n € "N, entonces el término de la hipersucesion s,
se llama término extendido, y el conjunto {s, : n € "Ny} se denomina cola extendida.

Veamos como lucen los términos extendidos de una sucesion. Para ello analicemos la

sucesion
_/q 111
s = ) 27 37 47 e )
y los niimeros hipernaturales
" P 1
w=1[(1,2,3,4,...)], P=2=1[(24,3816,...)], Q:Z: 571,2,4,... .

De esta manera, los términos extendidos de la sucesion correspondiente a los distintos
nuameros hipernaturales ilimitados son

/1 /1111 VSRR
Sw = 727374a"' 3 Sp = 274787167"' 9 SQ_ ) 72747"' .

Podemos notar que el término extendido de una hipersucesion es el hiperreal dado por
la clase de equivalencia de otra sucesién formada por un cantidad grande de los términos
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estandar de la sucesién original, pero reordenados’. En particular es curioso ver como
siempre s, resulta ser la clase de equivalencia de la misma sucesion s. A partir de ahora
nos reservaremos w para denotar siempre al hiperreal w = [(1,2,3,...)].

Ya estamos en condiciones de enunciar nuestro primer teorema importante.

Teorema 3.1. Una sucesion de numeros reales s = (s,) converge a L € R si y solo si
Sn ~ L para todo n € *Ng.

Bosquejo de la demostracion.
Si la sucesién s converge a L entonces para todo e € Rt existe N € N tal que para
todo n € N se tiene que si n > N entonces |s, — L| < €. Escrito simbélicamente:

VeeRYEANeN)(VneN)(n>N = |s, — L| <e¢).

Luego, por el principio de transferencia podemos afirmar que esto mismo sucede para todo
n € *N, es decir

VeeRHEANeN)(Vne " N)(n>N = |s,—L| <¢)®
En particular, si n € *Ng, implica que n > N para cualquier N € N. De esta manera se

tiene que para cualquier ¢ € R* resulta que |s, — L| < ¢, y por lo tanto s, ~ L.

Supongamos ahora que s, ~ L para todo n € *N. Tomemos ¢ € R arbitrario y
fijemos un hipernatural ilimitado N € *N,. Estd claro que para cualquier n € *N sucede
que si n > N entonces |s, — L| < g, y por lo tanto

(Ve eRH(EAN € *N)(Vn € "N)(n > N = |s, — L| < ¢).

Por el principio de transferencia se sigue que también existe N € N que cumple con lo
anterior. Asi, se obtiene

Ve eRNHANeN)(VneN)(n>N = |s, — L] <e),

que resulta en la definicion de que la sucesién s converja a L. [ |

Este resultado es muy importante, pues podremos probar que una sucesiéon es conver-
gente sin necesidad de hacer un argumento de limite, simplemente demostrando que todos
los términos extendidos tienen la misma parte estandar. Obviamente esto iltimo puede
resultar en ocasiones mucho mas dificil que hacer una simple demostracion estandar, pero
a veces es mas sencillo.

A continuacién veremos que si ¢ € (0,1), entonces la sucesién s = (¢") converge a
0. Para ello primero utilizaremos un resultado que afirma que, si tenemos una sucesion

7Si alguno de los términos de la sucesién que define al hipernatural resulta no ser natural, la sucesiéon
que define al término extendido asociado a este hipernatural tendrd un 0 en esa misma posicién. Esto
se puede apreciar en el caso de sg, debido a que el primer término de la sucesién que define a Q) es
%. Notemos que este hecho no resulta ningtiin inconveniente, pues un hipernatural tiene, a lo sumo, una
cantidad no grande de términos no naturales.

8La proposicién (n > N == s, — L| < ¢) en esta expresién debe interpretarse como la versién
extendida de la misma. A pesar de que no haya ningin simbolo * que lo denote explicitamente, se
sobreentiende debido a que n € *N.
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mondtona decreciente acotada inferiormente, entonces esta sucesion converge. En particu-
lar, se tiene que converge al infimo del conjunto formado por los términos de la sucesion.
Esta afirmacion puede ser probada utilizando argumentos no estandar, pero para no ex-
tender la monografia se decidié no entrar en detalle’. Como s es mondtona decreciente y
estd acotada inferiormente por 0, entonces podemos afirmar que convergera a un nime-
ro real L = inf{c" : n € N}. Lo que demostraremos serda que este infimo resulta ser 0.
Para ello notemos que, si N € *N,, sucede que ¢¥ ~ L, y asi ¢"e¢ ~ Le. Luego, como
Nt = Nel al ser N+ 1 también un hipernatural ilimitado se sigue que ¢¥¢ ~ L. De
esta manera, Lc ~ L, y como tanto L como Lc son reales, se tiene la igualdad Lc = L.

Finalmente, como ¢ # 1 solo resta que L = 0.

Otro uso notable del teorema anterior es obtener el resultado de ciertas operaciones con
numeros hiperreales. Por ejemplo, es bien sabido que la sucesion

()

converge al numero e (el numero de Euler). Por lo cual sy ~ e para todo N € "N,
en particular sh(s,) = e. Por como definimos las operaciones entre ntimeros hiperreales

B UL T

Asi, podemos afirmar (1 + 1/w)* ~ e, 0 equivalentemente sh((1 4 1/w)*) = e. Si ahora
definimos € = w™!, una manera analoga de escribir este resultado es

1
€

(14¢e): ~e.

Resulta oportuno también mencionar otros dos teoremas importantes, el primero sobre
puntos de acumulacién y el segundo sobre sucesiones acotadas.

Teorema 3.2. L € R es un punto de acumulacion de la sucesion s = (s,) si y solo si
existe algun N € "Ny, tal que sy ~ L.

La demostracién de este teorema es bastante similar a la del Teorema 3.1, utilizando
la definicién de punto de acumulacién en lugar de convergencia. Este teorema también
saca a la luz una comparacion muy curiosa: decir que L es un punto de acumulacion
de s es mucho mas débil que decir que s converge a L, pero equivale a decir que existe
una subsucesion de s que converge a L. De la misma forma, pedir que exista al menos
un término extendido que esté infinitesimalmente cerca de L es mucho mas débil que
pedir que todos los términos extendidos lo estén. Si (s, )ken €s una subsucesion de s que
converge a L, entonces si pensamos en el nimero hipernatural que resulta de la clase de
equivalencia del subconjunto de indices de esta subsucesion N = [(nk> keN] se tiene que
Sy = [(snk> kzeN} ~ L. De esta forma podemos completar la intuicién que generamos al
principio de esta seccién y concluir que cada término extendido de nuestra hipersucesion

9Fl decrecimiento monétono de la sucesién equivale a que los términos extendidos no sean ilimitados
positivos, y el hecho de que la sucesién esté acotada inferiormente se traduce en que los mismo tampoco
sean ilimitados negativos. Ambas propiedades combinadas permiten probar que la cola extendida se
encuentra infinitesimalmente cerca de la maxima cota inferior de la sucesién, es decir el infimo.

10Esta propiedad resulta ser la extensién por principio de transferencia de que para todo n € N se
tiene que ¢**! = ¢
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estd asociado al comportamiento de una subsucesion correspondiente, de manera que la
convergencia de la subsucesion se traduce en que el término extendido sea limitado.

Veamos un ultimo teorema sobre sucesiones:

Teorema 3.3. Una sucesion de nimeros reales s = (s,) estd acotada si y solo si todos
sus términos extendidos son limitados.

La idea detras de la demostracion del Teorema 3.3 es ver que la acotacion de todos los
términos de la sucesion por un numero real es equivalente a que todos los términos de la
hipersucesién (entre ellos los extendidos) estén acotados por el mismo niimero real.

Ya hemos visto que todo ntimero limitado estd infinitesimalmente cerca de un ntmero
real, su sombra. Por lo tanto, es inmediato ver que, si todos los términos extendidos de
una hipersucesién son limitados, entonces la sombra de cada uno de ellos es un punto
de acumulacién, por el Teorema 3.2. De esta manera, casi sin darnos cuenta, hemos
demostrado el teorema de Bolzano-Weierstrass, que afirma que toda sucesién de niimeros
reales acotada tiene al menos un punto de acumulacién, pues al tener una sucesién acotada,
por el Teorema 3.3 sus términos extendidos son limitados, y por la deduccién hecha
previamente existe al menos un punto de acumulacion.

3.2. Continuidad

Asi como hicimos con las sucesiones, mencionaremos un teorema que nos permitira
caracterizar las funciones reales continuas a través de una propiedad de su extension.

Teorema 3.4. Una funcion f: A — R con A CR es continua en ¢ € A si y solo si para
todo = € *A tal que x ~ ¢ sucede que f(x) ~ f(c).

Bosquejo de la demostracion.

Si f es continua en ¢ entonces, por la definicién estdndar, para todo ¢ € R" existe
5 € RT tal que para todo x € A sucede que si |z — ¢| < 0 entonces |f(x) — f(c)] < e.
Luego, por transferencia, esto ocurre para todo x € *A, es decir,

(Ve e RM)(35 e RN (Va € *A)(|z — | < § = |f(z) — f(c)] < &).

Tomando un valor x € *A y para ¢ dado, si sucede que = ~ ¢, entonces |z — ¢| < §
cualquiera sea el valor de §, por lo cual |f(z)— f(c)| < e. Como esto ocurre para cualquier
valor de e € RT arbitrario, concluimos que f(z) ~ f(c) siempre que x ~ c.

Supongamos ahora que para todo = € *A se tiene que x ~ ¢ implica f(z) ~ f(c). Si
tomamos € € R arbitrario, para cualquier § infinitesimal positivo que elijamos ocurre
que si | — ¢| < § entonces |f(x) — f(c)| < e. De esta manera se tiene que

(Ve e RT)35 € *RY) (V€ *A)|z — | <§ = |f(z) — f(e)] < &)

Finalmente, aplicando equivalencia se obtiene una féormula que resulta ser la definicion
estandar de continuidad. |

A la hora de demostrar que una funciéon f : A — R es continua en ¢ € A usando esta
caracterizacién no estandar suele ser conveniente escribir a x € *A tal que x ~ ¢ como
r =c+¢e cone~0 (es decir, ¢ infinitesimal). Veamos algunos ejemplos.
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» Pensemos en la funcién f : R — R definida por f(z) = 2% Sean c € Ry z € *R de
la forma z = c+¢ con € ~ 0. Asi, f(z) = (c+¢)* = >+ 2ce + 2 ~ * = f(c), pues
2ce y €2 son infinitesimales. De esta manera concluimos que f es continua en todo

ceR.

» Sea a € R, veamos que la funcién f: R — R definida como f(z) = a* es continua
en todo R. Para ello veamos primero que, para todo € ~ 0 resulta que a® ~ 1'%
Tomemos r € R*, sin pérdida de generalidad 0 < r < 1. Luego 0 < 1—r <1 < 1+7r
y en consecuencia log,(1—r) < 0 < log,(1+r). Como ¢ es infinitesimal log,(1—7) <
e < log,(1+r). Finalmente, 1 —r < a® <1+ 7,y asi |a® — 1| < r. De esta manera
concluimos que a® ~ 1.

Ahora si, volvamos a nuestra funcién f(z) = a*. Sean c € Ry z = ¢+ ¢ con € ~ 0.
Luego,
f(x)=a"=a"" =a‘a" ~a°-1=0a= f(c).

De esta forma f(z) ~ f(c) y f es continua en todo ¢ € R.

» Probaremos ahora que la funcién f(x) = sen(x) es continua en todo R. Sea c € Ry
x = c+ ¢ con € ~ 0. Por propiedad del seno de la suma'? se tiene que

sen(z) = sen(c + €) = sen(c) cos(e) + cos(c) sen(e).

Es posible probar con argumentos no estandar que cos(e) ~ 1 y sen(e) ~ 0 para
€ ~ (. De esta manera

sen(c) cos(g) 4 cos(c) sen(g) =~ sen(c) - 1 4 cos(c) - 0 = sen(c).

Asi, f(z) =sen(c+¢) ~sen(c) = f(c) y f es continua en todo ¢ € R.

Meditemos un poco sobre qué nos quiere decir esta caracterizacién de las funciones
continuas. Esta claro que una interpretacién bastante directa es que las funciones reales
continuas son aquellas cuya extension cumple con la propiedad de que todos los nimeros
hiperreales “cercanos” a ntimeros reales se mantienen “cerca” luego de aplicar la funcion.
Dicho simbdlicamente, si nuestra funcién tiene por dominio A, entonces f es continua si
y solo si f(hal(c)) C hal(f(c)) para todo ¢ € A. Es decir, nuestra funcién no “separa”
elementos dentro del halo de un real.

Una pregunta que surge naturalmente es jse sigue cumpliendo esta propiedad en las
funciones continuas para halos de niimeros no reales? La respuesta en general es no, esta
es una propiedad mas fuerte que la caracterizacion de la continuidad. Consideremos la
funcién

1, siz >0,
f(z) =sgn(z) = 0, siz=0,
—1, six <O.

Esta claro que f es continua en Rt por lo que se tiene que para todo ¢ € R*, f(hal(c)) C
hal(f(c)). Tomamos ahora el hiperreal ¢ = [(1,1/2,1/3,...)]. Se puede ver que £ € "R,
y ademas € ~ 0. Luego, f(0) =0y f(e) = 1, no estando infinitesimalmente cerca, por lo

cual f(hal(e)) € hal(f(e)) = hal(1). Esto ocurre ya que ¢ ¢ R™.

"'Notemos que esto es equivalente a probar que la funcién es continua en 0.
1213 validez de esta propiedad para ntmeros hiperreales se justifica por medio del principio de trans-
ferencia.
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Para que ocurra esta propiedad para todo ¢ € *A debe suceder que f : A — R sea
uniformemente continua en A. El siguiente teorema exhibe esta caracterizacion.

Teorema 3.5. Una funcion f: A — R es uniformemente continua en A si y solo si para
todo par x,y € *A sucede que x >~y implica f(x) ~ f(y).

Notemos que, a diferencia del Teorema 3.4, aqui pedimos que la implicacién z ~ y —>
f(x) ~ f(y) valga para todo y € *A, no solo para y € A.

La demostracion del Teorema 3.5 es muy similar a la del Teorema 3.4, con la salvedad
de que debemos usar la definicién de continuidad uniforme a la hora de trabajar con el
principio de transferencia.

Una de las consecuencias mas bonitas del Teorema 3.5 es la posibilidad de probar el
teorema de Heine-Cantor de una manera muy sencilla.

Teorema 3.6 (Teorema de Heine-Cantor). Si f es una funcion real continua en [a,b] C R,
entonces f es uniformemente continua en [a,b).

Demostracién. Comenzaremos tomando x,y € *[a, b] tales que x ~ y. Como a < x < b, el
hiperreal z es limitado. Sea ¢ := sh(x), como x ~ cy a < x < b, entonces a < ¢ < b. Asi f
es continua en ¢y por lo tanto f(x) ~ f(c). Como y ~ x entonces y ~ cy f(y) ~ f(c). De
esta manera f(z) ~ f(y). Luego, por teorema 3.5 queda probada la continuidad uniforme
de f en [a,b]. |

Observemos que esta demostracion es equivalente para cualquier conjunto B C R que
tenga la propiedad de que “para todo x € *B existe ¢ € B tal que = ~ ¢”, o dicho de otra
forma “todo punto de *B se encuentra infinitesimalmente cerca de algin punto de B”.
Esto significa que los términos no estandar de *B “no se encuentran muy alejados” de los
estandar. De forma que podriamos utilizar solo puntos de B para aproximar, o cubrir, el
conjunto *B, es decir

B C | hal(r).
reB
En este momento es recomendable que el lector se tome unos minutos para interpretar esta
definicion y percatarse de la gran y bella coincidencia que existe entre la propiedad que
estamos pidiendo que tenga el conjunto B y un tipo particular de conjuntos muy utilizados
en andlisis. En efecto, esta propiedad resulta ser una caracterizacién de los conjuntos
compactos de R. La demostracion nuevamente excede los alcances de esta monografia.
Pero consideré incluir esta reflexion para que no se desperdicie la oportunidad de hablar
sobre esta bonita equivalencia.

3.3. Diferenciacién

Antes de presentar el teorema que nos brinda la equivalencia entre la definicion estdandar
de diferenciabilidad y su formulacién no estandar, resulta conveniente detenernos en una
propiedad que pasamos por alto en la seccién anterior.

Teorema 3.7. Si f : A — R es una funcion real, entonces lim,_,. f(x) = L si y solo si
f(z) ~ L para todo x € *A tal que x ~c y x # c.
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Notemos que la equivalencia es muy similar a la del Teorema 3.4, asi como su demos-
tracion. Esto no es de sorprender pues los conceptos de limite y continuidad de funciones
se relacionan fuertemente.

Ahora si, veamos la equivalencia para la diferenciabilidad:

Teorema 3.8. Si f es una funcion real definida en v € R, entonces L € R es la derivada
de f en x siy solo si para todo infinitesimal € # 0, se tiene que f(x+¢) estd bien definido

Y
flz+¢e) = f(2)

3

~ L.

Demostracion. Sidefinimos g(h) := w, del Teorema 3.7 se tiene que limy, o g(h) =

L si y solo si para todo h ~ 0y h # 0 sucede que g(h) ~ L. Como lim;_,o g(h) es igual a
la derivada de f en z, ya hemos demostrado la equivalencia que deseamos probar. [ |

De esta manera, si f es diferenciable en z, entonces

ﬂ$+@—f@w

3

) =

para todo ¢ ~ 0y € # 0 (es decir, € infinitesimal y distinto de 0).

Veamos ahora algunos ejemplos de cédlculo de derivadas para ciertas funciones.

» Sea f:R — R definida como f(z) = x2. Luego, parac ~ 0y ¢ # 0
flx+e)—flz) (z4¢e)?—2® a*42ex+e*—2?

9 9 9

=2r + ¢ ~ 2x.

De esta manera, f'(x) = 2z para todo = € R.

= Consideremos ahora la funcién f : R — {0} — R dada por f(z) = 1. Luego, sie ~ 0
y € # 0 se tiene que

1um+@—f@»:1(

£ 9

rT+e x

1 1\ lex—(zx+e) 1 —  —1
e z(xrte) ex?+xe 22+ aE
Como z es limitado, ze ~ 0, y asi 2% + xe ~ x?. Ademds, como x # 0 ocurre que
-1 -1
2 +xe 2%

De esta forma, f'(z) = —% para todo z € R — {0}.

Introduciremos una nueva notacién sugestiva. Denotaremos por Az a una variacion o
incremento de la variable x, y por Af al incremento correspondiente a la funcién f que
toma por argumento la variable z. De forma que Af'® := f(z + Ax) — f(x). Con esta
notacién podemos reescribir el Teorema 3.8 de la siguiente manera:

A
L es la derivada de f en x si y solo si A_f ~ [ para todo Ax ~ 0y Az # 0.
x

13Como el valor del incremento de f depende tanto del valor de x como del valor del incremento
Az la manera correcta de denotarlo serfa Af(z, Az). Pero para no sobrecargar la notacién escribiremos
simplemente A f, entendiendo que su valor puede depender de estos parametros previamente mencionados.
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Por ultimo, definiremos el diferencial de f en x asociado a un incremento Az como
df'* := f'(z)Ax. Dado que f'(x) es limitado (en particular es real) se sigue que df es
infinitesimal siempre que Ax lo sea. De esta forma, si en lugar de denotar al incremento
infinitesimal de x como Ax lo denotaramos por dx, podemos describir la derivada de f
en r como

_df

/
fl(x)=—.
(2) = —
Tomemos un tiempo para observar como esta expresion no es meramente una “notacion”,

sino que corresponde al cociente de dos niimeros, ambos infinitesimales. Por comodidad,
continuaremos utilizando Ax para referirnos al incremento de z.

Sabemos que si f es diferenciable en x, entonces % ~ f'(z), y como f’(x) es un nimero
.. , Af . .
real se deduce que ﬁ—i es limitado. Asf, Af = Z-Ax, y, si Az =~ 0, se sigue que Af ~ 0.
Reescribiendo este tltimo resultado, si Az ~ 0 entonces f(x + Az) ~ f(z). De esta
manera, acabamos de probar que toda funcién diferenciable en x es continua ese punto.

A simple vista se podria pensar que, para un Az fijo, Af y df son lo mismo, pero no
es asi. Para empezar, df solo esta definido cuando f es diferenciable en x. En este caso,
Af ~ f'(x)Az, y ast Af ~ df. De esta forma, se tiene que Af — df es una cantidad
infinitesimal, pero podemos probar algo todavia mas fuerte. Como

Af—df _Af df _Af

Y =Y Y = _ - _ / ~
Ax Axr Ax Az () ~0,

podemos afirmar que Af — df es infinitesimal comparado con Azx.

Si bien no hemos definido previamente el concepto de wnfinitesimal comparado, este
resulta bastante intuitivo. Diremos que un nimero hiperreal a es infinitesimal comparado
con otro numero hiperreal b si ¢ ~ 0. Una manera intuitiva de pensar esto es interpretar
que a es de un “orden” o “magnitud” menor que b. Por ejemplo, todo niimero limitado
es infinitesimal comparado con un nimero ilimitado, y todo infinitesimal es infinitesimal
comparado con cualquier nimero no infinitesimal (valga la redundancia). Ademés, se tiene
que si € ~ 0 entonces " es infinitesimal comparado con €™ siempre que n > m.

Todos los resultados mencionados en los parrafos anteriores se pueden resumir en el
siguiente teorema:

Teorema 3.9. Si f es diferenciable en x y Ax ~ 0, x # 0, entonces Af ~0, df ~0 y
existe un infinitesimal 6 ~ 0 (que puede depender de x y Ax) tal que Af = f'(z)Ax+dAz.

Notemos que el hecho de poder escribir escribir a A f — df como el producto de un infi-
nitesimal ¢ multiplicado por Az es equivalente a decir que esta diferencia es infinitesimal
comparado con Ax.

Es importante el hecho de que el infinitesimal § puede depender de Ax. Para que esto
no suceda se necesita que f’ sea continua en x. No demostraremos este hecho aqui, ya que
requeriria un analisis mas detallado, pero lo asumiremos como verdadero a partir de este
punto.

Otro resultado que sale a la luz de simplemente reordenar los términos es que, si f es
diferenciable en x y Az =~ 0, entonces

flx+ Ax) = f(x) + f(z)Ax + §Az.

De igual manera que ocurre con Af, la forma més acorde para denotar df es df(x, Az), pues su
valor depende tanto de x como de Azx.

21



3.3 Diferenciacién 3 ANALISIS NO ESTANDAR

- & @&

Esta resulta ser la expansion en serie de Taylor de primer orden de la funcion f centrada
en z. Notemos que aqui el infinitesimal Az actiia como el resto. De forma que, en lugar
de tener una funcién que al dividirla por Az tienda a 0, se tiene un infinitesimal que
al dividirlo por Az sigue siendo infinitesimal. Esto es todavia méas fuerte cuando f’ es
continua en x, ya que de esta manera, como se menciond anteriormente, el infinitesimal
0 solo depende de =z y no de Az. Por lo que el resto serd linealmente proporcional al
incremento Az elegido. Si denotamos por ¢(Az) = f(x)+ f'(x)Ax, entonces f(z+ Ax) ~
((Ax), y se tiene la aproximacioén lineal de f alrededor de z.

Veamos ahora como obtener las reglas basicas de derivacion a partir de argumentos no
estandar.

Proposicién 3.10. Si f y g son diferenciables en x, entonces (f +g)'(x) = f'(x) +¢'(z).

Demostracion. Sea Az ~ 0y Ax # 0. Como f y g son diferenciables en x, entonces
f(z+ Azx) y g(x + Az) se encuentran definidos. Luego

A(f+9)=(F+9)@+Ar) = (f+9)(x) = f(z + Az) + g(z + Ax) — f(z) — g(x).
Dividiendo por Ax obtenemos que

Alf+9) _ flat+Az) = flz) gt Az)—g(z) Af Ag

Az Az Az T Az Ax f'(@) +g().
Finalmente, por Teorema 3.8 se tiene que (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(2). [

Proposicién 3.11. Si f y g son diferenciables en x, entonces (fg)' (z) = f'(x)g(x) +
f(x)g'(z).

Demostracion. Sea Ax ~ 0y Ax # 0. Luego,

Afg) = (f9)(x + Ax) = (fg)(x) = fz + Ax)g(z + Az) — f(x)g(2).

Como f(x + Azx) = f(x) + Af y g(z + Azx) = g(z) + Ag se sigue que

A(fg) = (f(x) + Af)(9(x) + Ag) = f(z)g(x) = Af - g(x) + f(x) - Ag+ Af - Ag.
Dividiendo por Az obtenemos

A A A A
BUSL_ 2 gy s R2+ 2oy

Como f es diferenciable en x, % es limitado, y como g es diferenciable en x, Ag ~ 0. De

esta manera se tiene que %Ag ~ (. Asi
x

A(fg)

g = f(@)g(@) + f(z)g ().

Finalmente, por el Teorema 3.8 concluimos que (fg)'(z) = f'(z)g(x) + f(z)g (). |

Proposicién 3.12. Si f es diferenciable en x y g es diferenciable en f(x), entonces go f
es diferenciable en x. Mas ain, (go f) (x) = ¢ (f(z))f(x).
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Demostracion. Sea Az ~ 0y Az # 0. Como f es diferenciable en x, entonces f(x + Azx)
estd bien definido y f(x + Az) ~ f(z). De la misma manera, como ¢ es diferenciable en
f(z) y Af ~0, entonces g(f(z) + Af) esta bien definido y

(go f)(x+ Azx) = g(f(x + Ax)) = g(f(x) + Af) (1)

existe. Ahora, notemos que

Algo )z, Ar) = (go f)(z + Ax) — (g0 f)(z) = g(f(x + Ax)) — g(f(x)).

Pero por (1) se sigue

Algo f)(x, Ax) = g(f(x) + Af) = g(f(x)) = Ag(f(x), Af).

Recordemos que por el Teorema 3.9 existe d ~ 0 tal que

Ag(f(x), Af) =g (f(x)Af + A S.

Asi, si Af = 0 entonces A(g o f)(z,Az) = Ag(f(z),Af) = 0. Ademsds, f'(z) = 0
y en consecuencia (g o f)'(z) = ¢'(f(z))f'(z) = 0, valiendo el resultado del teorema.
Supongamos entonces que Af # 0. Dividiendo por Az en la ecuacién (1) se sigue que

Algo f)(e,Ar) _ Aglf(), AF) _ Aglf(@),Af) Af
Az Az Af Az

Luego, como

A A A
SUOAD ~ )y RS
se tiene que
A(go
BT yisns.
Finalmente, por el Teorema 3.8 concluimos que (g o f)'(z) = ¢'(f(x))f'(x). [

Antes de pasar a la siguiente seccién mencionaremos un resultado breve pero interesante,
que muestra cémo se pueden interpretar las derivadas como una suerte de “sombras” de
los operadores de diferencia finita.

Para una funcién f y h € R — {0} definimos el operador diferencia finita como

flz+h) = f(x)
- :

Llamaremos h al paso de la diferencia finita. Dado n € N, definimos el operador diferencia
finita de orden n para n =1 como D} = Dy, y para n > 1 de manera recursiva como

Dy[f)(z) = Dy[Dy~[f]](2).

Es posible obtener una férmula cerrada para este operador de orden n, pero no nos interesa
para lo que vamos a realizar. Otras observaciones pertinentes es que este operador es lineal

Dylf + Agl(z) = Dylfl(x) + ADylg)(x)

para todo A € R, n € N y cualesquiera funciones f y ¢g. Ademas, si evaluamos el operador
en una funcién constante p(z) = k se tiene que D} [p](x) = 0.

Dalf)(x) :=
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Si bien hemos definido este operador para h € R — {0} puede ser usado sin ningin
problema para h € "R—{0} (siempre que la funcién lo permita). Notemos que, si tomamos
e~0,e#0y f diferenciable en z entonces sh(D.[f](z)) = f'(x), es decir,

D:[f](x) = f'().
Esto mismo se puede extender a operadores de diferencia finita de orden n

Teorema 3.13. Si f es n veces diferenciable en x, entonces para todo € ~ 0 ye # 0
sucede que

DZ{f)(z) = f™) ().
Demostracion. Realizaremos la demostracion por induccion. El paso base n = 1 ya ha

sido probado en el parrafo previo al enunciado del teorema.

Supongamos ahora que para n € N vale D"[f](z) ~ f(™(x), veamos ahora que esto
ocurre también para n + 1.

Dado un ¢ fijo se tiene que, en virtud de la hipétesis inductiva, D*[f](z) — ™ (x) = § un
infinitesimal constante. De esta manera, por linealidad del operador de diferencia finita,

D [f)(w) = D[ f™)(x) = D[DZ[f] = f™](x) = D[o](x) = 0.
Asi, obtenemos que D"[f](z) = D.[f™](z). Luego, por el paso base se sigue que
D[] (@) = (f7) (),
y como (f™)'(z) = f**(x) por definicién, concluimos finalmente que
DI f)() = [0 (),
para todo e ~ 0 y & # 0. |

Este resultado establece que, al calcular la diferencia finita de orden n de una funcién f
en el punto z con un paso infinitesimal €, se obtiene un valor infinitesimalmente cercano a
la n-ésima derivada de f en z. En otras palabras, podemos aproximar el valor de f™(x)
mediante D”[f](z), siempre que el paso € sea suficientemente pequeno.

Vale la pena aclarar que el error £ = D?[f](x) — f™(z), si bien es infinitesimal, puede
depender del valor de z v ¢. Si ademds suponemos que f™ es continua en z, entonces el
valor de £ no dependera de . Este hecho esta estrechamente relacionado con que el error
de aproximacién, al estimar derivadas mediante operadores de diferencias finitas de este
tipo, sea de orden lineal.

3.4. Integracion
En esta seccién desarrollaremos los conceptos bésicos relacionados a integracién con la
mirada del andlisis no estandar.

Comenzaremos definiendo que entendemos por particion. Dado intervalo cerrado [a, b],
una particién de este intervalo es un conjunto finito de puntos P{zo, ..., z,} que cumple
a=xy9<x <---<xp_1 <x,=">0. Para nuestros propésitos, serd mas comodo trabajar
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con un tipo particular de particiones. Dado un nimero real positivo Ax, podemos construir

una particion uniforme de la forma Px, = {x¢,...,2,} donde zy = a+kAx = x4 + Az
para k = 1,...,n, y n es el menor nimero natural tal que a + nAz > b. Ademas,
definimos la longitud del i-ésimo intervalo como Ax; = x; — x;_1 para ¢ = 1,...,n. Si

nuestra particion es de la forma Pa, es evidente que Ax; = Az para todo 7.

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y P = {xo,...,2,} una particién del intervalo
[a, b]. Para cada subintervalo [x;_1, ;] definimos

M;:= sup {f(z)}, y m; = Inf {f(x)}.

xe[wi_l,wi] xe[mi—lva:i]

En base a esto definimos:

= la suma superior de Riemann Ul(f, P) = >"" | M;Ax;,
= la suma inferior de Riemann LY(f, P) =" m;Ax;,

» la suma ordinaria de Riemann S.(f, P) =Y i, f(@i—1)Az;.

Si tenemos una particién de la forma Pa,, estd claro que la dependencia de las distintas
sumas con respecto a la particién se traduce directamente en una dependencia de Ax. De
ahora en adelante trabajaremos con este tipo de particiones, y simplemente escribiremos
Ub(f,Ax), Lo(f, Az) y S°(f, Ax). Por lo tanto, para una funcién f dada y un intervalo
[a, b] fijo, todas las sumas anteriores resultan ser simplemente funciones reales que depen-
den de la variable Ax. De esta manera, las sumas pueden entenderse, para valores de Ax
infinitesimales positivos, como la extension directa de una funcién.

Uno de los primeros resultados que se pueden probar es que, para todo Ax infinitesimal
positivo, se cumple L2(f, Az) ~ U’(f, Ax). Ademds, para todo par de infinitesimales
positivos Ax; y Az, se tiene

Ug(f, Azy) ~ Ui’(f, Axs), LZ(f, Azy) ~ LZ(ﬁ Axs), Sg(f, Ary) =~ Sg(f, Axs).

Dado que todas las sumas son acotadas (por el principio de transferencia), se concluye
que las mismas son numeros limitados. De esta manera, podemos definir

I;(f) = sh(S.(f, Ax))

para todo Az ~ 0 con Az > 0. Finalmente, como la definicién estandar de la integral de
f entre a y b resulta ser el limite de las sumas de Riemann (cuando este existe), resulta
evidente que

b
[ #tayin = 1) = s(stir, an),
para todo Ax ~ 0 con Ax > 0.

Esta es la caracterizacion no estandar de las integrales. Es cierto que no resulta tan
impactante como las que equivalencias que vimos en las secciones previas. Para tener una
intuicién mas satisfactoria de la integral desde el andlisis no estandar se requiere profundi-
zar mucho mas en el tema. Incluso se deben estudiar otras formulaciones y construcciones
del analisis no estdndar —como la construccién de Nelson'® a través de conjuntos internos,

15 Al comienzo de la Seccién 4.1 del Capitulo 4 se desarrolla brevemente la diferencia entre esta cons-
truccién y la utilizada en la monografia.
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que se puede ver en [7]—, que permiten llegar a expresiones del tipo: “la integral es una
suma ilimitada de elementos infinitesimales”.

A pesar de esto, existen integrales definidas que podemos calcular de manera muy
sencilla por medio de esta caracterizacién. A continuacién mostraremos algunos ejemplos.

» Consideremos la funcién identidad f(z) = z, y calculemos el valor de la integral
definida en el intervalo [0, 1]. Para ello tomaremos una particién uniforme

1 .
P, ={xo,..., 2.}, conr; =— parai=0,...n,
n
con n € N. De esta forma, la suma ordinaria de Riemann resulta

1 "l 1 . 1 nn+1 n®+n 1 1

- nn  n2 — n? 2 2n? 2 2n
Si consideramos ahora N € *N, en virtud del principio de transferencia
1 1 1 1
S} = )=4+—=~=
0 (f ’ N) 2 TaN T

es infinitesimal. De esta manera, hemos probado que

! 1 1
1 ——
/0 xdx = sh (SO (:p, N)) 5

» Tomemos ahora la funcién f(z) = z? y el intervalo [0,1]. Utilizaremos la misma
particién uniforme del caso anterior, de forma que

1 = 1nn+ DEn+1) 1 1 1
1 1) 2 — - 44—
& (f’n) Z( ) n3z 6 37 2 T on?

=1

pues N

Luego, tomamos N € "N, y del mismo modo que el ejemplo anterior se sigue que

b . 1 1

= Como 1tltimo ejemplo veamos el valor de la integral de la funcién f(z) = - en el
intervalo [1, e]. Tomaremos una particién del intervalo de la forma

Pnlﬁ:{x07-.-7$n}7 con xi:61/n para‘i:O?"'n’

con n € N. Asi, Azx; = /™ — i=D/"_ De esta manera,

n

SE ) = 30 s (=0 = 3 1) = -1,

1=1

Sea N € "N, . Recordemos que, al ser N ilimitado, se tiene (1 + %)N ~ e. Asi,

N/N
S{(f, Px) =N (e"/N —1) :N((H%) —1> :N%:l.

Concluyendo finalmente que
€
1
/ —dr = 1.
LT

16Si bien se utilizé la misma notacién, esta particién no resulta una particién uniforme.
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Veamos ahora como demostrar los teoremas fundamentales del calculo.

Teorema 3.14. Sea f : [a,b] — R una funcion real continua. Entonces la funcion F(x) =
[ f(t)dt es diferenciable en [a,b], y cumple con F'(x) = f(x) para todo x € [a,b].

Demostracion. Sea x € [a, b] fijo. Si tomamos Az € RT tal que Ax < b — x se sigue

z+Ax
F(z + Ax) — F(x) :/ f(t)dt.

Como f es continua en [z,z + Az, f alcanza un méximo y un minimo en z; y o
respectivamente. Luego,

r+Ax
ﬂmeS/ F(t)dt < f(1)Ax,

1

fes g [ A< s, 2)

Por el principio de transferencia, si Az € *R* (en particular Az ~ 0y Az > 0), deben
existir hiperreales x1, s € [z, + Az| que cumplan con la misma desigualdad (2). Como,
r ~ Ax entonces r; ~ x =~ o, y por continuidad de f, f(z1) ~ f(x) >~ f(xs). De esta
manera, para todo infinitesimal positivo Az se tiene

Flx+Az)—F(z) 1 ["F8
Ao = A_x/x f(t)dt

De manera analoga, puede demostrarse el mismo resultado para Az infinitesimal negativo,
completando asi la prueba de que F'(z) = f(x). [

Teorema 3.15. Sea G : [a,b] — R una funcion continua tal que G'(x) = f(x) para todo
x € [a,b]. Entonces fabf(:c) = G(b) — G(a).

Para demostrar este segundo teorema no es necesario requerir a argumentos no estandar,
basta con utilizar el Teorema 3.14.

Para concluir la seccién de integrales, mostraremos cémo deducir la férmula del prome-
dio integral de una funcién a partir del promedio de cantidades finitas.

Sea f es una funcién continua en [a, b], definimos

() o L) ()

n

con r; =a-+ zb_T“ parai=0,...,n. A continuacién, veremos que

Av(N):bia/ f(z)dx

para todo N € *Ng,. Lo que indicaria que la extensién de la “funcién promedio” evaluada
en hipernaturales ilimitados se encuentra infinitesimalmente cerca del promedio integral.
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Primero definimos Ax = I’_T“, asi z; = a + iAx. Luego,

1

— Zzl flzi)Ax = is(f, Ax).

Av(n) = Z f(l“z'—l)bA_x !

Notemos que, si N € *N,, entonces Az = Z’_T“ ~ (. Por lo tanto

1

b
Av(N) = mSg(f,Ax) ~ bia/ f(x)dx.

Concluyendo asi la demostracién.
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4. Aplicaciones

“F'so no lo entendi hasta que una vision de
la noche me reveld que también son catorce
[son infinitos] los mares y los templos.”

— Jorge Luis Borges, La casa de Asterion

En este ultimo capitulo se busca abordar algunas aplicaciones de todo lo que hemos
trabajo a lo largo de esta monografia. En primer lugar, presentaremos una interpretacion
del teorema de existencia para ecuaciones diferenciales ordinarias desde la perspectiva del
analisis no estandar. Posteriormente, mostraremos cémo, mediante el uso de cantidades
infinitesimales, puede deducirse que el movimiento transversal de una cuerda vibrante
satisface la ecuacién de onda. Por ultimo, comentaremos algunas aplicaciones interesantes
que no entraron en la monografia.

4.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

A continuacién, presentaremos algunos resultados del capitulo titulado Applications
of Nonstandard Analysis in Ordinary Differential Equations de [1]. En dicho capitulo
se demuestran diversas proposiciones relacionadas con ecuaciones diferenciales ordinarias
mediante el uso del analisis no estandar. En particular, enunciaremos una forma mas débil
del Teorema 3.1 (de dicho capitulo), lo cual nos permitird mostrar aplicaciones précticas
sin requerir todo el trasfondo tedrico necesario para la formulacién general del resultado.
Debido a que el capitulo esta redactado utilizando nomenclatura y definiciones propias del
“lenguaje de Nelson”'”, me he visto en la necesidad de reescribir los teoremas y resultados
para adecuarlos al lenguaje utilizado en esta monografia.

Un primer concepto que resulta importante aclarar es el de S-continuidad. Diremos
que una funcién f : *A — "R es S-continua si para todo ¢ € Ay z € *A se tiene que
si ¢ ~ ¢ entonces f(z) ~ f(c). Notemos la similitud entre esta definicién y el Teorema
3.4. En particular, si f es la extension de una funcién real con dominio A, este teorema
afirma que dicha funcién real es continua en el sentido estandar. Sin embargo, la propiedad
de S-continuidad es mucho mas general, puede aplicarse incluso a funciones hiperreales
que no sean la extensiéon de ninguna funcién real (objetos con los que todavia no hemos
trabajado).

Enunciaremos ahora un teorema que nos permitira obtener informacién acerca de exis-
tencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con condiciones
iniciales.

"Edward Nelson fue un matematico que desarrollo la teorfa de conjuntos internos (IST por sus siglas en
inglés), una fundamentacién axiomdtica para una parte del andlisis no estandar de Robinson. La diferencia
mas notable entre ambos enfoques es que, de forma coloquial, mientras que Robinson construye nuevas
entidades “extendiendo” las usuales, Nelson considera al conjunto de los ntimeros hiperreales como el
conjunto natural con el que siempre se trabajd, agregando axiomas que permiten distinguir las entidades
“estandar” dentro de este conjunto, las cuales corresponden a los niimeros reales.
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Teorema 4.1. Sea f: R — R una funcion real y acotada, y sea {t;}i—o1,. N una hiper-
sucesion de numeros hiperreales tales que

to <t1 <---<tpn, t; >~ Tt pamizO,l,...N—l, toGL, tN—togé]I
Ademds, sea {&}izoa

slyeeny

N una hipersucesion de niumeros hiperreales tal que

& €L, M:f(@) parai=0,1,...,N — 1.
tiv1 — 1
Entonces, la funcion h : [to,ty) — "R definida como h(t) := & para t € [t;,t;ir1) es S-
continua, y la funcion x definida como x(t) := sh(h(t)) para todo t € [sh(ty),sh(tn)) es
solucion del problema a valores iniciales (PVI)

& = f(z),
z(sh(te)) = sh(&),
donde & representa ‘Cil—f, la derivada de x respecto a t.

Notemos que, en ambas hipersucesiones, el nimero N puede ser un ntimero hipernatural
ilimitado a priori. De hecho, debe serlo, ya que de lo contrario no podria ocurrir que
t; >~ ti1 v ty % to. Recordemos que, a pesar del nombre, resulta conveniente pensar las
hipersucesiones como funciones de *N en "R, y no como sucesiones bajo la perspectiva
estandar.

La demostracién completa de este teorema excede los alcances de la monografia, pero
mencionaremos como se realiza. Lo primero es demostrar que la funcién h es S-continua,
para ello se usan las propiedades de los elementos de las hipersucesiones y el hecho de que
f es acotada. Luego, como h(sh(tg)) = & es limitado y el intervalo [ty,ty) es lo que se
denomina un conjunto interno, se utiliza un resultado denominado teorema de la sombra
continua (continuous shadow theorem) para afirmar la existencia y continuidad de una
funcién x continua que satisface los requisitos del teorema. Por ltimo, se comprueba que
la integral de f(x) es la funcién x, por medio del teorema fundamental del calculo.

Como corolario del teorema anterior podemos afirmar la existencia de soluciones para
un problema de valores iniciales.

Corolario 4.1.1. Sea f : R — R una funcion continua, entonces el problema de valores
1mictales
ZL’(to) = Xy,

tiene al menos una solucion x : I — R tal que x(ty) = xo y ©(t) = f(x(t)) para todo t € I.
Donde I es un intervalo maximo.

Demostracion. Sea ¢ ~ 0y e > 0, y sea N € "N, dado. Para cada i = 0,1,..., N
definimos

t; = to + €1, §o = To, Civ1 =& +ef(&)

De esta forma, tanto {t;} como {&;} cumplen con las hipdtesis del Teorema 4.1, obteniendo
asi que la funcién x definida sobre el intervalo [tg, sh(fy)) es una solucién del problema de
valores iniciales. Si quisiéramos probar la existencia de una solucién para un intervalo de
la forma (a,ty] debemos tomar ¢ infinitesimal negativo y elegir un infinitesimal ilimitado

M € "N, tal que sh(ty) = sh(tg +eM) = a. |
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Un lector que haya realizado un curso de analisis numérico podra reconocer que esta
forma de construir la sucesion {;} es similar el método de Euler. La diferencia aqui radica
en que los pasos del intervalo de la variable ¢ resultan ser infinitesimales, y en consecuen-
cia, la cantidad de elementos de la hipersucesién {;} que aproximard la funcién h es una
cantidad hipernatural ilimitada. Una manera intuitiva de interpretar esto es considerar
que, si se refina lo suficiente el intervalo de la variable ¢, de modo que los incrementos
sean infinitesimales, los valores obtenido mediante del método de Euler estaran infinitesi-
malmente cerca a los valores de la funcién solucion. Bajo este criterio, es posible emplear
cualquier método numérico para aproximar soluciones de PVI a la hora de definir los &;.

Para finalizar esta seccién, veamos un ejemplo de como obtener una soluciéon a un PVI
por medio de este método. Pensemos en el siguiente problema de valores iniciales

Aquitg =0, xg =1y f esla funcion identidad. Con esto en mente, y acorde al Corolario
4.1.1, definimos

ti = ¢t So=1, §ip1 =& +e&i = (1+¢)&.
Es facil ver que, por induccién, podemos escribir
&=1+e) 6= (1+e)

para todo i € *N, debido al principio de transferencia. De esta manera, la sombra de la
funcién h, definida como h(t) = & = (1 +¢)" para t € [ei,e(i + 1)), es una solucién del
PVI. Es posible mostrar, por medio de argumentos no estandar, que

(14e)/f~e
para todo e ~ 0y e # 0. Asi, para t € [gi,e(i + 1)), se tiene

ht)=&=(+e) = (1+e) N ~ e ~ e,

Como e’ es real, se sigue que sh(h(t)) = e'. De esta manera, e’ con t € [0,sh(ty)) es
una solucién al PVI, para algin N € "N, elegido. Notemos que, dado que la eleccién de
N es arbitraria, se puede concluir que esta solucién vale para t € [0,00). Andlogamente,
podemos probar la misma también es vdlida para ¢ € (—oo,0]. De este modo €' resulta
ser una solucion del PVI para todo t € R.

4.2. La ecuacion de onda en una cuerda

Presentaremos una deduccién clésica en cualquier curso bésico de fisica'®: el movimiento
transversal de una cuerda vibrante satisface la ecuacién de onda, pero utilizando analisis
no estandar. Denotaremos por x a la posiciéon horizontal de la cuerda, por y a la posicion
vertical, por T a la magnitud de la tensiéon en la cuerda y por € al angulo que forma la
tension con la horizontal. Las variables y, T' v 6 seran funciones de la posicién horizontal
x vy del tiempo t. Para simplificar la notacién, realizaremos el analisis a un tiempo fijo, de
modo que estas variables dependeran unicamente de x.
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y(z + Ax) T(z+ Ax)
O(x + Ax)

Figura 1: Esquema de la cuerda con tensiones.

Consideremos un pequeno segmento de cuerda con una separacién horizontal Ax # 0,
como se muestra en la Figura 1. Notemos que Ax, en principio, no tiene por qué ser
infinitesimal.

Si interpretamos a la derivada de y en x como la pendiente de la recta tangente a la
funcién y en el punto (z,y(z)), se tiene que tan(d(x)) = y/(x), y en consecuencia

sen(f(x)) = y'(x) cos(6(x)). (3)

De manera analoga, se sigue que

sen(f(z + Az)) = ' (v + Az) cos(0(z + Ax)). (4)

Debido a que la cuerda se encuentra en equilibrio de fuerzas horizontales, aplicando la
segunda ley de Newton obtenemos

T(x 4+ Az)cos(0(z + Ax) = T'(z) cos(f(x)). (5)

Luego, si denotamos por m la masa y por a la aceleraciéon vertical del segmento de
cuerda, aplicando nuevamente la segunda ley de Newton se tiene

ma =T (x + Ax)sen(f(x + Ax)) — T'(z) sen(f(x)).

Notemos que la aceleracién a corresponde a la aceleracion vertical total de la cuerda,
evaluada en su centro de masa. En otras palabras, a = a(Z) para algin = <z < z + Ax.
Por consecuencia de (3) y (4) se tiene que

ma =T (x + Ax)y (z + Az) cos(0(x + Az)) — T(x)y'(z) cos(0(x)),
y utilizando la igualdad (5) obtenemos

ma = (y'(x + Az) — ¢/ (2))T(x) cos(z). (6)

18Véase la Seccién 16.6 del libro de Serway y Jewett [9] para una deduccién estédndar.
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Podemos calcular la masa m de segmento de cuerda por medio de la integral

z+Ax z+Az
m = / p(s)V 1+ (y(s))*ds = / p(s) cos(0(s)) ds. (7)
De esta forma, reemplazando (7) en (6) y dividiendo ambos lados por Az se tiene

ﬁ / T () cos(0(s)) ds - a = L AAQZ “ VO () cos(B(z). (8)

Ahora, si tomamos Az ~ 0, entonces

(Lot B =y @)

_n
A.Z' - y (.’L’),

y en virtud del teorema fundamental del calculo

sh (A% / o p(s) cos(6(s)) ds) = p(z) cos(0()).

Ademas, como x < ¥ < x + Az, se tiene que x ~ Z. Bajo la suposicion de continuidad
de a se sigue que a(z) ~ a(z) y, al ser este ultimo real, sh(a(Z)) = a(z). Finalmente,
utilizando estas igualdades en la ecuacién (8) obtenemos que

p() cos(8(x))a(x) = ' (x) cos(8(x)).

Como ¢/(x) es continua, se tiene que cos(f(x)) # 0') y en consecuencia p(z)a(z) =
y"(z)T (x). Finalmente, reordenando los términos obtenemos

y escribiéndolo en un lenguaje mas familiar

Py, . T(xr)dy

De esta manera, hemos obtenido la ecuaciéon de onda para una cuerda vibrante.

A simple vista la deducciéon no difiere mucho de la que se puede encontrar en textos
de fisica. La principal diferencia radica en que, en lugar de realizar un paso al limite a la
hora de dividir por Az, obtenemos los resultados deseados a partir de considerar a Ax
infinitesimal y aplicar argumentos no estandar.

4.3. Otras aplicaciones
En esta seccion comentaremos brevemente otro posible uso del andlisis no estandar en
la fisica, en particular en la mecanica analitica.

En la Seccién 4.8 del libro de Goldstein [5] se introduce el concepto de rotaciones infi-
nitesimales, como aproximacién lineal a las rotaciones finitas, un concepto clave a la hora

YRecordemos que ' (z) = tan(f(x)).
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de estudiar la cinematica y mecanica de cuerpos rigidos. En este contexto, las rotaciones
infinitesimales son generadas por matrices de rotacién, cuyos elementos, en lugar de ser
senos y cosenos, corresponden a las aproximaciones de estas funciones para angulos pe-
quenos. A lo largo de dicha seccién se utilizan argumentos usuales del calculo estandar
para justificar estas aproximaciones, como la omisiéon de términos infinitesimales de orden
superior debido a ser “muy pequenos en comparacién al resto”. Esta préctica sugiere la
posibilidad de poder reinterpretar el anélisis realizado en [5] utilizando herramientas pro-
pias del analisis no estandar. Con este enfoque, las matrices de rotacion infinitesimales
tendrian como elementos niimeros infinitesimales —Ilo cual no presenta un problema, dado
que "R es un cuerpo—, y bastaria con definir que dos vectores estan infinitesimalmente
cerca si la diferencia entre ellos tiene todas sus componentes infinitesimales.

Para que la monografia no se extienda mas de lo debido, se opté por no desarrollar
en mayor profundidad esta aplicacion, puesto que se deberia realizar una introduccién a
conceptos propios de mecanica que, a diferencia del desarrollo de la Seccion 4.2, requieren
conocimientos mas técnicos de fisica.
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5. Epilogo

“Todo tiene su final.
Nada dura para siempre.”

— Héctor Lavoe y Willie Colén,
Todo tiene su final

Antes de finalizar este trabajo, me gustaria agradecer al lector que ha llegado hasta
aqui. Si bien es cierto que, en ocasiones, el contenido tedrico pudo haber resultado arduo
de incorporar en una primera lectura, espero que haya despertado su curiosidad y dejado
algunas inquietudes que merezcan ser exploradas.

A lo largo de esta monografia se pudo ver la construccién, el desarrollo y algunas
aplicaciones del analisis no estandar. Cada uno de estos aspectos puede profundizarse atin
mas, en funcién de los conocimientos y los gustos que tenga el lector. Sin embargo, quizas
lo mas valioso de este texto haya sido el cambio de perspectiva que presenta.

Me gustaria destacar el hecho de que, si bien la construccion de los niimeros hiperreales
puede resultar muy “técnica”, esto no es un impedimento para su uso. La importancia del
analisis no estandar radica en conocer las propiedades de los niimeros hiperreales, y cémo
utilizar las mismas para obtener resultados. Los formalismos necesarios para construir el
conjunto numérico con el cual se trabaja son simplemente eso, formalismos necesarios,
pues nadie piensa en los numero reales como clases de equivalencia de sucesiones de
Cauchy de nimeros racionales a la hora de calcular una derivada.

El analisis no estandar nos brinda herramientas para mirar con nuevos ojos estructuras
conocidas, y nos invita a reflexionar sobre conceptos ya incorporados en nuestra forma
actual de estudiar y entender la matematica. Porque a veces, cuando una idea surge de
una intuicién tan profunda, ni el tiempo ni la ausencia son suficientes para matarla.
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