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Prélogo

Este trabajo no busca ser autoconcluyente, de hecho su objetivo es exdctamente el
opuesto: despertar el interés del lector en los temas que trata y que al terminarlo tenga
ganas de profundizar mas su conocimiento al respecto. En estas paginas se invita al lector
a adentrarse en el increible mundo de las matematicas aplicadas a los algoritmos com-
putacionales, buscando dar un pantallazo de algunas ideas que recuerdo como si hubiese
sido ayer la fascinacion que me generaron cuando las lei por primera vez, tanto por lo
ingeniosas que me resultaron como por todo el provecho que les pude sacar aplicandolas a
la resolucion de problemas relacionados a la programacion. Técnicas de lo méas variadas y
entrelazamiento de distintas ramas de la matematica que uno no estd muy familiarizado
con ver trabajar en conjunto se unen de manera natural. A veces, con el fin de generar
una lectura fluida se opt6 por omitir demostraciones muy técnicas o extensas, no sin antes
facilitar fuentes para todo aquel interesado en leerlas, o simplificar un poco algunas defini-
ciones para hacerlas mas naturales para el contexto donde iban a ser usadas, intentando
conseguir el siempre dificil equilibrio entre la rigurosidad matematica y la motivacion de
las ideas y los pasos realizados. Muchos de los conceptos trabajados cuentan con una
amplia variedad de aplicaciones, por lo que se optd por presentar algunos pero siempre
invitando al lector interesado en continuar su formacién sobre el tema con material extra.
Espero que puedan disfrutar de la lectura de este trabajo.
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1. Introduccion.

“La vida es buena por solo dos cosas: des-
cubrir matemdticas y ensenar matemdticas.”

Simedén Denis Poisson, 1781-1840.

Tenia 8 afios y estaba en tercer grado. Cecilia, la coordinadora de matematica de
mi escuela, habia organizado una competencia entre los chicos de mi grado donde ella
sacaba dos nimeros al azar entre el 1 y el 10 y habia que decir rapido el resultado de su
multiplicaciéon. Nunca fui muy bueno para acordarme las tablas, asi que la mejor idea que
se me ocurrié para practicar fue hacer muchas multiplicaciones porque creia que de ese
modo iba a poder hacer las cuentas cada vez mas rapido. Gané varias rondas, mi método
de practica estaba dando sus frutos... Hasta que me tocé calcular 9 por 7. La tabla del
9 era mi peor enemigo, me parecia por mucho la mas dificil, pero una companera, Inés,
casi automaticamente dijo 63. Quedé fascinado por lo que era, o una gran memoria para
las tablas, o una grandisima velocidad de calculo.

Algunos dias después, rompiendo el codigo de honor de los magos, Inés me revel6 su
secreto: "en la tabla del 9 yo lo que hago es ponerle un 0 al final y después resto el numero,
entonces 7 por 9 es 70 menos 7, que es mas facil de resolver". Me parecié simplemente
increible, una idea revolucionaria. Inés habia encontrado la manera no de multiplicar
mas rapido, sino mejor atin, de hacerlo de manera més eficiente. Ella habia aplicado, sin
saberlo, la propiedad distributiva:

92 = (10 — 1)z = 10z — z

La intuiciéon atras de su idea tenia arraigado un principio muy profundo: optimizar no
es hacer calculos mas rapidos, sino reestructurar el problema para reducir la cantidad de
operaciones. Esta idea es el corazén de la teoria de la complejidad computacional. A lo
largo de este trabajo, vamos a recorrer ideas increibles, teoremas elegantes y sobre todo
algoritmos basados en estas herramientas matematicas que nos permitan multiplicar mds
rdapido, o mejor dicho, de manera mas eficiente. A cada herramienta nueva que presente-
mos vamos a acompanarla de algunos problemas donde pueda lucirse. Muchos resultados
matematicos y algoritmos de los que vamos a hablar tienen una belleza intrinseca por
la elegancia de sus demostraciones, pero también por la sutileza con la que puedan ser
usados en la resolucion de distintos problemas planteados.

Capitulo a capitulo en esta monografia vamos a presentar algoritmos que nos van a
permitir resolver problemas, que sin ellos llevaria cientos de anos, en un punado de se-
gundos. Nuestro recorrido comenzara con un capitulo para discutir y sentar las bases
sobre algunas ideas sobre cémo medir y comparar la eficiencia de algoritmos y qué es
considerado una operaciéon en el marco de la complejidad computacional. Tras esto,
nos adentraremos de lleno en un caso particular de la multiplicacion: el cdlculo de po-
tencias. Presentaremos la exponenciacion binaria, un elegante algoritmo que reduce de
manera sustancial el nimero de operaciones necesarias, y exploraremos tres sorpresivas
aplicaciones: en tests de primalidad, en el calculo de términos de sucesiones de recurren-
cias como Fibonacci e incluso en teoria de grafos, calculando potencias de algo mas que
numeros. A continuacién, abordaremos el problema de multiplicar dos niimeros enteros

4
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de gran tamano, donde el ingenioso algoritmo de Karatsuba represent6 el primer gran
avance sobre el método escolar. Para terminar, llevaremos la multiplicacion un paso mas
alld para multiplicar polinomios, con la Transformada Réapida de Fourier (FFT) como el
gran recurso para hacerlo, e introduciremos las Funciones Generatrices como herramienta
de modelado para resolver problemas de combinatoria.

2. Orden de complejidad

2.1. ;Qué significa que un algoritmo sea mas eficiente que otro?

Cuando se piensa en qué influye en una manera rapida de ejecutar un algoritmo, en lo
primero que pensamos es en la potencia de la computadora en la que va a ser ejecutado.
Pero, jexiste una forma universal de medir la eficiencia, que trascienda implementaciones
concretas o limitaciones de hardware?

Suele ser poco intuitivo al principio pensar en el poder de computo de un ordenador
moderno o en qué optimizaciones pueden llegar a tener un impacto real en el tiempo
de ejecucion. Si estamos resolviendo calculos a mano, ahorrarnos unas 1000 operaciones
probablemente nos reduzca nuestra tarea en varios minutos. Sin embargo, una computa-
dora promedio es capaz de resolver 10® operaciones elementales en unos 0.2 segundos,
por lo que una optimizacion que reduzca en 1000 operaciones el proceso ahorraria 0.0002
segundos del tiempo de ejecucién. Imperceptible.

Imaginemos que contamos con dos posibles beneficios para usar en una compra de
supermercado. El primero que nos hace un descuento fijo de $4000, el segundo que nos
hace un descuento del 50% del monto total. Es claro que en una compra de $5.000 el ahorro
del primer beneficio es mayor que el del segundo: $4.000 de ahorro contra $2.500. Pero en
una compra de $1.000.000, el ahorro del segundo beneficio es de $500.000, mientras que
con el primero seguirfa siendo de $4.000. La conclusion es clara: la eleccién que con montos
pequenos es la mejor opcién a medida que el gasto aumenta se va volviendo mas y mas
desfavorable. Este cambio de paradigma, de buscar "descuentos fijos" a buscar "descuentos
porcentuales”, es la esencia de la teoria de la complejidad computacional: analizar el
comportamiento de su eficiencia conforme los valores de entrada se van volviendo méas y
mas grandes.

2.2. Dos definiciones necesarias: operacion elemental y peor caso

La idea de decidir si un algoritmo es mas eficiente que otro tiene implicito el contar, o
al menos estimar, cuantas operaciones realiza cada uno para comparar estas cantidades.
Es en este momento cuando surge la necesidad de formalizar un poco més algo que hasta
ahora veniamos pasando por alto: squé tipo de operaciones contamos?. Aunque a la hora
de escribir en la calculadora pueda parecer una tinica operacién, es claro que calcular 33°
tiene de fondo muchas méas operaciones que las que tiene el calcular 3 4+ 30. Es entonces
necesario hablar del concepto de operacién elemental de manera un poco mas formal.

En el modelo de computacién Random Access Machine (RAM) [1], una operacién
elemental es cualquier operacién que:

1. Se ejecuta en tiempo constante independientemente del tamano de los operandos
(més adelante diremos que el tiempo de ejecucién es O(1)),
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2. corresponde a instrucciones atomicas del procesador, es decir que no puede ser
interrumpida ni dividida en pasos mas pequenos,

3. pertenece a uno de estos tipos:

o Operaciones aritméticas: +, —, X, /, mod sobre enteros de tamarno fijo (ej:
32/64 bits),

o operaciones légicas: AND, OR, NOT, XOR, desplazamientos de bits,
» operaciones en memoria: lectura/escritura en posiciones de memoria,

e operaciones de comparacion: <, >, =, # entre valores.

Ademés, para algoritmos que manipulan nimeros arbitrariamente grandes (como multi-
plicacién de enteros), una operacion elemental es la manipulacion de un solo digito (sin
importar cual sea la base) [2].

Ya habiendo formalizado un poco maés la idea de operacién elemental, podemos aden-
trarnos mas en la discusion sobre la complejidad computacional. En la seccién ante-
rior discutimos sobre la importancia de analizar la eficiencia de los algoritmos a medida
que los valores de entrada iban creciendo. Pero vamos a ver que con este analisis no
alcanza. Supongamos que recibimos como dato de entrada una permutacién del con-
junto (1,2,3,4,5,6,7,8) y contamos con un algoritmo eficiente que tiene que dar una
serie de pasos para ordenar los nimeros de menor a mayor. Es claro que las entradas
(1,2,3,4,5,6,7,8) y (2,5,3,8,6,1,4,7) no van a necesitar la misma cantidad de opera-
ciones para ser ordenadas, porque en el primer caso los nimeros ya se encuentran orde-
nados. Surge entonces la necesidad de definir tres tipos de casos a analizar al definir un
algoritmo:

e Peor caso: Maximo tiempo posible para cualquier entrada de tamano n.
Ejemplo: Multiplicar 99...9 x 99...9 con el método escolar.
Importancia: Garantiza cotas seguras.

e Caso promedio: Tiempo esperado con entradas aleatorias.
Ejemplo: Multiplicar nimeros con digitos uniformemente distribuidos.
Importancia: Predice comportamiento en escenarios reales.

« Mejor caso: Minimo tiempo posible (no suele ser demasiado 1til en la préctica).
Ejemplo: Multiplicar por 10* (basta con agregar k ceros al final del niimero).

En la practica del andlisis de algoritmos, el peor caso termina siendo el mas usado como
medida porque nos brinda cotas seguras e incondicionales: si un algoritmo es eficiente
en el escenario mas desfavorable, lo serd en cualquier situaciéon. En un mundo donde
las entradas patologicas existen (como los hackers intentando colapsar sistemas o datos
generados adversariamente), y donde hay sistemas criticos que se busca que no colapsen
(como frenos automaticos o transacciones bancarias), esta garantia tiene un valor extra.
JSignifica esto que el caso promedio y el mejor caso son inttiles?. No, pero su rol es
complementario y ayuda a refinar los algoritmos para datos tipicos.
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2.3. El concepto clave de la complejidad computacional: La notacién O
grande

Con un criterio unificado para medir esfuerzo computacional (operaciones elementales)
y contexto (peor caso), estamos listos para introducir el lenguaje que sintetiza escalabili-
dad: la notacién O grande!.

El orden de crecimiento del tiempo de ejecucion de un algoritmo ofrece una carac-
terizacion simple de su eficiencia y permite comparar el desempeno relativo de distintas
alternativas. Aunque calcular tiempos exactos de ejecucion es posible, la extrema pre-
cision a la hora de contar cantidad de operaciones no suele justificar el costo analitico
que tiene, y con poder hacer estimaciones es suficiente. La idea detras de esto es que en
cualquier expresion algebraica que represente la cantidad de operaciones de un algoritmo
en funcién del tamano de la entrada, a medida que el tamano se vuelve arbitrariamente
grande los términos de menor orden y los factores constantes van siendo eclipsados por el
tamano del término de mayor orden.

Vamos ahora a formalizar un poco mas esto: decimos que una funcién f(n) es de orden
O(g(n)), v se lee "f es O grande de ¢", si existen constantes positivas ¢ y ngy tales que
para todo n > ng, se cumple que |f(n)| < ¢-g(n), que no es otra cosa que decir que f(n)
a partir de cierto punto ny no crece mas rapido que g(n), salvo por un factor constante c.
De este modo decimos que, por ejemplo, f(n) = 2n? + 70n + 3 es de orden O(n?) porque
para n > 36 y ¢ = 4 vale que f(n) < 4n® Que un algoritmo sea O(g(n)) no significa que
siempre haga g(n) operaciones, sino que en el peor caso no crece mas rapido que g(n).

2.3.1 Algebra de la notacién O: Sumas y productos

Ya definida la notacion, necesitamos establecer algunas reglas préacticas sobre como op-
erar entre las complejidades de distintas operaciones para analizar algoritmos que resulten
de combinarlas.

e Suma de complejidades en bloques secuenciales: Si un algoritmo realiza una
tarea seguida de otra, la complejidad total estd dominada por la tarea mas costosa.

O(f(n)) + O(g(n)) = O(max(f(n), g(n)))

Ejemplo: Si un algoritmo ejecuta una operacién de complejidad O(n?) seguido de
un bucle de complejidad O(n), la complejidad del algoritmo serd de O(n?).

e Producto de complejidades en bloques anidados: Si un algoritmo realiza una
tarea dentro de un bucle, las complejidades se multiplican.

O(f(n)) - O(g(n)) = O(f(n) - g(n)).

! Aunque la notaciéon de O grande es la mas extendida para expresar cotas superiores, la teoria de la
complejidad también utiliza las notaciones (g(n)) para cotas inferiores, y ©(g(n)) para cotas ajustadas
(que son simultdneamente superiores e inferiores). Para mantener el foco de esta monografia, nos cen-
traremos exclusivamente en la notaciéon O grande, ya que es la herramienta fundamental y suficiente para
comparar la eficiencia de los algoritmos que presentaremos.
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Ejemplo: un bucle que se repite n veces es O(n) y en cada iteraciéon realiza un
trabajo con una complejidad de O(y/n), la complejidad total del algoritmo serd

2.3.2 Jerarquia de complejidades mas comunes

A continuacién, presentamos una jerarquia de las clases de complejidad mas comunes,
ordenadas de la mas eficiente a la menos eficiente. Esta lista sirve como guia para poder
comparar rapidamente la eficiencia de distintas soluciones a un mismo problema.

0(1) < O(log(n)) < O(v/n) < O(n) < O(nlog(n)) < O(n2) < O(2") < O(n)).

Nota:?

En general, los algoritmos cuya complejidad es polindémica, o mejor, se consideran
eficientes o tratables. Mientras que aquellos con complejidad exponencial, o peor, se
consideran ineficientes o intratables para entradas grandes.

Para tomar una dimension real de lo que estas jerarquias significan en la practica,
analicemos en la siguiente tabla el tiempo de ejecucién estimado para un algoritmo de
cada clase de complejidad para distintos tamanos de entrada n. Para la elaboracion de
la tabla, asumimos una velocidad de procesamiento de unas 10® operaciones elementales
por segundo.

Complejidad | n = 20 n =50 n =500 |n=50000 n = 1,000,000
O(log(n)) 43x108s [56x10%s| 9.0x10%s | 1.6 x 107" s 2.0x 107" s

O(y/n) 45x108s | 71x10%s| 22x1077s | 22x107%s 1.0x 107 s

O(n) 20x107s |50x107s| 50x10°s | 0.0005 s 0.01 s
O(nlog(n)) 86x1077s | 28x10%s| 45x107%s 0.008 s 02s

O(n?) 40x107%s | 25x107% s 0.0025 s 25 s 2.8 horas

O(n®) 8.0x107%s | 0.0012s 1.25s 14.5 dfas 317 afios

o2") 0.01s 130 dias | > 10'* afos Mucho més que la edad del universo
O(n!) 771 afios | > 10* afios | > 10118 afios | Supera cualquier analogia fisica imaginable

La tabla habla por si sola. Un algoritmo considerado eficiente como O(nlogn), re-
suelve un problema con un millén de elementos en una fracciéon de segundo. Un algoritmo
cuadratico ya tarda horas para el mismo tamano. A partir de la complejidad ciibica los
tiempos se vuelven impracticables para entradas moderadamente grandes, y las comple-
jidades que la intuicién nos sugeria que eran muy ineficientes, como O(2") y O(n!), se
vuelven imposibles de calcular para valores de n sorprendentemente pequefios. Viendo
esta tabla no quedan dudas: la optimizaciéon de los algoritmos muchas veces es la diferencia
entre lo computable y lo inalcanzable.

2Es una convencién en ciencias de la computacién que, al hablar de complejidad, la base del logaritmo
en O(log(n)) se asume como base 2, ya que muchos algoritmos operan dividiendo el problema en mitades.
Sin embargo, desde la perspectiva de la notacién O-grande, la base es irrelevante, pues cambiar de base
solo introduce un factor constante que la notaciéon absorbe.
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2.4. Una mencion inevitable: P vs. NP.

Una vez presentada la jerarquia de complejidades, podemos clasificar los problemas en
dos grandes familias: aquellos que podemos resolver eficientemente y aquellos que, en la
practica, son intratables para entradas de gran tamafio. En este contexto, una pregunta
que surge es: ;Hay problemas cuya solucién podamos verificar rapidamente, pero que
no sabemos encontrar una soluciéon en tiempo polinémico? Esta pregunta, en la teoria
de la complejidad computacional, recibié el nombre de P vs. NP y en el ano 2000 fue
elegido como uno de los siete Problemas del Milenio del Clay Mathematics Institute. Para
entender de que se trata vamos a definir dos clases de problemas computacionales:

e Clase P, o de tiempo polinémico: son todos los problemas de decisién que
pueden ser resueltos por un algoritmo en un tiempo polinémico. Es decir, los prob-
lemas "eficientemente resolubles”.

e Clase NP o de tiempo polinémico no determinista: son todos los problemas
de decision donde, no necesariamente sabemos como encontrar una soluciéon de man-
era eficiente, pero si podemos verificar una posible solucién en tiempo polinémico.
Por ejemplo, dado un Sudoku, decidir si tiene soluciéon es muy dificil. Pero dada
una solucién completa, es facil verificar si es valida o no.

Es claro que todo problema en P también estd en N P, porque si podemos encontrar
una solucién rapida, también podemos verificarla rdapidamente. La pregunta que més
interés genera es si resulta que todos los problemas en NP estan también en P. Es
decir, si todo problema cuya solucién puede ser verificada rapidamente puede también ser
resuelto rapidamente. La creencia mayoritaria es que P # NP, pero nadie ha logrado
demostrarlo.

Dentro de la clase N P, existe una familia de problemas especialmente interesantes que
son llamados NP-completos. Pero para hablar de ellos primero necesitamos el concepto
de reducibilidad. Decimos que un problema A se puede reducir a un problema B, si
podemos transformar cualquier instancia del problema A en una instancia del problema
B en tiempo polindémico preservando la respuesta. Es decir, la instancia transformada
es "si" en B, si y solo si la original era "si" en A, en caso de que B sea un problema de
decision o en una solucién optima satisfaciendo cierta condicién, en caso de que sea un
problema de optimizacién. Intuitivamente esto significa que "B es al menos tan dificil
como A".

Con este concepto nuevo, ahora podemos hablar de los problemas NP-duros, que
son aquellos problemas (de decisién u optimizacién) a los cuales se puede reducir todo
problema en N P. Por tltimo, los problemas NP-completos son los problemas NP-duros
que también estan dentro de NP, y son considerados "los mas dificiles" dentro de esta
clase. Esta definicién tiene implicito un resultado muy fuerte: encontrar una soluciéon
polinémica a cualquier problema NP-completo, seria encontrar una solucién eficiente a
todos los problemas de NP y demostraria que P = NP.
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3. Exponenciacién binaria.

3.1. Multiplicando a la velocidad del logaritmo

Nota importante: a lo largo de este capitulo, para no perder la rigurosidad de las afir-
maciones, vamos a asumir siempre, se explicite o no en la seccion, que estamos trabajando
con aritmética modular con algin moédulo primo arbitrario p relativamente grande, por
ejemplo 10 4 7, porque al trabajar con niimeros arbitrariamente grandes las operaciones
dejan de ser operaciones elementales por lo que dejan de ejecutarse en tiempo constante
y el calculo de las complejidades es un poco méas detallado porque requiere considerar
operaciones por digitos, mientras que tomar médulo en cada paso es O(1) y nos permite
mantener acotado el tamafio de los operandos para seguir realizando operaciones arit-
méticas en O(1). La idea del capitulo es ilustrar las ideas detras de los algoritmos y no
entrar en tecnicismos, mas ain, varios de estos algoritmos son usados en el contexto de
aritmética modular como ya veremos.

Vamos a comenzar con un caso particular de la multiplicacion: las potencias. La
expresion a”, para exponentes enteros positivos, mas alld de ser una manera compacta
de expresar el producto entre un ntimero y si mismo varias veces, parece requerir n — 1
multiplicaciones si usamos el método con el que estamos acostumbrados a trabajar:

a'=axXaxX---Xa.

n veces

Esto es O(n) operaciones, que para valores como n = 10?° tardaria mas de 3000 afios.
Si quisiéramos un algoritmo mas eficiente, deberiamos reducir considerablemente la com-
plejidad. Veamos un ejemplo para motivar la idea que pronto presentaremos.

Vamos a buscar calcular 3!, que segtin el método que conocemos requiere unas 15 multi-
plicaciones. Pero notemos que 3'¢ = 3% x 3% por lo que, en principio, calcular 3% nos llevaria
8 multiplicaciones y luego una multiplicacion extra para multiplicarlo por si mismo, y ya
obtendriamos el resultado buscado haciendo tinicamente un total de 9 operaciones. Ahora
bien, podriamos repetir el mismo procedimiento al notar que 3% = 3* x 3%, y al final nece-
sitarfamos unas 6 operaciones en total.

., Qué esta sucediendo en cada paso? Estamos dividiendo a la mitad el exponente y usando
el hecho de que k%" = k™ x k™, por lo que a la cantidad total de operaciones la estamos
dividiendo por dos y le estamos sumando uno. Si volvemos al caso de 3! y seguimos hasta
que el exponente sea uno, notaremos que en total vamos a necesitar unas log,(16) = 4
operaciones:

3x3=32533x3=3">53"x3"=3" 5 3¥x38 =3

3.2. La idea y su implementaciéon

Vamos a formalizar ahora la idea anterior. La eleccién del exponente 16 no fue casu-
alidad: al ser una potencia de 2, en cada paso podiamos partir el exponente a la mitad
y el tinico exponente impar que nos ibamos a topar era el 1. Pero, ;qué sucede con otros
nimeros? Por ejemplo, si tuviésemos que calcular 3!7. Es el momento de extender la es-
trategia para cualquier exponente entero positivo n. Para eso, fijamos la base a y hacemos
las siguientes dos observaciones:

10
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2
e Si el exponente n es par: podemos escribir a” = (a /2) , v para calcular a™ solo

necesitamos calcular "/ y elevarlo al cuadrado.

n—1

« Si el exponente n es impar: podemos escribir a” = «a X ay, comon—1es

par, lo redujimos al caso anterior.

Esta idea es la esencia del algoritmo conocido como Exponenciacién Binaria, y
podemos ver que en cada paso reducimos el problema a uno con un exponente de aprox-
imadamente la mitad del tamano. Para terminar de ilustrar como funciona, vamos a
presentar el pseudocédigo de una funcién recursiva. exp_bin(base, exponente)

Algoritmo 1 Exponenciaciéon Binaria Recursiva

Entrada: base, exponente > 0 (enteros)
Salida: base®®Ponente
1: si exponente = 0
2 retornar 1 > Caso base
3: sino si exponente = 1
4 retornar base > Caso trivial
5: fin si
6: t < exp_ bin(base, |exponente/2|)
7: si exponente mod 2 = 0 > exponente par
8 retornar ¢ X ¢
9: sino > exponente impar
10: retornar base x t x t
11: fin si

Notamos que, en cada llamada recursiva a la funciéon exp_bin, el valor del expo-
nente se divide aproximandamente a la mitad. Pero esto no podriamos hacerlo mas
de logy(n) veces. Ahora notamos que, dentro de cada llamada, realizamos un nimero
acotado de operaciones: una o dos multiplicaciones y un chequeo de paridad del expo-
nente, por lo que cada llamada es O(1). Luego, la complejidad total del algoritmo es

O(log(n)) x O(1) = O(log(n)).

Antes de pasar a las aplicaciones de este algoritmo, nos hacemos una tultima pregunta:
Jno seria logico conjeturar que este algoritmo calcula @™ en la menor cantidad posible de
pasos, si consiste en partir a la mitad el exponente cada vez que podemos hacerlo? Lo
maravilloso de la matematica es que cuando todo parece estar dado para ser de cierta
forma, sucede lo menos pensado. Para mostrar un contraejemplo, procedemos a calcu-
lar a'® con exponenciacién binaria (notar que los pasos se cuentan de abajo hacia arriba,
porque al ser una funcién recursiva se va llamando hasta llegar al caso base):

11
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Paso Calculo Operaciones Resultado
4 al Caso base a
3 (a')?=a? Cuadrado: a-a  a?
a-a’ Multiplicacién a’
2 (a®)?=adb Cuadrado: a®
at-a?
a-a® Multiplicacion a’
1 (a")?=a Cuadrado: a't
a’-a’
a-a Multiplicacién a'®

Total: 6 operaciones

Y ahora vamos a calcularlo de la siguiente manera:

Paso Calculo Operaciones Resultado
1 al Caso base a
2 (a')? =a? Cuadrado: a-a  a?
3 (a®)?=a' Cuadrado: a’
a? - a?
a-a* Multiplicacién a®
4 (a®)*=al" Cuadrado: a'®
a® - a’
a® - a' Multiplicacién a'?

Total: 5 operaciones

Buscar la menor cantidad de operaciones necesarias para calcular a™ no es otra cosa
que buscar la menor cantidad de operaciones necesarias para sumar n partiendo desde
el 1 y bajo ciertas reglas, dado que en potencias de igual base los exponentes se suman.
Definimos una cadena de sumas para calcular un nimero entero positivo n como una
sucesion de niimeros naturales que comienza en 1 y termina en n, y que cada término se
obtiene sumando dos de los elementos anteriores de la lista (no necesariamente distintos).
La longitud de una cadena de sumas es el nimero de sumas necesarias para obtener todos
sus términos, es decir uno menos que su tamano. Decimos que una cadena de sumas
para calcular n es minimal si no existe otra que tenga una longitud menor que también
termine en n. Lo que buscamos entonces para calcular a™ en la menor cantidad posible de
operaciones es calcular una cadena minimal para n. Encontrar dicha cadena resulta ser
un problema NP-duro [3], lo que implica que, bajo los modelos actuales de complejidad
computacional, cualquier algoritmo exacto requerira tiempo exponencial en el peor caso.

12
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Esto justifica el uso de métodos heuristicos en aplicaciones que demandan extremada
eficiencia.

3.3. Exponenciacién binaria aplicada a test de primalidad
3.3.1 Test de primalidad de Fermat

Una aplicacién natural de la exponenciaciéon binaria modular son los tests de primali-
dad probabilisticos. Estos algoritmos, basados en propiedades de la aritmética modular,
determinan si un numero es primo con probabilidad controlada de error, pero con una
eficiencia muy superior a los métodos deterministicos. Su velocidad, lograda mediante
exponenciacion binaria, los hace indispensables para trabajar con ntiimeros de cientos de
digitos en criptografia.

Como un primer paso en este recorrido, recordemos el Pequeno Teorema de Fermat
que dice que si a es un entero y p un niimero primo tales que (a,p) = 1 entonces a’ =1
(mod p). El contrarreciproco nos dice que si n > 1 es entero y existe un entero a tal que
(a,n) =1ya"' #1 (mod n), entonces n es compuesto. El test de primalidad de Fermat
se basa en esta idea. A continuacién presentamos un pseudo codigo del algoritmo:

Algoritmo 2 Test de Primalidad de Fermat
Entrada: n > 1 (entero a testear), k£ > 1 (ntimero de iteraciones)
Salida: "Compuesto" o "Probable primo"

1:sin<l1

2: retornar "Compuesto" > Trivialmente no primo
3 sinosin=2o0n=3

4: retornar "Primo" > Casos base
5. fin si

6: para ¢ < 1 hasta k

7 a < entero aleatorio en [2,n — 2] > Seleccion de base
8: d < mcd(a, n)

9: sid 7& 1

10: retornar "Compuesto" > Factor encontrado
11: fin si

12: r < a" ' modn > Frponenciacion binaria modular
13: sir#1

14: retornar "Compuesto" > Viola el Pequeno Teorema de Fermat
15: fin si

16: fin para

17: retornar "Probable primo" > Con probabilidad > 1 — 27*

Vamos a demostrar que para un n compuesto que no sea de Carmichael, la prob-
abilidad de que el algoritmo retorne "Probable primo" después de k iteraciones es < 27*.

La limitacion clave es que el test falla para los nimeros de Carmichael: enteros com-

puestos que satisfacen "' =1 (mod n) para todo a coprimo con n. Estos niimeros:

« Son infinitos [4]

o siempre son detectados erroneamente como primos por el algoritmo

13
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Para probar este resultado, vamos a ir repasando algunos conceptos de teoria de grupos
a medida que los vayamos usando. Empezamos por definir un grupo, que es un par (G, )
formado por un conjunto GGy una operacion binaria

x:GxG — G
que satisface las siguientes propiedades:
1. Clausura: Para todo a,b € G, el elemento a x b también pertenece a G.
2. Asociatividad: Para todo a,b,c € G,

(axb)xc = ax(bxc).

3. Elemento identidad: Existe un elemento e € G tal que para todo a € G,

exa=a y axe=a.

4. Inversos: Para cada a € G existe un elemento a~! € G tal que

axal=e y alxa=e.

Sea n > 1 entero compuesto que no es de Carmichael. Como cada iteracion es indepen-
diente de las anteriores, con demostrar que la probabilidad de que el algoritmo retorne
"probable primo" tras una iteracion es a lo sumo %, bastara para demostrar que luego de
k iteraciones la probabilidad es a lo sumo 27%. El test toma al azar un entero del rango
2 < a < n-2, por lo que hace falta calcular cuantos valores de a cumplen que (a,n) =1y
que "' =1 (mod n), que son los que harfan que el algoritmo retorne "probable primo".
Recordemos que Z, es el conjunto de todos los restos en la division por n, que un ele-
mento a en 7Z, representa la clase de todos los enteros que tienen resto a en la division
por n y que, dados a y b elementos de dicho conjunto, definimos a + b = ¢ donde ¢ es
el resto de dividir a + b por n, y definimos ab = ¢ donde c es el resto de dividir ab por
n. Consideremos ahora el conjunto Z! = {a € Z, : med(a,n) = 1}. Es sabidos que tal
conjunto es un grupo multiplicativo (con las operaciones heredadas de Z,). Definimos
ahora S = {a € Z* : a" ! =1 (mod n)}. Veamos que S resulta ser un subgrupo:

1. Clausura: Sean a, b dos elementos de S, notemos que (ab)"! = a" "1 = 1
(mod n), luego ab € S.

2. Elemento identidad: Es claro que 1! =1 (mod n), luego 1 € S.

171

i
—_

3. Inversos: Sea a un clemento de S, notamos que (a1)"' = (a® 1)~
(mod n), luego a™! € S.

Por otro lado, como n no es de Carmichael, existe al menos un elemento = en Z; tal
que 2" ' #£ 1 (mod n), por lo que z € Sy S # Z? y S resulta ser un subgrupo propio.

Recordemos ahora el Teorema de Lagrange [5], que nos dice que si G es un grupo finito
y H es un subgrupo suyo, entonces

G| = [H||G : H]

14
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Donde [G : H] es la cantidad de conjuntos de la forma gH con g € G. Pero de esto,
podemos deducir que |H| es un divisor de |G]|.

Volviendo a la demostracion, como S # ZF, tenemos que |S| < |Z|, pero como vimos
que S era subgrupo, por el Teorema de Lagrange tenemos que |S| divide a |Z|. Luego
2 < Zal v llegamos a que |S] < Zal

= ) = "o -

5]
Para terminar, sea A = Z*\{1,n—1} (el conjunto de donde el algoritmo toma un elemento
al azar), tenemos entonces que |A| + 2 = |Z%|. Por otro lado, notemos que 1 € S pero

1 & A, por lo que

2l M2 A

Al < —1<
SNAI< S| - 1< 5 ;

1

Ahora solo resta calcular la probabilidad de que dado n compuesto no de Carmichael, el
algoritmo retorne probable primo:

#Casos favorables  [S N A < |A[/2 1

#Casos totales  |A] — |A] 2

como queriamos demostrar.

3.3.2 Test de primalidad de Miller-Rabin

El Test de Fermat, elegante por su simplicidad, nos muestra como un resultado del
siglo XVII se vuelve practico gracias a la exponenciacién binaria. Su debilidad ante los
numeros de Carmichael motiva la necesidad de tests més fuertes como el de Miller-Rabin,
que veremos a continuacion.

Antes de comenzar con este nuevo algoritmo, recordemos que si p es un niimero primo,
entonces Z, es un dominio de integridad. ;Qué significa esto? Que si a,b € Z, son tales
que ab =0 (mod p), entonces o bien ¢ = 0 (mod p) o bien b =0 (mod p). Dado = € Z,,
consideramos la ecuacion z? = 1 (mod p). O equivalentemente, (z + 1)(x — 1) = 0

(mod p). Como Z, es un dominio de integridad, o bien z = 1 (mod p) o bien z = —1
(mod p). Nuevamente, el contrarreciproco de esto nos dice que si n > 1 es un entero tal
que existe * € Z,, t # 1 (mod n) y z Z —1 (mod n) tal que 2> = 1 (mod n), entonces

n es un numero compuesto. Esta es, junto al Pequeno Teorema de Fermat, la idea clave
detras del test de primalidad de Miller-Rabin.

Antes de presentar el pseudo cddigo de este algoritmo, vamos a explicar un poco los
pasos, suponiendo que se quiere analizar la primalidad de un ntimero entero positivo impar
n. El caso de que sea par es facil de resolver porque si no es 2 entonces es compuesto.
Llamaremos Testigo fuerte a todo ntimero que dado un nimero compuesto n, nos de
como salida en el Test de Miller-Rabin "Compuesto'. Los pasos del algoritmo, con algunos
comentarios sobre la motivaciéon de cada uno, son los siguientes:

1. Descomposicion de n — 1: Factorizamos n — 1 como n — 1 = 2% - d donde d es
impar y s > 1. Esto se logra dividiendo sucesivamente por 2 hasta obtener un
numero impar. Es claro que esta representacion es unica para cada n.

2. Eleccién de la base a: Seleccionamos aleatoriamente un entero a en el rango
2<a<n-—-2

15
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3. Primera verificacién (Test de Fermat): Calculamos zp = a¢ (mod n) (en el
Test de Fermat cldsico calculamos a"~! (mod n), en este primero a? para filtrar
rapidamente casos més sencillos). Si resulta que:

rog==+1 (mod n),
entonces a no es testigo fuerte y n pasa la prueba para esta base.

4. Verificaciones sucesivas (raices cuadradas): Si no se cumplieron las condi-
ciones anteriores, iteramos para r =1,2,...,s — 1:

(mod n)

24 (mod n)

Ty =

I
S
i

Il
S

Verificamos en cada paso:

e Sixz, =—1 (mod n): n pasa la prueba (a no es testigo fuerte)

e Siz, =1 (mod n): n es compuesto (a es testigo fuerte, pues x,_; serfa raiz
no trivial de 1)

e Six, #=+1 (mod n): continuamos iterando

5. Conclusién final: Si después de todas las iteraciones (r = 1 hasta s — 1) no
apareci6 —1 y ademds xs_; # —1 (mod n), entonces n es compuesto y a resulta
testigo fuerte, pues:

a ' =a"#1 (mod n)

violando el Pequeno Teorema de Fermat.

El pseudo cédigo del algoritmo es el siguiente:
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Algoritmo 3 Test de Primalidad de Miller-Rabin
Entrada: n > 3 (impar), k£ > 1 (ntm. iteraciones)
Salida: "Compuesto" o "Probable primo"

1: Factorizarn —1=2°-d > d impar, s > 1
2: para i < 1 hasta k

3: a < entero aleatorio en [2,n — 2] > Seleccion de base candidata
4 r < a’ mod n > Erponenciacion binaria modular
5 sir=lozrx=n—1

6: continuar > No es testigo fuerte para esta iteracion
7 fin si

8 r<41

9: mientras r < s > Verificar raices cuadradas
10: r < 2? modn

11: sir=n-—1

12: romper > Rompe el ciclo interior
13: sinosi zx =1

14: retornar "Compuesto" > Raiz no trivial de 1
15: fin si

16: r<—r+1

17: fin mientras

18: siz#zn—1

19: retornar "Compuesto" > Base a es testigo fuerte
20: fin si

21: fin para

22: retornar "Probable primo" > Error < 47*

17
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Pero, jpor qué funciona? La genialidad del algoritmo de Miller-Rabin radica en cémo
une estas comprobaciones. Si n es primo, siempre pasard la prueba de Miller-Rabin, no
importa la base que se elija, a diferencia del test anterior que fallaba con los nimeros de
Carmichael. Esto se debe a que se cumplird el Pequeno Teorema de Fermat y la tnica
raiz cuadrada de 1 sera 1 o —1.

Por otro lado, si n es compuesto, es muy probable que no pase la prueba. Para un
numero compuesto n, se ha demostrado que la probabilidad de que un nimero a elegido
al azar del rango 2 < a < n — 2 sea un testigo fuerte es de al menos %, por lo que la
probabilidad de fallo del test tras una iteracién es a lo sumo  [6].

Al repetir la prueba con diferentes bases aleatorias k veces, la probabilidad de que
un nimero compuesto n sea erréneamente clasificado como "probable primo" disminuye
exponencialmente. Si se realizan k pruebas, la probabilidad de un falso positivo es menor
a 47%. Para tomar nocién de la eficiencia del algoritmo, con solo 10 bases la probabilidad
de error es menor a una en un millon.

La eficiencia del paso 3 (célculo de a® mod n) depende criticamente de la exponen-
ciacion binaria modular, reduciendo su complejidad de O(d) a O(log(d)). Sin esta opti-
mizacion, el test seria inviable para niimeros de miles de cifras.

3.4. Pero... ;sb6lo los nimeros se pueden multiplicar?

Si repasamos atentamente las ideas de la exponenciacién binaria, en realidad lo tinico
que usamos de la multiplicacién es la propiedad asociativa. Por lo que esta idea se po-
dria aplicar a cualquier operacion asociativa, y, en particular, al producto de matrices
cuadradas.

Recordemos que el producto de dos matrices cuadradas A = (a;;) y B = (b;x,), ambas
de orden n, es una nueva matriz C' = (¢;;) donde cada elemento se define como:

n
Cik, = Zaijbjk para 1<i,k<n
j=1
Esto equivale a realizar n® multiplicaciones y n?(n — 1) sumas en el método estdndar.
Como la exponenciacién binaria nos permite calcular potencias k-ésimas en O(log(k)),
y el producto entre dos matrices cuadradas en R™*" es O(n?), podemos afirmar que la
complejidad computacional de elevar a la k-ésima potencia una matriz cuadrada A € R™*"
es O(n®log(k)).
A continuacién, presentaremos dos ejemplos de problemas que pueden resolverse de
manera mas eficiente si utilizamos el método anterior.

3.4.1 Recurrencias

Una recurrencia lineal homogénea de orden £ con coeficientes constantes es
una ecuacion que define una secuencia {a,},>o en un cuerpo K (generalmente R o C)
mediante:

Gp = C1Qp_1 + Colp_o+ -+ Cpp_k, Yn2>Fk
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En este tipo de recurrencias, decimos que k es el orden de la recurrencia, que
c1,Co, ..., € Kconstantes con ¢ # 0 son los coeficientes y que los valores ag, aq, ..., ax_1 €
K son dados y llamados condiciones iniciales.

El problema planteado es cémo calcular a,, para un m dado. Resolvamos este problema
en un ejemplo, para entender la complejidad que puede llegar a tener un calculo sin
ninguna optimizaciéon. Consideremos la sucesion de Fibonacci, dada por F,, = F,,_1 +
F, oVn>2y Fy=0, F; = 1. Vamos a calcular F5 con un diagrama para ilustrar la
situacion:

n] [&]
SN SN

e n:y F

Observando el diagrama de calculo, notamos que hacemos unas 15 llamadas re-
cursivas, de las cuales 9 resultan ser redundantes por calcular varias veces los mismos
términos. En general, este método para calcular el n-ésimo ntimero de Fibonacci tiene
complejidad O(2"). Por lo que para calcular Fyy ya se tardarian unos dieciocho minutos,
y para Fyp casi treinta y seis anos: inviable. Finalmente, si la recurrencia es de orden k,
entonces la complejidad de calcular el n-ésimo término es O(k™)

Ahora bien, volviendo a Fibonacci, la primera optimizacion significativa podria ser
ir almacenando los valores calculados. Asi, cada F; serfa calculado una unica vez, y
calcular cada término nuevo seria inicamente sumar los dos términos anteriores. Por lo
que calcular el n-ésimo término tendria una complejidad O(n), ya que cada célculo nuevo
necestaria inicamente sumar los dos términos previos. Mucho maés efectivo que el método
anterior, podriamos calcular Fjps en menos de un segundo. Pero nuevamente el algoritmo
volveria a ser muy lento para valores de n més grandes. En general, si la recurrencia es
de orden k, calcular el n-ésimo término tiene complejidad O(nk).

La tultima optimizaciéon que vamos a hacer surge de notar que podemos pensar el
calculo del siguiente Numero de Fibonacci como un producto de matrices si usamos la

siguiente identidad matricial:
Foro (1 1) (Fana
F,.] \10)\F |

Pero aplicando reiteradas veces esta identidad, llegamos a algo que tiene de fondo una

potencia tremenda:
Fopl (101 Fi
E, ] \1 0] \R
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Aparecio la estrella de este capitulo, la potencia. Podemos aplicar entonces la exponen-
ciaciéon binaria. Como en este caso k = 2 esta fijo, resolver el problema del n-ésimo
Fibonacci tiene complejidad O(log(n)). Asi que podemos trabajar con valores de n de
miles de cifras sin problema.

Formalizando un poco lo anterior, dada una recurrencia lineal homogénea a,, = cia,,_1+
Collp_o + -+ + Chan_1, Vn >k, definimos su Matriz de Transformacién M € KF**
[7] como:

C1 Co Cr
1 0 0
M = :
0
0 1 0

Ap—k+1

Ademas V), estd dado por las condiciones iniciales. Es facil notar que, por como fueron
definidas, se cumple que V,, = MV,_; V n > k. Si aplicamos varias veces esta igual-
dad, concluimos que V,, = M™ =DV, _,. Luego podemos obtener V,, tras calcular con
exponenciacién binaria M" %! y multiplicar el resultado por Vj,_;. Realmente bellisimo.

3.4.2 Contando caminos en grafos

Un grafo es un objeto matematico muy interesante por sus propiedades matematicas.
Pero también muy versatil para modelar de manera abstracta distintas redes de relaciones
en sistemas complejos: desde circuitos eléctricos o rutas entre ciudades hasta dinamicas
sociales, preservando propiedades estructurales clave. Una primera aproximacion informal
a la definicién de Grafo Dirigido es "un conjunto de puntos y flechas que unen algunos
de esos puntos'. A los puntos los llamaremos nodos y a las flechas que apuntan de un
nodo a otro aristas dirigidas. Una definicién un poco mas rigurosa nos dice que un grafo
dirigido es un par G = (V, E) donde V es un conjunto no vacio de vérticesy £ CV x V
es un conjunto de pares ordenados llamados aristas. Si (u,v) € F significa que hay una
arista de u a v. Es importante notar que (u,v) # (v,u). Un camino de longitud & desde
un vértice u hasta un vértice v es una secuencia finita de vértices

P = ('U(),'Ul,...,'Uk-)

tal que para cada i € {0,1,...,k—1}, (v;,v;11) € E. El problema que planteamos ahora
es calcular cuantos caminos de longitud exactamente k hay entre cada par posible de
vértices del grafo.

Un primer abordaje a este problema con una estrategia intuitiva es resolver el problema
de manera recursiva en cada nodo. Para esto, podemos definir una funciéon
contar_caminos(origen, destino, longitud) que funcione de la siguiente manera:
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1. Caso Base (longitud = 0):

1 siu=vw
0 siu#v

contar_caminos(u,v,0) =

(Solo existe el camino trivial de longitud 0 si estamos en el mismo nodo)
2. Paso Recursivo (longitud > 0):

contar_caminos(u,v,k) = Y contar_caminos(w,v,k — 1)
w
(u,w)eE
y obtenemos la respuesta sumando mientras w va recorriendo todos los vecinos de
u (nodos conectados por una arista saliente).

Y para calcular la soluciéon completa a nuestro problema ejecutariamos esta funcion para
cada posible par de nodos (u,v) en el grafo.

Este enfoque es analogo a la primera solucion recursiva que vimos para los niimeros
de Fibonacci y, al igual que esa solucién, a pesar de ser intuitiva y facil de comprender, es
extremadamente ineficiente. Si en nuestro grafo el grado de salida maximo® de cualquier
nodo es d, el nimero de operaciones para calcular todos los caminos de longitud k& que
salen desde un vértice seleccionado u es O(d*).

Para tomar dimensién de la ineficiencia de este método, podemos tomar un grafo
completo (para cada par de nodos u, v existe una arista entre ambos en cada direccion)
con |V| =10 nodos (dmax = 9) y longitud k = 20:

9%0 ~ 1.21 x 10 llamadas recursivas == mas de 38,000 afios en hardware moderno.

Es claro que, nuevamente, parte de la ineficiencia radica en la enorme cantidad de
veces que resolvemos cada subproblema. Por ejemplo, si fijamos dos nodos v y w,
contar_caminos(w, v, k-1) serd calculado tantas veces como caminos de un paso lleguen
a w. En este caso, y recordandonos nuevamente lo bello de la matematica y como a veces
distintas ramas que pueden parecer alejadas terminan cruzandose, surgen herramientas
del algebra lineal para ayudarnos a "almacenar' los resultados parciales y no calcular
varias veces lo mismo.

Dado un grafo de n nodos, definimos su Matriz de Adyacencia A € Z"*" dada por

A;; = # {aristas desde i hacia j} Vi,jeV

Vamos a demostrar ahora un resultado sobre las matrices de adyacencia que nos va a
servir para nuestro problema. Supongamos que tenemos un grafo dirigido G = (V, E) y
V| =n, y sea A € Z™" su matriz de adyacencia. Entonces, para todo entero positivo
k, se cumple que Afj = # {caminos de longitud k desde i hacia j} Vi,j € V [8]. Para
esto, vamos a proceder por induccion:

1. Caso Base (k = 1): tenemos que A = Ay, por como estd definida la matriz de
adyacencia, vale que A;; = # {aristas desde i hacia j} Vi,j € V, y las aristas son
exactamente los caminos de longitud uno.

3El grado de salida de un nodo u, notado deg™ (u), es el niimero de aristas que salen de u. El grado
de salida maximo es d = max,cy deg™ (u). El andlisis O(d"*) considera el peor caso, donde cada nodo
tiene exactamente d vecinos salientes.
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2. Paso inductivo: Supongamos que nuestro resultado es cierto para cierto k& > 1
entero positivo. Tenemos entonces A**! = A*A y, por definicién de producto de
matrices, resulta que:

n
k+1 _ k
Aij - Z Aim ’ Amj
m=1

Pero notemos que, por definicién de matriz de adyacencia, A,,; cuenta la cantidad
de caminos de longitud uno desde m hasta j, y por la hipétesis inductiva A¥ cuenta
la cantidad de caminos de longitud k& de ¢ a m. Entonces cada término de la pinta
AF - A,,; cuenta

(caminos de ¢ a m de longitud k) X (caminos de m a j de longitud 1)

= caminos de 7 a j de longitud k& + 1 que pasan por m.

Ahora bien, como todo camino de longitud k£ + 1 desde ¢ hasta j se descompone en
un camino de longitud k& desde ¢ hasta algin m seguido de un camino de longitud
1 de ese m hasta 7, A,Z*l resulta contar exactamente la cantidad de caminos de
longitud k£ + 1 desde i hasta j como queriamos demostrar.

Después de incorporar este resultado a nuestro repertorio matematico, es claro que
resolver el problema propuesto se puede sintetizar en calcular A*. Ya que en cada entrada
de esta matriz tendriamos la respuesta a la pregunta ;cudntos caminos de longitud k hay
desde i hasta j?. Por lo demostrado previamente, sabemos que elevar una matriz de orden
n a su k-ésima potencia tiene una complejidad computacional O(n3log(k)) por lo que,
retomando el ejemplo del grafo completo con |V| = 10 y longitud k£ = 20, resulta que
necesitarfamos del orden de 10® x log,(20) ~ 4300 operaciones = 0.0001 segundos. La
representacion matricial del grafo y la exponenciaciéon binaria tendieron un puente entre
lo infinito y lo instantaneo: la potencia de las buenas ideas en su maximo esplendor.

4. Karatsuba

“El gran obstdculo para el descubrimiento no es
la ignorancia, es la ilusion del conocimiento.”

Daniel J. Boorstin, 1914-2004.

Nota importante: como mencionamos en el capitulo de orden de complejidad, cuando
hagamos referencia a algoritmos para manipular nimeros arbitrariamente grandes, una
operacion elemental es la manipulacién de un solo digito (sin importar cual sea la base b
elegida).

4.1. El joven que desafié la historia de la multiplicacién

Hasta mediados del siglo XX, la comunidad matematica consideraba el método de
multiplicacion escolar, ilustrado en el siguiente ejemplo:
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43 X 28

N

3x8=24 40x8=320 3 x 20 =060 40 x 20 = 800

24 4+ 320 + 60 + 800 = 1204

con su complejidad de O(n?) para multiplicar dos ntimeros de n digitos no solo como
el estandar, sino como el mejor posible. Tal era el consenso al respecto que en 1960, en un
seminario en la Universidad Estatal de Mosci, Andrey Kolmogorov, uno de los grandes
matematicos del siglo XX, conjeturé que ningun algoritmo podria multiplicar nimeros
de n digitos en menos de O(n?) operaciones, considerando el método escolar como as-
intéticamente Optimo. Lamentablemente para la conjetura de Kolmogorov, pero afortu-
nadamente para las matematicas, se encontraba entre la audiencia un joven de 23 anos:
Anatoly Karatsuba, quien por ese entonces era estudiante de posgrado de Kolmogorov.

Una semana. Una semana le llevo a Karatsuba rebatir la conjetura de Kolmogorov.
En tan solo una semana desarrolld un algoritmo basado en la estrategia de "divide y
venceras' que rompia con la barrera cuadratica. El algoritmo de Karatsuba multiplicaba
dos enteros de tamafio n con una complejidad O (nlogQ(S)) [9], que tiene un exponente
aproximado de 1.585. Esto no solo fue revolucionario por la mejora sustancial al tiempo
de ejecucién, sino que también abrié un campo de investigaciéon completamente nuevo en
la bisqueda de algoritmos cada vez mas eficientes para multiplicar.

4.2. La idea de Karatsuba y como implementarla

La estrategia del "divide y venceras" consiste en tres pasos: primero dividir el problema
en subproblemas mas pequefios del mismo tipo, segundo resolver recursivamente cada
subproblema (si son muy pequenos, resolverlos directamente) y, por tltimo, combinar las
soluciones de los subproblemas para obtener la solucion global. Vamos a aplicar esta idea
al problema de multiplicar dos ntimeros de tamano n. Por simplicidad en los calculos,
asumamos que n es una potencia de 2. Supongamos que los niimeros que queremos
multiplicar son z e y. Es claro que podemos reescribirlos a cada uno como = = a-10™2+b
ey = c-10"24d, siendo a y c enteros positivos de n/2 cifras y b y d enteros no negativos
de a lo sumo n/2 cifras. Operando llegamos a que:

zy = ac- 10" + (ad + be) - 102 4 bd

Para calcular el producto original, necesitamos resolver cuatro multiplicaciones de
tamafnio n/2: ac, ad, bc y bd. Un algoritmo recursivo basado en esta descomposicion
realizaria 4 llamadas a si mismo con problemas de la mitad de tamano, lo que nos lleva
a una complejidad final de O(n?). El "divide y venceras" no es suficiente para mejorar el
algoritmo.

Pero donde todos vieron un callejon sin salida, Karatsuba pudo ver mas alla y con una
simple pero ingeniosa identidad algebraica logro reducir la cantidad de multiplicaciones
necesarias en cada paso recursivo. Si definimos a; = ac, ap = bd y a3 = (a + b)(c + d),
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cada uno de ellos es un producto de dos nimeros del orden de n/2 digitos, y si notamos
que ag — as — a1 = ad + be resulta que

a:y:al‘10"+(a3—a2—a1)~10”/2+042

Y ahora para calcular el producto original necesitamos calcular solamente tres multipli-
caciones de tamano n/2. Esta mejora en cada paso recursivo resulta en el algoritmo de
Karatsuba que tiene una complejidad computacional de O (nlog2(3)>. El caso base de la
recursividad es cuando n = 1 y simplemente se retorna el producto de dos nimeros de un
digito cada uno con el método tradicional. Vale la pena notar que todo el proceso anterior
puede ser reemplazado por cualquier base de numeraciéon B, no solamente 10. En efecto,
basta reemplazar © = a - B2 +be y = ¢- BY? +d y los pasos funcionan exactamente
igual, con la misma complejidad computacional.

A continuacion, presentaremos un pseudocodigo de la implementacién del algoritmo.
Pero antes es necesario abordar dos detalles practicos: ;qué sucede si el nimero de digitos
no es par? ;Y si los nimeros a multiplicar no tienen la misma longitud? La solucién en
ambos casos es la misma: completamos el nimero mas corto con ceros a la izquierda
hasta que ambos tengan la misma longitud, digamos n. Si n resulta ser impar, anadimos
un cero mas a la izquierda y la nueva longitud serd par. Notemos que la operacién de
igualar los tamanos, en caso de ser necesaria, lo serda inicamente en la primera llamada
al algoritmo, y por otro lado, en cada llamado se anade a lo sumo un digigo a cada
numero, por lo que no afecta la complejidad total del algoritmo. Ahora podemos aplicar
el algoritmo correctamente. Sin embargo, por simplicidad de lectura, el pseudocodigo
que presentaremos asumira que los nimeros de entrada ya han sido procesados como se
describio, es decir, que tienen la misma longitud n y que n es par.

Algoritmo 4 Multiplicacién de Karatsuba
Entrada: z,y: enteros no negativos con igual longitud n (par)

Salida: =z x y

1: sin <2 > Umbral para multiplicacion escolar

2 retornar z X y

3: fin si

4:m <+ n/2 > Mitad de digitos (entero por ser n par)

5. B« 10™ > Base posicional
6: a < |z/B] > Mitad superior de x

7. b2 mod B > Mitad inferior de x
8: ¢+ |y/B| > Mitad superior de y
9: d<+y mod B > Mitad inferior de y
10: ay < KARATSUBA(q, ¢) > ac
11: ag « KARATSUBA(D, d) > bd
12: a3  KARATSUBA(a + b, ¢+ d) > (a+b)(c+d)
13: 24 a3 — ] — Qg > ad + be
14: retornar «a; X B2+ 2z x B+ ay > Ensamblaje final
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4.3. ;Por qué funciona en O <n1°g2(3))?

Que el algoritmo de Karatsuba es sustancialmente mas eficiente que el algoritmo que
se usaba hasta ese entonces es claro, porque descompone cada producto de tamano n en
tres productos de tamano n/2. Pero, jcomo podemos demostrar que es O (n1°g2(3)>?

Empecemos por llamar 7T'(n) a la cantidad de operaciones elementales que lleva mul-
tiplicar dos nimeros de tamano n con el algoritmo de Karatsuba. Denotamos también
por f(n) la cantidad de operaciones elementales que demandan las tareas no recursivas
en cada llamada: dividir los niimeros, sumar y restar enteros de hasta n digitos y los
desplazamientos (multiplicar por 10" y 10™2, que no es otra cosa que anadir ceros), que
dado el tamano de los niimeros en los que aplicamos esas operaciones, podemos afirmar
que el costo es lineal. Es decir que f(n) es O(n). Notemos que en cada llamada recursiva
resolvemos tres subproblemas de tamaro n/2 y tenemos ademas el costo no recursivo extra,
de f(n), por lo que el tiempo de ejecucion satisface la siguiente relaciéon de recurrencia:

T(n)=3T(n/2) + f(n)

Pero la pregunta que todos nos hacemos es jcomo se resuelve una recurrencia como
esta en andlisis de complejidad? O mas ain, ;qué significa resolverla? La idea es buscar
la complejidad que tiene que tener T'(n) para cumplir esa recurrencia. Para eso vamos
a presentar una herramienta fundamental en el analisis de complejidad de algoritmos, el
Teorema Maestro [10], que permite resolver recurrencias de la forma:

T(n) =a-T(n/b)+ f(n)

donde a representa la cantidad de subproblemas recursivos en los que descomponemos
nuestro problema, n/b es el tamano de cada subproblema (se asume que todos los sub-
problemas tienen el mismo tamano), y por ultimo f(n) representa el costo de dividir el
problema original y de combinar los resultados obtenidos al resolver cada subproblema.
Ademsds, el teorema tiene como hipétesis que f(n) sea O (nd) para cierto d > 0. La com-
plejidad computacional del algoritmo que concluye en teorema se define segiin tres casos,
dependiendo si d < logy(a), d = log,(a) o d > logy(a). En el caso en que d < log,(a), la
solucion es que T'(n) sea O (nl"gb(“)).

Si aplicamos el Teorema Maestro a nuestra recurrencia en particular, tenemos que
a=3,b=2yd=1,ycomo 1 < log,(3) ~ 1.585, por lo que T'(n) resulta ser O <n1°g2(3))
como queriamos demostrar.

5. La Transformada Rapida de Fourier.

“El camino mds corto entre dos verdades en el
dominio real pasa a través del dominio complejo.”

Daniel J. Boorstin, 1865-1963.

5.1. Funciones Generatrices

Gran parte de la combinatoria se dedica al desarrollo de herramientas para el conteo.
Algunas de esas herramientas provienen de ramas de la matematica que nuestra intuicion,
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a priori, nos diria que no tienen mucha relacién con la combinatoria. En esta seccién vamos
a presentar una herramienta de conteo que, a mi parecer, es de las méas increibles jamas
desarrolladas: las funciones generatrices [11].

El problema que nos va a acompanar a lo largo de esta seccion es el siguiente: se
tienen algunas bananas y algunas manzanas, todas con pesos entero entre 1 y k. Ahora la
conisgna es contar: para cada w entero entre 2 y 2k, la cantidad de maneras de elegir una
banana y una manzana de manera que su peso combinado sea exactamente w. Este tipo
de problemas de conteo, aparentemente complejos, pueden resolverse de forma elegante
usando la herramienta que vamos a presentar en este capitulo.

Antes de hablar de funciones generatrices, hace falta definir otro concepto clave: las
series formales de potencias. Una serie formal de potencias es una expresion de la
forma

(o)
ap + a1x + agr? + - = Zana:”
n=0

Donde la sucesién (a,,)n>o0 es llamada la sucesion de coeficientes y toma valores en un
cuerpo K, aunque para nuestros propésitos en combinatoria, estos coeficientes seran casi
siempre enteros que representaran cantidades. A pesar del parecido estético con las series
de potencias trabajadas en el contexto del analisis matematico, las series formales de
potencias son un objeto algebraico, no una funcién numérica. Por lo que cualquier tipo
de analisis sobre la convergencia para distintos valores de x carece de utilidad. La variable
2 no es un numero al que le asignaremos valores sino una suerte de indicador de posiciones
que vamos a usar, por lo que el exponente n en 2" senala la posicién del coeficiente a,,. Asi,
o

por ejemplo, aunque la serie formal de potencias Z nlz" asociada a la sucesion a,, = n!
n=0
no genera ningun tipo de interés en términos analiticos, porque su radio de convergencia

es 0, en el contexto de las series de potencias formales puede tener un rol importante.
Ademas, hace falta formalizar el adlgebra de las series formales de potencia. Asi que
vamos a hablar sobre algunas definiciones de cémo operan entre si, dejando algunas otras

por fuera por exceder los propositos de este trabajo, como son la derivada formal o la
o0 [o¢]

existencia del inverso multiplicativo para ciertos tipos de series. Dadas Z X"y Z bpx™

n=0 n=0
dos series formales, definimos:
[o.¢] o
o La igualdad Z a,x" = Z b,x", como la igualdad coeficiente a coeficiente, es decir
n=0

n=0
a, =b, Yn >0

e La suma Z a,x" + Z b,x" = Z c,x" donde ¢, = a, + b,, Vn >0

n=0 n=0 n=0

« El producto Z anx™ | - Z b,z" | = Z c,z" donde
n=0

n=0 n=0

Cn = CLObn +aibp_q + -+ anbO = Z akbnfku Vn >0
k=0

Cabe destacar que un caso importante de las series formales de potencias son los polinomios,
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que son series formales donde solo finitos coeficientes no son nulos, en ese caso la igualdad,
la suma y el producto se definen de la manera usual con la que se suele trabajar.

Ya habiendo definido este objeto algebraico y algunas de sus operaciones, vamos a
hablar sobre las funciones generatrices. Las funciones generatrices no introducen un
nuevo objeto, sino mas bien podriamos decir que es un cambio conceptual sobre la percep-
cién de las series formales de potencias a las que ahora vamos a asignarles un significado
combinatorio a sus coeficientes, donde cada a,, representara ahora la respuesta a un prob-
lema de conteo de tamaifio n, y a sus operaciones, donde ahora la suma y producto tendran
significado de operaciones combinatorias.

Tras definir los conceptos necesarios, vamos a resolver el problema que planteamos al

principio, para ilustrar el poder de las funciones generatrices viéndolas en accion:
Lo primero que vamos a hacer es definir M(x) = ag + ajz + ayz? + -+ + apx® como la
funciéon generatriz que cumple que cada coeficiente a; es la cantidad de manzanas que
tienen un peso de i, y B(z) = by + byx + bya® + -+ + bpx® como la funcién generatriz
que cumple que cada coeficiente b; es la cantidad de bananas que tienen un peso de ¢
(es claro que ag = by = 0). ;De qué maneras podriamos formar un peso combinado de
exactamente 47 Podriamos tomar una manzana de peso 1 y una banana de peso 3, una
manzana de peso 2 y una banana de peso 2, o una manzana de peso 3 y una banana
de peso 1. Ahora nos preguntamos, ;de cuantas maneras distintas podemos tomar una
manzana de peso 1 y una banana de peso 37 Bueno, resulta que esto no es otra cosa que
a1bz. De igual modo, asbs nos dice de cuantas maneras podemos hacerlo con una manzana
de peso 2 y una banana de peso 2, y asb; nos dice lo mismo con manzanas de peso 3 y
bananas de peso 1. Entonces, el resultado total para un peso combinado de exactamente
4 es a;bs + asby + azby. Consideremos ahora el producto

k k 2k
M(z)-B(x) = (Y anz" | - | D by | =D cpa”
n=0 n=0 n=0

n
Y recordando que ¢, = Z a;b,_;, si tomamos el caso n = 4 nos queda ¢4 = agbs + a1b3 +
=0
asbs + asby + asby = a1b]3 + asbs + azby, que es la respuesta que habiamos calculado hoy.
Resulta que multiplicar ambas funciones generatrices, en términos combinatorios es el
equivalente a separar en dos conjuntos independientes (en este caso manzanas y bananas)
y contar de cuantas maneras se puede tomar un elemento de cada uno de manera que la
suma de los pesos de un nimero determinado. De este modo, si analizamos la expresion
n

Cp = Z a;b,_; resulta que cada sumando es la cantidad de maneras de obtener n como
=0
peso combinado con una manzana de peso j y una banana de peso n — j. Asi, si llamamos

2%
C(z) = Z cpx”, el coeficiente que acompane a x" para cada valor de n entre 2 y 2k sera
n=0

la respuesta a la pregunta ";de cudntas maneras se puede formar un peso combinado de
n con una manzana y una banana?'

Por tultimo, un simple analisis de complejidad computacional nos dice que multiplicar
ambos polinomios es O(k?), porque cada coeficiente de M (z) se multiplica con cada
coeficiente de B(x). Ahora, la pregunta que nos surge es ;jpodremos multiplicar polinomios
de manera mas rapida? Y de eso vamos a hablar en la siguiente seccion.
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5.2. Multiplicando polinomios
5.2.1 TUna aproximacion al problema con una estrategia conocida

Las funciones generatrices son una herramienta muy potente. Pero al final de la seccién
pasada nos topamos con que el producto de polinomios, tal y como lo aprendimos en el
colegio, es O (n?). Al igual que con el producto de niimeros grandes, es facil conjeturar al
principio que esa complejidad es la 6ptima. Si hay que multiplicar todos los coeficientes
entre si, jcomo podriamos hacerlo con una complejidad asintéticamente mejor? El lector
atento tal vez recordara la idea de Karatsuba. Hay un parecido cuanto menos estético en
las cosas que queremos multiplicar. Si dijimos que su algoritmo valia para cualquier base
que eligiésemos, no tnicamente para base 10, ;no podriamos modificar el algoritmo para
que la base se convierta en una variable?

n—1 n—1
Sean A(z) = Y azz® y B(x) = Y byz* ambos polinomios de grado n — 1, que por
k=0 k=0

simplicidad supone?mos que n es una potencia de dos nuevamente. Si llamamos M (x) =
n/2—1 n/2—1

Z arpz® y N(z) = Z an/2+k:ck, notamos que
k=0 k=0

A(ZE) — ag + aq2 + a2x2 4ot an/2_1$n/2—1 +an/2xn/2 + an/2+1xn/2+1 4+t an—ll’n_l

M (z) "N (z)

De manera aniloga, definimos Q(z) y R(z) tales que B(z) = Q(z) + 2"/?R(z). Ahora
bien, si llamamos Py(z) = M(z) - Q(x), Py(x) = N(x) - R(z) y Ps(x) = (M(z) + N(z)) -
(Q(x) + R(x)) entonces llegamos a que

Az) - B(z) = Pi(z) + 2" ((Py() — Py(x) — Pi(x)) + 2" Py(x)

. Y nuevamente, descompusimos el problema de un producto de dos polinomios de grado
n — 1 en tres productos de grado n/2 — 1, més el costo de unir los tres resultados con
algunas operaciones extra. Un andlisis similar al ya desarrollado en el capitulo anterior nos
perimitiria concluir que este algoritmo resulta ser O (nlog2(3)), por lo que una abstraccién
del algoritmo de Karatsuba nos permite multiplicar polinomios de manera mas eficiente
que cuadratica.

5.2.2 El nuevo enfoque que cambié todo

En este momento, cuando uno se ve tentado por la idea de buscar algin otro artilugio
algebraico reacomodando términos para poder reducir la cantidad de operaciones, resulta
que el proximo salto cualitativo en la eficiencia de algoritmos de producto se da con un
cambio total del enfoque. Sabemos que dos polinomios A(x) y B(z) son iguales si y solo si
son iguales coeficiente a coeficiente. Por simplicidad, supongamos que A(z), B(z) € Clz]
pero que sus coeficientes son reales. A cada polinomio de grado n—1 se le puede asignar de

n—1
manera biyectiva un vector en C" mediante A(z) = Z arx®  — (ag, a1, ..., an_1), que
k=0

llamaremos representacién por coeficientes. Luego, dos polinomios son iguales si y
solo si tienen la misma representacién por coeficientes (en particular, si dos vectores tienen
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distinto tamano claramente son distintos). Esta concepcion de la igualdad de polinomios
es con la que uno suele estar mas familiarizado y, ademés, esta asignacién es simple de
deshacer. Es decir, a partir de ese vector es inmediato reconstruir el polinomio original.
Esta correspondencia biyectiva es tan natural que, de ahora en adelante, identificaremos
un polinomio con su vector de coeficientes. Este isomorfismo nos permite, con un leve pero
util abuso de notacion, hablar de operaciones sobre A, donde A puede ser considerado
tanto el polinomio A(z) como su vector de coeficientes, segiin el contexto lo requiera.

Antes de seguir, hay una observacion clave que realizar. Si A(x)y B(z) son polinomios
de grado a lo sumo n — 1, su producto tendra grado a lo sumo 2n — 2. Para determinar
este nuevo polinomio, necesitaremos su valor en al menos 2n — 1 puntos, por lo que antes
de empezar debemos ampliar las representaciones de A y B. Lo que se suele hacer es
rellenear con ceros los vectores de coeficientes de los dos polinomios hasta que tengan una
tamano de N, donde N es la menor potencia de dos, mayor o igual a 2n — 1, dado que
los algoritmos que vamos a trabajar son més eficientes con tamanos potencia de dos. A
partir de ahora, este N sera nuestro tamafio de trabajo: todos los vectores de coeficientes
se rellenaran con ceros hasta tener longitud N y todas las evaluaciones se realizaran en
N puntos.

Como siguiente paso, recordemos que todo polinomio de grado a lo sumo N — 1 queda
univocamente determinado por su evaluacién en N puntos distintos. Sean xg, z1, - ,Tn_1
nimeros complejos distintos. Supongamos que A(z;) = B(x;) para todo i, y que son
ambos polinomios de grado a lo sumo N — 1. Luego P(z;) = (A — B)(x;) = 0 para todo
i, por lo que tenemos un polinomio de grado a lo sumo N — 1 con N raices distintas, lo
cudl solo es posible si (A — B)(z) es el polinomio nulo. Es decir, si los polinomios son
iguales. Entonces, si fijamos el grado de los polinomios N — 1, y N complejos distintos
X, L1, - ,Tn_1, @ cada polinomio de grado a lo sumo N — 1 se le puede asignar de
manera biyectiva un vector en CV mediante A(zx) — (A(zo), A(z1),..., AlzN_1)),
que llamaremos representacion por valores. Luego, nuevamente, dos polinomios son
iguales si y solo si tienen la misma representacién por valores, aunque no parece haber una
manera que no demande O(N?) operaciones para reconstruir el polinomio original, que es
plantear un sistema de N ecuaciones con N incognitas para despejar los coeficientes.

Vamos a definir ahora una funcién entre vectores de igual tamaiio en CV, a la que
notaremos *, pero por comodidad llamaremos producto, que serd multiplicar coordenada
a coordenada ambos vectores:

(Uo,ub T aUN—l) * (U07'U17 T 7UN—1) = (UO'UOaul'Ula T ,UN—1UN—1)

Para mayor fluidez de la escritura definamos algunas notaciones extra también. Sea

N-1
Az) = Z aix”® un polinomio en Clz]<n-1, entonces:

k=0
A= (ag,ay, - ,ay_1) € CV es su representacion por coeficientes, donde los coeficientes

entre a, y ay_1 fueron completados con ceros.
Si B(z) es también un polinomio en C[z]<y_1, consideramos el polinomio A(z)B(x) €
Clz]<n_1 y denotamos A- B = (cg, ¢y, -+ ,cy—1) € CV donde los ¢; son los coeficientes de
A(z)B(x) rellenados con ceros hasta llegar al tamano NN, a la representacién en coeficientes
de A(z)B(z).

Ademas, si fijamos los N puntos distintos en los que vamos a evaluar, definimos f :
Clz]<n_1 — CV como la representacion por valores de los polinomios de grado a lo sumo
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N — 1. Es facil notar que si llamamos C(z) = A(x)B(z) entonces C(z;) = A(x;)B(x;)
para todo %, por lo que
f(A(x)B(x)) = f(C(x)) =
(C(x0),C(21), -+, Clrn-1)) =
(A(o)B(xo), A(z1)B(21), -+, A(wn-1)B(n-1)) =
(A(wo), A1), -+, Alwn-1)) * (B(wo), B(21), -+, Blan-1)) =
f(A(@)) = f(B(x))

Y resulta que el producto de la representacion por valores de dos polinomios, es igual
a la representacion por valores del producto de ambos polinomios. El producto habitual
entre polinomios es O(N?), pero el producto entre las representaciones es O(N). El
problema es que asignar a cada polinomio su representaciéon por valores es O(N?) y una,
vez que tenemos la representacién por valores, reconstruir el polinomio también es O(N?).
Por lo que, hasta ahora, no hemos mejorado la eficiencia del producto, solo movimos la
complejidad de lugar: ahora lo costoso es obtener la representacién y deshacerla, y la
complejidad sigue siendo cuadratica. Aunque parezca que nos encontramos en un callejon
sin salida, esto que acabamos de presentar es la idea con la que trabaja la Transformada
Répida de Fourier (FFT por sus siglas en inglés) y que vamos a complementar con algunas
propiedades de los niimeros complejos para volver mas eficiente nuestro algoritmo.

5.2.3 La clave de la eficiencia: las raices de la unidad

Antes de continuar con el algoritmo, vamos a hacer un breve repaso sobre nimeros
complejos: la ecuaciéon ¥ = 1 tiene exdctamente N soluciones complejas para todo N
entero positivo, a las que llamamos raices N-ésimas de la unidad. Ademas, sabemos
que cada una de las )V raices son de la forma wy j = e*¥ con 0 < k < N —1. Por altimo

notamos que wy 1, a la que llamaremos wy, puede ser utilizada para describir a todas las

, , 2k 2mi \ K k
demas raices, ya que wy =e N = (eN ) = (wy)" para cada k.

Dado un polinomio A(z) en C[z|<xn_1, definimos la Transformada Discreta de Fourier
como DFT : CN — C¥ dada por

DFT(A) = (A(wnyo), Alwna), -+ Alwng-1)) =

(A (WE)V) 7A (w]l\f) )t 7A (fol)) = (y07y1> T ,ny1)

Como la DF'T es un caso particular de representacién por valores, sabemos que DFT(A-
B) = DFT(A) «x DFT(B). Ademés sabemos que cualquier representacién por valores es
biyectiva, por lo que podemos definir la Transformada discreta inversa de Fourier
IDFT : CYN — C¥ como la operacién inversa de la DFT: IDFT (yo,y1,- -+ ,yn_1) = A,
es decir que IDF'T reconstruye exactamente el vector de coeficientes original A a par-
tir de su representacién por valores obtenida en la DFT. Ahora, por lo dicho en la
seccién anterior, si pudiéramos calcular DFT(A) y IDFT(A) de manera mas eficiente
que O(N?), nuestro algoritmo serfa mds eficiente, porque podemos calcular A - B =
IDFT(DFT(A)x DFT(B)).
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5.2.4 La Transformada rapida de Fourier

Ahora presentaremos la Transformada rapida de Fourier[12], que es un algoritmo
que nos permite calcular la DF'T de manera eficiente aplicando divide y venceras. Sea
A(z) un polinomio de grado N — 1:

Alx) =ap+ax+ - +ay_1z™V

Ahora construimos dos polinomios de grado a lo sumo N/2—1, uno con los coeficientes
en posiciones pares y otro con los coeficientes en posiciones impares:
N/2-1
P(x) = ag+ asx + - - - + ay_ox™/

I(z) = ay +azz 4 - - -+ ay_ 127!

Ahora podemos notar que
A(z) = P(2*) + 21 (2?)

. Los polinomios P(x) e I(z) tienen la mitad de coeficientes que A(x). Si llamamos f(N)
a la cantidad de operaciones elementales necesarias para calcular DFT(A), a partir de
DFT(P),y DFT(I)) ala cantidad de operaciones elementales que lleva calcular DFT(A),
entonces tenemos que dicha cantidad cumple la recurrencia:

Tprr(N) =2Tppr(N/2) + f(N)

Veamos que f(N) resulta ser O(N). En efecto, supongamos que ya calculamos

(bo, b1+ bjar) = (P (@) . P (whya) o+ P (i) ') = DFT(P)

y
Nj2-1
(007617 e )CN/2—1> - (I (w?V/Q) 7I (W]lv/2> )y 7] (wN;Q )) = DFT(‘[)
. Primero notemos que, para 0 < k < N/2 — 1, vale que w?\}“ = 'V = e%c/g = ka\,/Q.

Usando que A(x) = P(z?) + xI(z?), tenemos entonces:

o= A () = P (o)) + ok ((4)7) =

P (w%“) + wh I (w%"’) =P (w]k{,/z) + wh I (w]]im) = by, + whick

Por otro lado, notemos que también para 0 < k < N/2 — 1 vale que wi™ = w¥wl =
Wi = Wiy ¥ que WENZ =k NP = —wk . Usando nuevamente que A(z) = P(z%) +

xI(z?) tenemos que:

o= A ) = () b () -

P (w%HN) + wﬁN/QI (w]z\}”N> =P (wﬁ,/z) —whI (w]kv/Q) = by, — whep

Por lo que logramos reconstruir DF'T(A) en tiempo lineal. Tenemos entonces la recur-
rencia:

Tprr(N) =2Tppr(N/2) + f(N)
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Que como f(N) es O(N) podemos resolverla por el Teorema Maestro[10] que introduji-
mos en el capitulo anterior. Si indentificamos los pardmetros, tenemos que a = 2 (dos
subproblemas), b = 2 (de tamano la mitad que el original) y un costo lineal para combinar
ambos subproblemas. Por lo que el exponente de O(N?) es 1. Al comparar d con el valor
de log,(a) nos queda log,(2) = 1, por lo que d = log,(a) y nos encontramos en el segundo
caso del Teorema Maestro, cuya solucién es que Tppr(N) sea O (N 4log(N )) Como en
este caso d = 1, tenemos que calcular DFT(A) tiene una complejidad O(N log(N)).

5.2.5 La FFT Inversa

Ya demostramos que podemos calcular DEFT(A) en O(N log(N)), pero optimizar ese
proceso serfa en vano si no podemos calcular también de manera eficiente IDFT(Y'), es
decir, reconstruir a partir de la representacion por valores la representacién por coefi-
cientes. Notemos que, por como la definimos, podemos escribir la DFT(A) de manera
matricial:

0 0 0 0 0
0 1 2 3 N-1
0 2 4 6 2(N-1)
0 3 6 9 3(N-1) -
0 N-1  2(N-1)  3(N-1) (N-1)(N-1)
CL)N WN WN CLJN ct wN CLN_l yN_l

Este tipo especial de matrices, donde cada fila es una progresiéon geométrica con primer
término y razén no nulos se llama Matrices de Vandermonde y es una propiedad
conocida que si las razones de las progresiones son distintas dos a dos, entonces la matriz
es invertible [13]. Veamos que la inversa de esta matriz es exdctamente:

wy Wy Wi wly e Wiy
- _ _ ~(N-1
W wyt Wi Wy . WN( )
0 -2 —4 —6 —2(N-1)
1 |wy Wy Wy Wy T Wy
-~ _ _ _ —3(N-1
N |  wi? Wi’ Wy e Wy (V=1)
0 —(N-1)  —2(N—1)  —3(N-1) —(N=1)(N-1)
WN Wy W W T W

Si llamamos C' al producto de ambas matrices tenemos, para todo 0 <i,57 < N — 1,

que
1 N-1

Ciiyi § wi® Wi = _1 -NE_lwk(jfi) -1 'NE_:I (wj_Z)k
1,+].]+1 N N N N
k=0 k=0

, que no es otra cosa que una progresion geométrica de primer término 1y de razén wy ',

por lo que nos queda:

N-1 -1

;'Z(wxiy:é‘N 1=1 sii=j
C, k=0 k=0 AN i N

1 -1 ko 1 (w{v) 1 (wjj\\;) —17 1 1v7*-1 B . .

N.ko( ) =5 T =5 e _N.r\;i_l_ sii# ]

32



¢ Qué tan rapido multiplicamos. . . Lautaro Yerimen Arias

por lo que C resulta ser la identidad, como queriamos demostrar. Despejando nos
queda entonces:

0 0 0 0 0

0 -1 —2 -3 —(N-1)
ax Wy Wy Wy Wy T W hn
0 -2 —4 —6 —2(N-1)
N0 -3 —6 -9 —3(N-1)
as N |wy wy Wy Wy o Wi Ys
0 —(N=1)  —2(N—1)  —3(N-1) —(N=1)(N—1)
Wy Wy Wy Wn YN-1

anN-—-1 W

La belleza de este resultado es que la matriz de la IDF'T" es muy parecida a la matriz
de la DFT, con la diferencia de que los exponentes de wy son negativos y hay un factor
de escala % Pero esta similitud que podria considerarse de indole estética tiene intrinseca
una similitud algoritmica: ;qué propiedades de wy usamos para el algoritmo de la FFT?

N/2 .

Que WY =1, que wN/ = —1, y que a medida que k recorre los enteros entre 0 y N — 1

wh: va recorriendo las N raices N-ésimas de la unidad, que w2} = W% ero wy ho
N » 4 N — Wny2s P N

es la tnica raiz N-ésima de la unidad que cumple todas estas propiedades. Una raiz
raiz primitiva de orden N de la unidad es un complejo z tal que z¥ = 1y 2™ # 1 para
todo valor de m entre 1 y N — 1. Son propiedades conocidas que wyj es raiz primitiva
de la unidad de orden N si y solo si (N, k) = 1, y ademds que cualquier raiz primitiva
de la unidad cumple las propiedades que nombramos sobre wy. Solo basta notar que
wy' = wlwy!' = w¥ ™ = wy v Pero como (N —1, N) = 1, resulta entonces ser también
raiz primitiva de la unidad y podemos repetir todos los pasos que hicimos para calcular
DFT en O(N log(N))

5.3. El algoritmo final

Ya con todas las herramientas presentadas para poder multiplicar dos polinomios,
dados A(x) y B(x) dos polinomios de grado a lo sumo n — 1, el algoritmo final es el
siguiente:

1. Rellenar los coeficientes: El polinomio que resulta del producto C(x) = A(z)B(x)
sera de grado a lo sumo 2n — 2, por lo que necesitaremos 2n — 1 coeficientes para
determinarlo. Elegimos N como la menor potencia de dos tal que N > 2n — 1.
Luego, extendemos los vectores de coeficientes de A(x) y B(x) con ceros hasta que
ambos tengan longitud N. A estas extensiones las llamaremos A, y B,.

2. FFT: Calculamos las representaciones por valores de los polinomios A, y B, apli-
cando la FFT a sus vectores de coeficientes:

Ya=DFT(4,) , Yp=DFT(B,)
Este paso tiene una complejidad de O(N log(N)).

3. Producto entre las representaciones: Calculamos el producto de las dos rep-
resentaciones por valores para obtener la representacién por valores del polinomio
producto C(z).

DFT(C) = YC = YA * YB
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Este paso tiene una complejidad de O(N).

4. FFT Inversa: Aplicamos la FFT inversa al vector Y para reconstruir el vector de
coeficientes del polinomio producto C(z).

C = IDFT(Ye)

Este paso también tiene una complejidad de O(N log(V)). El vector C' contiene los
coeficientes de A(x)B(z).

La complejidad total del algoritmo es la suma de las complejidades de cada paso,
quedando dominada por la FFT y la FFT inversa, por lo que resulta ser O(N log(N)).

6. Epilogo

“En matemdticas, mo se entienden las cosas.
Simplemente uno se acostumbra a ellas.”

John von Neumann, 1903—-1957.

Nuestra formacion académica en el colegio suele tener un enfoque constructivista en
muchas disciplinas: construyamos juntos un ejemplo donde esto sucede, o demos un pro-
ceso para hacerlo. La logica es simple pero potente: si se como hacerlo, si tengo la receta
exacta, o mas aun, si ya lo hice, es claro que dicho ejemplo existe. Todavia me acuerdo
cuando en la practica de Analisis I teniamos que demostrar que la ecuacién x=cos(x)
tenia al menos una solucién, estuvimos un buen rato tanteando hasta que Hernan nos
explicé como hacerlo. Pasaron muchos teoremas, muchos problemas, muchas materias,
pero Tomi, Marquito y yo todavia nos acordamos con total claridad la fascinaciéon que nos
produjo la solucién con el Teorema de Bolzano. ;Coémo podia ser posible que pudiéramos
afirmar que algo existia si no podiamos saber en efecto quien era la solucién? Mas atn, tal
vez era imposible obtener una expresién cerrada para dicha solucién, pero la afirmacion
seguia siendo cierta. Los teoremas de existencia me parecen algo increible, y me conmueve
esa incertidumbre de que tal vez nunca sepamos como construir ese objeto que tenemos
la certeza de que existe.

Paradojicamente, la existencia de los teoremas de existencia me hizo valorar mas
cuando un resultado matematico incluia ejemplos que podiamos construir. Sin embargo,a
medida que me adentraba en el mundo de la programacién me surgié una pregunta que
hasta ese momento siempre crei tener saldada: ;qué significa construir un ejemplo? Si yo
tengo una receta para cocinar una torta pero uno de los pasos necesarios implica utilizar
un horno a una temperatura mayor que la superficie solar, y otro de los pasos implica
que la torta pase 50.000 anos en el horno, entonces... jtengo una receta para cocinar una
torta?

Esta pregunta aparentemente trivial sintetiza la esencia de la complejidad computa-
cional. En nuestro viaje desde la multiplicacién escolar hasta la FFT, hemos visto cémo
algoritmos tedricamente correctos pueden ser inttiles en la practica cuando su comple-
jidad es exponencial. Un algoritmo que requiere mas operaciones que atomos hay en el
universo para procesar una entrada modesta no es realmente un método constructivo,
sino una curiosidad tedrica.
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La linea que divide la eficiencia de los algoritmos a veces se vuelve difusa: constantes
realmente grandes pueden comprometer la practicidad. Consideremos un algoritmo que
requiere 1010 . operaciones. ;A partir de qué tamano de entrada se vuelve mejor que
un algoritmo cuadratico? El concepto de algoritmo galactico busca formalizar esta
paradoja, definiendo aquellos algoritmos que, a pesar de tener complejidad polinémica,
solo son Optimos para tamanos de entrada que superan cualquier aplicacién practica
concebible (incluso a escala galactica).

En este constante didlogo entre dos mundos, el desarrollo de algoritmos para apli-
caciones inmediatas y la ciencia basica donde la optimizacién es puramente tedrica, la
matematica emerge como lenguaje comin. Ella nos permite navegar esa frontera sutil
entre lo computable en teoria y lo construible en la practica.

En ese sentido, el verdadero poder de la matematica computacional radica en encontrar
esos atajos elegantes que transforman lo imposible en posible. Cada paso presentado a
lo largo de esta monografia representé un salto cualitativo que nos permitié realmente
construir soluciones. La notacién O(-) es nuestra brijula en este territorio: nos dice qué
recetas son viables y cudles son meras fantasias culinarias.

Muchas de las ideas presentadas son una puerta de entrada hacia un mundo nuevo
donde se continua investigando. Lo maés revolucionario de la idea de Karatsuba no fue
la complejidad obtenida, sino como rompié con una creencia que llevaba siglos siendo
aceptada sin cuestionamientos, porque detras de Karatsuba vinieron avances constantes
en ese campo, el ultimo algoritmo desarrollado para producto de ntimeros grandes data
del 2019 [14]. Por otro lado, més alla del increible poder de la FFT, el algoritmo tal cual lo
presentamos tiene sus limitaciones. Pero donde nace un problema con un algoritmo nace
un problema matematico nuevo por resolver. Buscando optimizaciones, es que surge la
implementacion iterativa de la FFT en lugar de la recursiva que planteamos, o la NTT [15]
para producto de polinomios con aritmética modular. Mismo el producto de matrices se
puede hacer de manera mas eficiente con el algoritmo de Strassen [16]. Se invita al lector
interesado también a ahondar en las increibles aplicaciones de los algoritmos presentados,
la FFT es para muchos el algoritmo méas importante de la historia de la humanidad, su
aplicacién constante en distintas ramas de la computacion le dan una impronta que excede
su mera belleza matematica.

Al fin y al cabo, para ir cerrando, espero que podamos irnos con la idea de que al
final, multiplicar rapido no es solo sobre velocidad. Es sobre hacer posible lo que antes
era impensable. Es la diferencia entre saber que existe una soluciéon y poder sostenerla
en nuestras manos, aunque sea en forma de bits. En ese cruce entre lo abstracto y
lo tangible, entre la existencia y la construccion eficiente, es donde la magia de estos
algoritmos realmente brilla.
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