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Resumen

En este breve trabajo se pretende mostrar algunos aspectos de los operadores
oscilacion y variacion, sobre los cuales la autora ha tenido la oportunidad de trabajar
junto a otros investigadores. En el trayecto recordar quienes fueron los pioneros en
el estudio de este tema, la transversalidad de uso entre diferentes campos de la
matematica, como asi también la implicancia que tiene su estudio no sélo en el
analisis de velocidad de convergencia de una familia de operadores, sino también en
la convergencia puntual de la misma.

Introduccion

Uno de los problemas mas estudiados dentro del analisis armédnico es el siguiente: dada
una familia { T, },cr de operadores acotados actuando entre espacios funcionales, conocer
el lim;_o T:f y el lim;_. T;f, para f en cierta clase de espacios funcionales.

Ejemplos de estas situaciones pueden encontrarse en estudios de convergencias de
soluciones de la ecuacién del calor y la de Poisson a su valor de borde. Mas aun, si los
operadores convergen, es natural preguntarse sobre la velocidad de convergencia de esta
familia a su limite o también cuanta oscilacion se produce cuando la familia se acerca al
mismo.

Para precisar las ideas, sea (X,X,u) un espacio de medida, consideremos (para
simplificar) una cantidad numerable de operadores {Ti}ien €n LP(X). De esta familia
podemos tomar las diferencias | Txf(x) — Tx+1f(x)| elevadas a alguna potencia p > 0, luego
sumamos los términos resultantes y para preservar la homogeneidad tomamos la p-ésima
raiz, de esta manera logramos el siguiente operador,

P

(Z | Tf (x) — Tk+1f(x)|p> . (1.1)
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Sea la siguiente modificacion de este operador: fijemos una sucesion n, y analicemos como
oscila la familia T, a lo largo de esta sucesion, en otras palabras sean las diferencias
| T f(x) — To.,f(x)], alas que asociamos el siguiente operador

Nk+1

P

Z |Tnk f(X) - Tnk+1f(x)|p : (1 2)
k=1

Observemos que el operador (1.1) es un caso particular del operador (1.2) basta considerar
ng = k.

Para p = 2 estos operadores son un tipo de funcién cuadrado. Debemos resaltar que en
muchas areas del analisis, teoria ergddica y probabilidad, la funcion cuadrado es y ha sido
una herramienta util para estudiar velocidad de convergencia para familias de operadores.
Su estudio se remonta a los anos 30 del siglo pasado y los nombres de Littlewood y Paley
estan asociados a él. Un amplio y completo compilado asociado a la funciéon cuadrado
puede leerse en el ensayo escrito por E. Stein [23]. Por otro lado no debemos dejar de
mencionar que la funcion cuadrado ha sido utilizada por Burkholder, Gundy y Silverstein en
[10Q] para dar la primera caracterizacién real del espacio de Hardy HP.

A la hora de estudiar y cuantificar cuanto oscila la sucesion de operadores, debemos
notar que en la definicion es posible que no hayamos capturado toda la variacién
de la familia de operadores { T, }«cn, Ya que probablemente pudimos haber elegido una
subsucesidn en donde la convergencia sea bastante rapida. Es por ello que para el estudio
sea mas preciso es necesario hacer una ajuste a nuestro operador y ello se logra tomando el
supremo sobre todas las subsucesiones, lo que da origen a la definicion de los operadores
variacion y oscilacion que a continuacion presentamos. Daremos las definiciones para una
familia de operadores con parametro continuo.

Definicion 1. Sea 7 = {T,}.cr una familia de operadores, el operador p-variacion para
p > 0 se define como

o0 1/p
VATYG) = s0p | 3017 £ = Tt PP | = 1T W),
ti i=1

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones {t;};cn que decrecen a cero.

Definicion 2. Sea 7 = {T,}.cr una familia de operadores, el operador oscilacion puede ser
considerado como
1/2

OTF(x)=| D, sup [T, F(x) = T5 F)P ) = lITef(Xllo,

i—q ti1<di<t
para {t;},en una sucesion fija decreciendo a cero.

Si los operadores { T;}:cr @ considerar provienen de truncaciones en otro extremo que
no sea el cero, es posible argumentar siempre como en el caso de truncaciones cerca del
cero, ya que podemos controlar las truncaciones en ambas direcciones por una suma de
operadores, cada uno de los cuales controla la truncacion sélo en un extremo.

El operador de oscilacion y la p-variacién de una familia de operadores son conceptos
claves en el analisis funcional y la teoria de operadores, especialmente en el estudio de
la regularidad y la convergencia de familias de operadores en espacios de Banach. En
teoria ergddica y procesos estocasticos para controlar la variacion de procesos de Markov
y trayectorias de sistemas dinamicos. En ecuaciones diferenciales y célculo fraccionario
para analizar la regularidad de soluciones estudiando el control de sus variaciones.
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1. Algunos antecedentes

Multiples referencias pueden darse sobre quienes iniciaron el estudio de estos
operadores. Recordaremos algunas de ellas, y por supuesto todas las referencias
relacionadas con el tema que se encuentran en los articulos que mencionaremos a lo largo
de todo este trabajo.

El primero en probar acotacion en L2(X) del operador oscilacion, ha sido Gaposhkin en
[15], trabajando sobre una familia de promedios ergédicos (ver[3), que en lugar de mover los
indices sobre los naturales considera una sucesion n, de naturales que es de tipo lacunary,
es decir tiene algun control en su crecimiento. Posteriormente Bourgain en [7], trabajé con
maximales ergddicas mas generales y sucesiones lacunary, probando también la acotacion
en L2(X). Usando modificaciones de las técnicas de Bourgain ha sido White [24] quien
mejora estos resultados, al considerar una familia mas amplia de sucesiones.

Como pionero en introducir el operador variacion, podemos citar a Bourgain [8], que en
su estudio sobre martingalas (ver 3) obtiene acotaciones en L?(X) para la p-variacién y no
menos importante es que como corolario de este resultado logra la acotacién en L?(X) del
semigrupo de Poisson clasico, ya que lo analiza como una martingala, generando asi uno
de los primeros puentes entre analisis armonico y la teoria de probabilidad.

Previo a los trabajos que Bourgain realizd para martingalas, Burkholder en el afio 1973
en [9], prueba resultados de acotacién de la funcién cuadrado. Las pruebas y comentarios
de Burkholder permitieron a John et al en [19] demostrar resultados de acotacion del
operador p-variacion asociada a promedios ergddicos y martingalas.

Segun se puede leer en algunos trabajos, quien reconoce y comenta entre sus colegas,
que el operador p-variacion para p = 2 tiene mal comportamiento ha sido Burkholder.
No debemos dejar de comentar que también Bourgain reconoce que en el caso de
martingalas para p = 2 la variacién no esta acotada en L2(X). En los trabajos y
los autores proporcionan multiples ejemplos, en distintos contextos, donde dan cuenta del
mal comportamiento que tiene la variacion para p < 2. Por lo tanto es usual considerar la
variacion solo para los casos en que p > 2. En este sentido ha sido P. Jones quien dice que
el caso p = 2 de la variacion puede ser reemplazado con el estudio de la oscilacion, que es
un operador mas chico que la 2-variacion.

2. Propiedades elementales

En estas notas, daremos consignas sencillas para obtener algunas propiedades
interesantes de estos operadores y que hacen relevante su estudio en la teoria de
convergencia de operadores.

En primer lugar no es dificil ver que ambos operadores definen seminormas sobre la
familia de operadores 7 = { T} scr-

Como primera observacion debemos remarcar que en la definicién de la p-variaciéon se
esta considerando supremos sobre una gran familia de sucesiones y por lo tanto no resulta
evidente que defina una funcién medible. Asi que se opera de la siguiente manera, primero
se restringe la familia de sucesiones a un conjunto finito, se prueba que las desigualdades
en norma son independientes de este conjunto y luego se amplia el conjunto, obteniendo
los resultados cuando t; pertenece a un conjunto denso numerable, los resultados finales
siguen por propiedades de continuidad de los operadores involucrados.
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Una pregunta natural que surge es: cual es la relacion que hay entre los operadores
variacion y oscilacién y como se comporta la variacién a medida que modificamos el
parametro p. La siguiente propiedad proporciona una respuesta a estos interrogantes.

Propiedad 1. Si1 < p < a < oo luego para cualquier familia de operadores T = {T;}icr ¥
cualquier f se tiene que || T, f(x)|[v, < || T: fF(X)[lv,, Y | Te f()|lo < || Te F(X)]]v,-

La primera desigualdad sigue simplemente por resultados de inclusién entre los
espacios de Lebesgue discretos /,. En referencia a la Gltima desigualdad el lado derecho
es mucho mas grande, el siguiente ejemplo discreto lo muestra claramente. Sea n, una
sucesion fija, consideremos la sucesion numérica x, = 1 para n,_; < n < n, y con k pary
x, = 0 para n,_1 < n < n,y con k impar. No es dificil ver que ||x,||o = 0 pero ||x,||y, = oo.

Observaciones:

» El resultado anterior nos conduce a preguntarnos cual es el mas chico valor de p
para el cual la p-variacion es finita. Pero como hemos mencionado anteriomente, en
el rango 0 < p < 2 la variacion tiene mal comportamiento, por lo tanto se considera el
operador p-variacion para el rango p > 2.

= En general uno no puede concluir resultados de convergencia de la familia de
operadores conociendo acotaciones de funciones tipo cuadrado como para
p = 2. Este es uno de los motivos por los cuales se estudian estos operadores un poco
mas complicados. Es posible mostrar la existencia de una sucesion de operadores y
una funcién en L2 para los cuales la sucesion T, f no converge, sin embargo para una
sucesion fija la funcion cuadrado es un operador acotado en L2 ( ver ejemplo en [19]).
Muy por el contrario es posible probar que la finitud de la p-variacién en un punto
proporciona convergencia de la sucesion de operadores en ese punto expresado en
la siguiente propiedad.

Propiedad 2. Sipara algtn p < oo tenemos que V,(T)f(x) < oo en un punto x luego T f(x)
converge en x cuando k — oo.

Esta interesante propiedad someramente se puede ver de la siguiente manera:
suponiendo que la convergencia no es cierta, luego existe ¢ > 0 tal que limsup T,f(x) —
liminf T, f(x) > e. Asi construimos una sucesion {n.} para la cual la variacion sea infinita
como sigue. Seleccionamos n; tal que T, f(x) este cerca de limsup T«f(x), es decir tal que
| limsup Ty f(x) — Tn, f(x)| < 5. Luego elegimos n, > n; tal que |liminf T, f(x) — T,,f(x)| < 5.
Siguiendo sea n; > n, tal que T, f(x) esté cerca de limsup T,f(x) y de esta manera
construimos la sucesion, |T, f(x) — T, ,f(x)] > § para cada k > 1. De este modo

VoATF(x) > (X524(5)") = o0
Observaciones:

» Esta propiedad nos permite poner en valor el estudio de acotacion en espacios de
Lebesgue de la p-variacion por su estrecha relacion con la convergencia puntual de la
familia de operadores involucrados.

= La reciproca de la propiedad anterior puede no ser cierta. Es posible definir una
sucesion de operadores convergente para toda f € LP tal que los operadores
oscilacién y variacion de esta familia sean puntualmente infinitos. En efecto sean los

operadores Tif(x) = %f(x). Es claro que T,f(x) — 0 en casi todo punto para

toda f € [P, con 1 < p < oo. Sin embargo para p > 0 el operador p-variacion y
oscilacion es infinito si f(x) # 0, pues | Txf(x) — Tir1f(x)| ~ 2 |f(x)| (aca n, = k para
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k =1,2,..). Elevando a la potencia p y sumando, vemos que en cualquier punto x en
donde f(x) # 0 se tiene que V,(7)f(x) = oo, para cualquier 0 < p < ooc.

En el estudio de las acotaciones puntuales de una familia de operadores es bien sabido
que el trabajo sobre el operador maximal es una herramienta usual a considerar. El siguiente
resultado muestra que el operador p-variacion controla el operador maximal.

Propiedad 3. E/ operador p-variacion acota puntualmente al operador maximal T*f(x) =
sup | Tef(x)].

Esta propiedad surge de considerar n(x) tal que | T*f(x)| < 2| Ty f(x)|, asi

IT*F(x)] < 2|Tuf(x) — Taf(x) + Taf(x)|
< 2T f(x) = Taf ()] + 2| Tof (X)),

de esta manera si seleccionamos una sucesion ny tal que n; = 1y n, = n(x) obtenemos que
| o f(x) — T1f(x)| es uno de los términos de la suma en la definicién de la p-variacion. Por
lo tanto | T*f(x)| < 2V,(T)f(x) + 2| T1f(x)|.

Como ha sido resaltado, si la familia de operadores es convergente, la variacion
y oscilacién aportan informacién sobre como es la comportamiento de la familia de
operadores en su convergencia. En [19], [18] los autores han estudiado ademas la amplitud
de los saltos que tiene la familia de operadores, mas particularmente han definido el
siguiente operador, para A > 0

AT f, A x) = sup{n>0 : existe i <5< th<s..<s,<t,
tal que |T.f(x)— T,f(x)| >\, i=1,..,n},

denominado operador salto. Este operador mide el numero de A-saltos que da la familia
T.f. Claramente, si la familia es convergente el nimero de \-saltos debe ser finita en casi
todo punto. El tamano de este operador nos da informacion acerca de cémo la familia T.f
converge.

Propiedad 4. Si para cada eleccion de A > 0, el operador \-salto es finito en casi todo
punto luego la familia de operadores T.f converge en casi todo punto.

Esta propiedad sigue ya que la finitud del operador A-salto implica que para cualquier A
dado, los términos de la sucesion T,f(x) pueden diferir en mas que A sélo un ndmero finito
de veces. Luego la convergencia sale usando el criterio de Cauchy.

Propiedad 5. E/ operador \-salto esta controlado por el operator p-variacion, mas
concretamente

A(Te £ 0 x)5 < ;VP(T)f(X). (1.3)

Esta acotacion resulta observando que si consideramos la sucesion s;, t;.s, to, ..., Sn, ty
de la definicion del operador \-salto como una parte de la sucesidon n, que se toma para
definir el operador p-variacion, luego cada término de la suma asociada con esta parte esta
acotada por arriba por \ y tenemos al menos A( T, f, A, x) de dichos términos.

3. Familia de operadores

Anteriormente hemos hecho referencia a diferentes familias de operadores como
promedios ergodicos y martingalas. Estos seran algunos de los ejemplos estudiados en
la bibliografia y que a continuacién mencionamos y los resultados conocidos sobre ellas en
referencia a la oscilacion y p-variacion.
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Martingalas

Sea (X, Z, 1) un espacio de probabilidad. Para facilitar la escritura daremos la definicién
diadica de esta familia de operadores. Para f € L!(X), consideremos la familia {f,},cn de
promedios sobre intervalos diadicos definidos como sigue,

k
k=0 2n

2n_1 k2+nl
fo(x) = Z <2n/ f(t) dt) X[Zin’kinl)(x), (1.4)

conocida como la martingala diadica. Si tomamos 7 = {f,},cn, €l operador p-variacion
V,(T) es acotado en LP(X) para p > 2y también es acotado de L'(X) en el espacio
L*(X)-débil. Como referencias en donde encontrar sus demostraciones podemos citar [21]
[18], en donde la descomposicién de Calderon-Zygmund adaptada a este contexto es
central.

Las martingalas, debemos resaltar, son la clave para demostrar resultados sobre la
p-variacion para familias de operadores que parecen no tener ninguna relacion con ellas.

Promedios ergodicos

Sea (X, X, 1) un espacio de probabilidad y 7 : X — X una transformaciéon medible,
invertible y que preserva la medida. Para f : X — R consideremos los promedios ergddicos,

A f(x) = %Z f(rF)(x). (1.5)

Sitomamos T = {A,}.en, en [19] los autores prueban que los operadores oscilaciéon O(T)
y p-variacion V,(7) son acotados en LP(X) paral < p < ooy en los extremos prueban que
mapea L!(X) en el espacio L!(X)-débil y en el otro extremo mapean L*>°(X) en BMO.

Los resultados en este trabajo han sido motivados por acotaciones similares para el
caso de martingalas. La herramienta central es establecer la conexion entre martingalas y
promedios ergodicos y el operador de diferenciacion es el que permite este nexo.

Integrales singulares

El estudio de las integrales singulares se encuentra estrechamente ligado al estudio
de las ecuaciones diferenciales y es uno de los operadores mas importantes del
analisis armonico. Las truncaciones de la transformada de Hilbert generan una familia de
operadores como sigue

f(y)

Hef(x):/ ———dy.
Ix—y|>e X =Y

En el trabajo [11] los autores obtienen, haciendo uso de los resultados de Bourgain, la
acotaciéon en [P(R) para 1 < p < oo y la acotacion débil en el extremo p = 1, para los
operadores oscilacion y p-variacion asociados a esta familia {H. }~o-

En el caso n-dimensional fueron los mismos autores quienes en ([12]) extienden
resultados de acotacion a truncaciones de integrales singulares. Concretamente la familia
de operadores sera la siguiente: para un intervalo /| C (0,c0), se considera el anillo
A = {x € R" : |x| € I}. un nucleo que satisface las condiciones de tamano y regularidad
conocidas en la teoria de integrales singulares, y también otras condiciones sobre la cascara
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de la esfera n-dimensional, para mayor precisién ver ([12]). Consideran las truncaciones
definidas de manera formal como

Kif(x) = / K(y)F(x — y)dy.

K = {K,} donde /; generan una particion del (0, c0). El objetivo es estudiar acotaciones
de la variacion V,(K) y la oscilacion O(K) para esta familia de operadores. La clave
radica en dividir el nucleo en dos partes, en una de ellas la analizan haciendo uso de
desigualdades a valores vectoriales y en la otra transfieren los resultados conocidos en una
dimension. En el caso de la acotacion débil la herramienta principal es la descomposicion
de Calderén-Zygmund.

En cuanto a acotaciones en espacios de Lebesgue con pesos quienes primero
trabajaron sobre estos operadores, en el caso euclideo e independiente de la dimensién
fueron Gillespie y Torrea en [16] donde obtienen acotacién en LP(R") para 1l < p < oo con
pesos potencia, haciendo uso nuevamente de desigualdades a valores vectoriales.

Resultados para pesos mas generales fueron analizados en [22]. En este trabajo
prueban que los operadores p-variacion y oscilacion son acotados en LP(w) paral < p < oo
y poseen acotacion débil con pesos si p = 1, cuando el peso w pertenece a la clase de
Muckenhoupt A,, para 1 < p < oo . Si la integral singular es la transformada de Hilbert,
similares resultados con pesos A, fueron previamente obtenidos en [14].

Semigrupos de operadores

Las integrales singulares pueden pensarse como operadores en un contexto mas
general de semigrupos.

De manera formal dado (X, X, u) un espacio de medida. Una familia {T,}:>o de
operadores, que satisfacen T,T, = T, y To = I, T; son continuos en el sentido que
lim, 0 T:f = f en L2(X), son operadores acotados en LP(X), autoadjuntos en L*(X) es
llamada un semigrupo.

En [20], los autores obtienen resultados de acotacion fuerte en LP(X) para los
operadores oscilacion y p-variacién asociados a esta familia cuando el semigrupo satisface
ademas que T.(1) = 1. Estos semigrupos son llamados semigrupos de difusion simétricos.

Multiples estudios de acotacion de los operadores oscilacion y p-variacion, para
familias asociadas a semigrupos han sido estudiadas en los ultimos anos, tanto sea
para semigrupos de difusion simétricos como otros que no lo son. Cada semigrupo
proviene de un particular operador diferencial como es el caso de los operadores de
Laplace, Hermite, Ornstein-Uhlenbeck, Laguerre, Schrodinger, Bessel entre otros. Para
cada operador diferencial podemos asociar el semigrupo del calor, el semigrupo de Poisson,
integrales singulares, potenciales de Riesz, etc y por lo tanto resulta de interés analizar
su acotacion y la de los operadores oscilacion y p-variacién cuando se tiene una familia
monoparameétrica de operadores.

Entre los articulos que estudian acotaciones de la p-variacion y la oscilacion para
diferentes familias asociadas a estos semigrupos podemos citar [2], [4], [3], [5], [6] [13],
[14], [17] y las referencias dentro de ellas.

Para cada contexto las técnicas de trabajo varian, no obstante los resultados clasicos del
analisis armoénico estan siempre presentes. En las citas dadas previamente se pueden ver
las herramientas utilizadas para cada uno de los semigrupos. Algunas de ellas siguen las



ideas de los trabajos que las preceden y en otras realizan nuevos e interesantes aportes,
ampliando asi la mochila de herramientas de trabajo que todos llevamos a la hora de iniciar
un nuevo estudio.

Para finalizar y de manera personal quiero comentar que he tenido el placer de trabajar
y aprender sobre estos tema con varios de los investigadores mencionados anteriormente,
en especial con José Luis Torrea y Jorge Betancor a quienes agradezco las ensenanzas
recibidas en todos esos anos de trabajo conjunto.
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