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La comprension en Matematica

Una idea arraigada en la comunidad Matematica y en la de Educacion Matematica
es que para hacer matematica y para aprenderla se deben comprender los conceptos,
métodos, procedimientos, relaciones y formas de representacion de esta ciencia.

Partimos de la idea de que, al interactuar con el mundo, participando de practicas
socioculturales en ambitos cotidianos, académicos o profesionales, las personas generan
conocimientos y aprenden. Estos procesos se representan internamente y esas
representaciones internas estan estructuradas de alguna manera. Las Matematicas son
comprendidas si su representacion mental es parte de una red de representaciones y el
grado de comprensidn viene determinado por el nimero y la fuerza de esas conexiones
(Hiebert y Carpenter, 1992; Sierpinska, 1994).

Dado que los conceptos matematicos son abstractos e inaccesibles a los sentidos,
solo podemos entenderlos a través de representaciones como graficos o simbolos. Al
representar una funcion o escribir un nimero, usamos signos que nos permiten interactuar
y comunicar ideas matematicas. Comprender no se limita a ejecutar procesos y aplicar
formulas, es un proceso constructivo que vincula acciones sobre objetos conocidos
con representaciones internas, generando estructuras mentales asociadas a los signos
matematicos (Sfard, 1991; 2008). En otras palabras, las personas comprenden matematicas
al reflexionar sobre sus concepciones, relacionarlas y usarlas para resolver problemas
mediante representaciones externas. Godino (2000) plantea que la comprensién debe
incluir tanto esta perspectiva psicologica (experiencia mental y conexiones internas)
como también una perspectiva antropoldgica (relacién entre significados personales e
institucionales).

Concluimos que comprender matematica va mas allad de la lectura o escritura de
axiomas, definiciones, teoremas y de la aplicacion de algoritmos. Implica darle sentido
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a la informacion, conectandola con otros conocimientos e ideas. Esto significa explicarla,
relacionarla con experiencias previas, integrar diferentes formas de visualizar y representar
un concepto, relacionarlo con otros conceptos y usar este conocimiento para crear nuevos
aprendizajes o resolver problemas. Todo esto en diversas situaciones y en relacién con
contextos institucionales.

Las concepciones estudiantiles

Desde la década 1970-1980, las teorias del aprendizaje enfatizan el estudio de las
concepciones de los y las estudiantes como puntos de partida y referencia permanente
de la ensenanza orientada hacia la construccion de aprendizajes significativos (Ausubel
et al., 1978/83). Consideran fundamental interactuar con las ideas previas de los y las
aprendices para enriquecerlas o modificarlas. En este sentido, Vygotsky (1973) sefalé que
todo aprendizaje tiene una prehistoria, mientras que Bachelard (1938/1987) afirmé que
conocer implica enfrentarse a conocimientos previos.

Las concepciones estudiantiles se originan en diversos factores, como el razonamiento
humano habitual, la cultura y las experiencias educativas y a menudo interfieren con
la adquisicién de conocimientos académicos. Funcionan tanto como herramientas para
interpretar la realidad como barreras que pueden dificultar la adopcion de nuevas
perspectivas (Pozo, 2014; Vosniadou, 2008).

Piaget fue un precursor en el estudio de estas concepciones en distintos dominios,
incluyendo los numeros y la geometria (Piaget, 1952; Piaget e Inhelder, 1969). Desde
los anos ochenta, la investigacion ha dejado de verlas como manifestaciones de estadios
evolutivos y ha comenzado a analizarlas en funcion del nivel de pericia del sujeto
en un dominio especifico y del contexto de la tarea (Pozo, 2014). Este enfoque dio
origen a investigaciones sobre las concepciones del estudiantado en distintos campos de
conocimiento en el nivel secundario y universitario, en particular en contenidos matematicos
especificos (Bergé, 2008; Montoro, 2005; Voskoglou y Kosyvas, 2012).

Lejos de ser arbitrarias o casuales, las concepciones estudiantiles poseen cierta
sistematicidad, ya que intentan dar sentido al mundo y se integran al “sentido comun” a
través del cual los sujetos interactiian con su entorno y, por esta razén, suelen ser dificiles de
modificar (Pozo, 2014). No obstante, si bien estas concepciones son persistentes, pueden
cambiar a través de la practica educativa en nuevos contextos. Conocer las concepciones
de los y las estudiantes permite a los y las docentes contar con herramientas que favorezcan
el aprendizaje.

La dualidad conceptos — concepciones

Tratandose de Educacion Matematica, el tratamiento de las concepciones nos remite
rapidamente al término concepto, problematico en si mismo. White (1988) considera que el

término concepto es usado de dos maneras distintas, por un lado, designando un sistema
de clasificacion que permite ubicar una instancia dentro de una clase y, por otro, como
todo conocimiento que un sujeto asocia al nombre (del concepto). En cuanto a la idea de
concepcion, piensa que se trata de un sistema de explicacion, mas complejo y dificil de
definir. Estas dos formas de entendimiento se pueden ver como complementarias ya que
la nocién de concepto se encuentra muy préxima a la de concepcion, por cuanto todo el
conocimiento asociado a un nombre no deja de ser una explicacién cuando se aplica a la
interpretacion de la realidad.
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En palabras de Sfard (2008) entendemos el concepto como una palabra junto con sus
usos discursivos, entendida como dicha por los miembros competentes de la comunidad
de discurso, mientras que la concepcion es la version individual del concepto. El término
concepcion refiere a la manera especial en que una persona emplea la palabra en su
discurso y resuelve situaciones en las que el respectivo concepto esté involucrado.

Estudios empiricos ponen de manifiesto que las personas emplean diversos tipos de
representaciones con relacion a los fendmenos a los que refiere un concepto, dependiendo
de su nivel de conocimiento (expertos y novatos establecen distintas representaciones de
los conceptos) y del concepto a representar (no es lo mismo representar “silla”, “libertad”
o “circunferencia”) (Pozo, 2014; Sfard, 2008). Como indica Howard (1987), la formacion de
conceptos en contextos cotidianos es relativamente concreta y basada en la percepcion,
mientras que en ambitos académicos las representaciones tienden a ser mas abstractas
y a establecer relaciones con otros conceptos de la disciplina, en busca de explicaciones
pertinentes.

Conocimiento personal y conocimiento académico en investigacion
en Educacion Matematica

En investigacion en Educacion Matematica, diversos/as autores/as se han ocupado de
establecer las relaciones entre el conocimiento personal (concepciones) y el conocimiento
académico, legitimado y objetivado por una comunidad de especialistas (concepto)
destacando que en muchas situaciones se registran relevantes brechas entre ambos, que
en caso de no ser conocidas y trabajadas deliberadamente pueden conducir al fracaso de
la ensenanza.

Desde la escuela holandesa de Didactica de la Matematica, Freudenthal (1983)
distingue explicitamente entre concepto y objeto mental, llamando objeto mental al
concepto que una persona tiene de un determinado objeto matematico, es decir el
campo semantico personal. Esta idea incluye la posibilidad de que las definiciones
formales de los conceptos formen parte de los objetos mentales que construimos, sin que
esto sea necesariamente asi. Alin cuando la definicion matematica forme parte del objeto
mental, no lo sustituye.

Brousseau (1983), en la Didactica de la Matematica francesa, senala que todos/as
generamos concepciones sobre determinadas nociones, que en algunas ocasiones se
revelan falsas, insuficientes, ineficaces para la resolucion de situaciones y problemas, lo
gue puede provocar errores repetitivos y resistentes que se conviertan en obstaculos para
nuevas comprensiones. En este sentido, la manifestacion de obstaculos en el aprendizaje
esta caracterizada por cierto tipo de conocimiento y no ausencia de éste.

Por otra parte, Tall y Vinner (1981) distinguen entre concepto e imagen conceptual (o
esquema conceptual). El concepto es lo que se desprende de una definicion matematica,
mientras que la imagen conceptual corresponde al concepto en la mente individual, es el
producto de los procesos de formacion del concepto en la mente. Para un concepto dado,
desarrollamos una imagen conceptual que comprende toda la estructura cognitiva en la
mente del individuo asociada a tal concepto. Esta puede no ser globalmente coherente,
diferenciarse en ciertos aspectos de la definicion formal del concepto y contener factores
que causen conflicto cognitivo, asimismo se amplia y cambia con la experiencia y reflexion
y las conexiones usadas en una ocasion pueden ser diferentes de aquellas evocadas en
otra (Tall, 2013).
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Desde la perspectiva de la teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas), un
individuo desarrolla su comprensién de conceptos matematicos construyendo y utilizando
determinadas estructuras mentales. La construccién de estructuras asociadas a un
concepto particular se relaciona intimamente con la concepcién que un individuo alcanza
sobre dicho concepto. Una concepcion es intrapersonal y se desarrolla como resultado de
una actividad reflexiva. Dicho desarrollo no es lineal, hay un ir y venir entre diferentes etapas
en la construccion del conocimiento (Arnon et al., 2014).

En su estudio sobre la comprension Matematica, Sfard (2008) establece la diferencia,
entre concepto como el constructo tedrico dentro del universo formal del conocimiento

de la disciplina y concepcion como la idea del concepto que vive en la mente humana,
que depende de la experiencia personal y esta sujeta a cambios. Tenemos, por un
lado, el conocimiento matematico que se comparte socialmente y que esta sujeto a
transformaciones para poder ubicarlo como objeto de ensenanza y, por el otro, el
conocimiento subjetivo que los y las estudiantes relacionan con el conocimiento oficial.

Estudiantes pensando los nhumeros reales

Mostraremos un sintético panorama de las concepciones que estudiantes de los ultimos
anos de la escuela secundaria y de universidad construyen sobre los numeros reales.

Los numeros en los distintos niveles de estudio

En los primeros anos de la escuela primaria, ninos y ninas conocen los numeros
naturales. Aprenden que el 1 es el primer nimero y que todo numero natural tienen un
siguiente, por lo que podran intuir que los nimeros (naturales) son infinitos. Conoceran
también en forma intuitiva que entre dos numeros naturales consecutivos no hay otro
namero natural y el orden de los numeros naturales es tal que cuando tengamos varios
numeros naturales uno de ellos sera el menor.

Los numeros enteros se introducen, en el tercer ciclo de la escuela primaria y se
formalizan, en los primeros cursos de la escuela secundaria, a partir de la necesidad de
ampliar el conjunto de nimeros naturales con los numeros negativos que aparecen en
situaciones concretas y permiten extender la recta numérica. Al mismo tiempo el 0 (cero)
toma sentido en esta como numero.

Al adentrarse en los estudios secundarios, la ensenanza propone profundizar la
comprension y el uso de los numeros racionales y hacia el final de este periodo se
espera que los y las estudiantes comprendan los numeros racionales y los numeros reales,
manejen el sistema de representacion decimal, puedan ordenarlos, representarlos sobre la
recta numérica y usarlos para resolver problemas.

La diferenciacibon de numero racional y numero irracional es esencial para la
construccion del concepto de numero real, que se realiza en la escolaridad extendiendo
el campo numérico desde el conjunto de niumeros racionales, propios de la matematica
escolar, hacia el de nimeros reales ambito de la matematica avanzada.

En los primeros cursos de matematicas universitarias, frecuentemente se trabaja con
la nocién de numero real, como si fuese un contenido ya naturalizado en la escuela
secundaria, sin proponer un estudio deliberado y formal al respecto.
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De lo discreto a lo denso

El pasaje de los numeros naturales a los enteros con que se enfrentan los y las
estudiantes hacia el final de la escuela primaria, presenta dificultades epistemoldgicas y
cognitivas importantes, relacionadas generalmente con los nimeros negativos. El obstaculo
epistemologico (Brousseau, 1983) surge, en general, al considerar el nimero como una
cantidad referida al mundo concreto.

No abordaremos aqui las concepciones sobre numeros negativos, ya que en los ultimos
anos de secundaria y en la universidad los y las estudiantes suelen haber ampliado su
campo numérico a los racionales y reales. Sin embargo, diversas investigaciones muestran
que en los primeros anos de secundaria el alumnado suele mantener aln concepciones
propias de los nimeros naturales, aplicandolas a los enteros. Esto incluye ver los nimeros
como cantidades concretas y entender la suma como aumento, la resta como disminucion, y
la multiplicacién y divisién dentro del marco de los naturales (Bruno, 1997; Vergnaud, 1982).

Luego de los numeros enteros, el curriculo escolar contempla la ensefanza de los
racionales como fracciones de enteros o como decimales. A veces se ensefan las
fracciones y los decimales como tipos distintos de numeros, lo que puede, en ciertos casos,
llevar a que los y las estudiantes terminando la secundaria y comenzando la universidad
consideren que diferentes representaciones de un mismo numero racional corresponden
a numeros distintos. Mas aun, pueden llegar a pensar que los decimales y las fracciones
son subconjuntos disjuntos dentro del conjunto de niumeros racionales (Montoro y Ferrero,
2022; O’Connor, 2001; Vamvakoussi y Vosniadou, 2010).

El acto de contar es el primer acercamiento a una representacion del nimero natural, de
lo discreto. Esta representacion puede persistir, de modo que, en problemas relacionados
con fracciones o decimales, se considere propiedades de los numeros naturales para
resolverlos. De hecho, una de las principales dificultades para comprender los numeros
racionales puede ser la transferencia (incorrecta) de las propiedades de los numeros
naturales a los numeros racionales (Ni y Zhou, 2005; Vamvakoussi y Vosniadou, 2004).

Fischbein et al. (1995) y Tirosh et al. (1998), encontraron que estudiantes de secundaria
y de profesorado de educacion primaria consideran a los enteros como modelo de nimero o
identifican al nimero con su representacion y no conocen los irracionales. En forma similar,
Montoro y Ferrero (2022) muestran que, estudiantes con menores estudios en matematica
han naturalizado, en la secundaria sélo a los enteros como nimeros, mostrando gran
inseguridad al enfrentarse con el orden denso propio de racionales y reales.

Una idea muy difundida entre estudiantes de los ultimos anos de la secundaria y
comienzo de la universidad es la de pensar a los numeros como los decimales finitos,
con una discretitud explicita. Esta concepcion consiste en identificar al nUmero real con
el numero decimal (finito) y discreto. Pareciera que en su comprension hay un corrimiento
de los enteros a los décimos o centésimos (Montoro y Ferrero, 2022). Puede observarse
que estos/as estudiantes trasladan a los racionales el tipo de orden de los naturales (un
racional puede tener un siguiente) y no reconocen los irracionales, lo que concuerda con lo
encontrado por Malara (2001); Merenluoto y Lehtinen (2002) y Palacios-Amaya et al. (2018).

Concepciones de los numeros reales como union de los racionales e
irracionales
Las expectativas respecto a que al ingresar a la universidad la nocion de nimero real sea

una nocion disponible en el estudiantado, frecuentemente no son satisfechas y una cantidad
importante de estudiantes recorren esta etapa de transicion entre la escuela secundaria y



NOTICIERO DE LA UMA - Vol. 60 - N° 1 - 2025 32

la universidad sin una comprension cabal del numero real (Artigue et al., 1995; Tirosh et
al., 1998; Zazkis y Sirotic, 2010; Montoro, 2023). Algunos de los estudios en pensamiento
numérico muestran que los y las estudiantes tienden a extrapolar las propiedades del
numero natural no solo, como dijimos, a los racionales sino también a los reales (Merenluoto
y Lehtinen (2002); Vamvakoussi y Vosniadou, 2010).

Estudios sobre las concepciones del numero irracional han evidenciado que maestros/as
de escuela primaria, incluso aquellos con estudios universitarios, tienen dificultades para
reconocer si un numero es racional o irracional. Asimismo, se ha observado la misma
dificultad en estudiantes en transicién de la secundaria a la universidad. Incluso quienes
han finalizado la educacién secundaria y cursan los primeros anos universitarios, aunque
conocen las definiciones y caracteristicas de los numeros irracionales, suelen fracasar
en tareas que requieren un uso flexible de sus diferentes representaciones. Ademas,
muchos/as de estos/as estudiantes tienden a confundir los ndimeros irracionales con
sus aproximaciones decimales y a creer que la irracionalidad de un numero depende
Unicamente de su representacion decimal (Fischbein et al.,1995; Peled y Hershkovitz, 1999;
Zazkis y Sirotic, 2010). Al respecto Montoro (2023) encontr6 que una amplia mayoria de
estudiantes de Ultimos anos de la secundaria y de la universidad sin estudios formales
de los numeros reales han naturalizado a los nimeros reales identificandolos con los
racionales, generalmente como decimales y que los irracionales son considerados por
estos/as estudiantes como unos pocos nUMeros raros.

Otra concepcidon un poco mas profunda de los numeros reales generalmente
presente en estudiantes a nivel universitario sin especialidad en Matematica condice
con una concepcion de los numeros reales identificandolos con los racionales
infinito-potencialmente densos (Montoro, 2023; Peled y Hershkovitz, 1999). Esta
vision de la densidad como potencialmente infinita coincide con que frecuentemente
los jovenes conciben al infinito (en forma intuitiva) como potencial, es decir
algo que puede seguir sucediendo siempre o un proceso sin fin (Fischbein et al., 1979;
Monaghan, 2001).

La profundidad del conocimiento matematico juega un papel importante para la mejor
comprension de los ndimeros reales, aun en las nociones mas basicas, como son la
diferenciacion de racionales e irracionales, orden y densidad. Al respecto Voskoglou
y Kosyvas (2012) revelaron que estudiantes de un instituto tecnologico de pregrado,
que utilizan las matematicas como herramienta para estudiar y comprender mejor la
ciencia, mostraron una importante superioridad de respuestas correctas con respecto a las
respuestas de las y los estudiantes de secundaria. Montoro y Ferrero (2022) da cuenta que
solo, unos pocos estudiantes avanzados/as de Matematica, han construido concepciones
del nimero como elemento de un conjunto numérico correctamente diferenciado brindando
una descripcion de los irracionales con caracteristicas necesarias y suficientes y una
vision infinito-actual de la densidad. El infinito actual o matematico es aquel en que los
infinitos elementos existen simultdneamente, son concebidos como una unidad.

La necesidad matematica de los irracionales

Juntamente con la comprension incompleta de los nimeros racionales, existen otras
dificultades cognitivas y epistemol6gicas que complican aln mas la comprension de los
numeros reales. Entre ellas se encuentran la completitud, la inconmensurabilidad de los
irracionales y la no-numerabilidad. Todas estas cuestiones estan estrechamente vinculadas
a la nocién de infinito matematico, propia de un pensamiento matematico avanzado y
qgue requiere, para su comprension, de contextos educativos que fomenten la reflexion
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matematica y de un estudio especifico. Esto pone en evidencia la relacion profunda (y ya
manifestada en la historia) entre los nimeros reales y el infinito matematico (Artigue et al.,
1995; Bergé, 2008; Fischbein et al., 1994; Sierpinska, 1985; Tall, 2001).

Las generalizadas dificultades del estudiantado de secundaria y universidad en este
campo podrian, ademas, atribuirse a que los numeros irracionales fueron conceptualizados
en la matematica respondiendo a necesidades netamente tedricas (Bergé, 2008; Bergé y
Sessa, 2003), de las que resulta dificil que los y las estudiantes se apropien como auténticos
problemas. En estas cuestiones se encuentran las raices del propio método matematico, ya
que muchos de estos conceptos son axiomaticos o se fundamentan en demostraciones
matematicas que implicarian una aceptacion de la demostracion como validacion de los
conocimientos. Es sabido que esta visién de la demostracion no es comun siquiera en los y
las estudiantes mas avanzados (Balacheff, 1987; Montoro, 2010; Tall, 2013).

En cuanto a la visién de la completitud de los reales Bergé (2008) da cuenta de un
estado inicial, para estudiantes universitarios que no estudiaron la completitud en forma
explicita, que corresponde a una vision intuitiva sobre la completitud, no problematizada. En
este estado un sujeto opera con los numeros reales como si las propiedades se verificasen
naturalmente y hace uso de ciertos resultados, sin preocuparse por su fundamentacion. En
tal sentido pueden convivir varias concepciones contradictorias.

A modo de cierre

Destacamos el esfuerzo cognitivo que implica explicitar la naturaleza del numero real,
asi como conceptos abstractos como el infinito o la completitud. Este esfuerzo muestra
que, para que los y las estudiantes logren apropiarse de tales conceptos, la ensenanza
debe integrar entre sus metas, especialmente en los Ultimos afnos de secundaria y primeros
de universidad, un trabajo especifico y explicito sobre estas nociones complejas. De
esta manera, se facilitara la transicion de una matematica escolar hacia una matematica
avanzada.

Podemos pensar al nimero real como una construccion cultural e histéricamente
generada, que nos permite acceder a otros mundos posibles, mas alla del mundo
(paraddjicamente) real de objetos finitos y discretos. La comprension de este conocimiento
numérico no solo exige una reconstruccion mental, sino que la hace posible, generando
nuevas formas de pensar y concebir el mundo.
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