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A los lectores

El Noticiero de la UMA publica en este volumen los res �umenes de las
comunicaciones en educaci �on matem�atica aceptadas para la Reuni �on Anual
de la UMA realizada en la ciudad de C �ordoba en agosto. Adem�as, iniciamos
la publicaci �on de la monograf��a ganadora del Concurso de Monograf��as pa-
ra estudiantes, con la del 2012 \ El Lema de Cotlar y sus aplicaciones" de
Federico Morana.

Por otro lado, este volumen contiene el escrito de las palabras del Pro-
fesor Calixto Calder �on que pronunciara recientemente en un congreso en
Chicago en su homenaje.

Invitamos a nuestros lectores a seguir enviando informaci �on de las acti-
vidades matem�aticas e inquietudes a este Noticiero.

Ivana G �omez
IMAL

Editora, Noticiero UMA

Colaboraron en este n �umero: Felipe Z �o (San Luis), Hugo Aimar (Santa
Fe), Federico Morana (Santa Fe).
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Calixto P. Calder �on

 

Calixto P. Calder �on se doc-
tor �o en la UBA bajo la direcci �on de
Alberto Gonz �alez Dom��nguez. Fue
profesor en distintas universida-
des argentinas y en la University
of Illinois at Chicago (1974-2003)
y profesor em�erito en esa univer-
sidad desde 2003. Ha realizado
importantes aportes en An �alisis
Arm �onico, Ecuaciones en Deriva-
das Parciales, Polinomios Ortogo-
nales, ModelosMatem�aticos para
Crecimiento de Tumores as�� tam-
bi �en como en Historia de la Ma-
tem�atica.

Entre el 16 y 18 de noviembre de 2012, en Roosevelt University en Chica-
go, se realiz �o un congreso en su honor: \Special Functions, Partial Di�erential
Equations and Harmonic Analysis, a conference in honor of Calixto P. Cal-
der �on". http://www.roosevelt.edu/calderon

A continuaci �on compartimos las palabras que pronunci �o Calixto Calder �on
en la ceremonia inaugural de dicho congreso. Agradecemos especialmente al
Dr. Felipe Z �o por facilitarnos una copia de las palabras de Calixto en Chicago
\Remembrances and Silhouettes", y publicamos aqu�� en original.

http://www.roosevelt.edu/calderon
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Reuni �on UMA 2012

Del 6 al 8 de agosto de 2012 la UMA celebr �o su Reuni �on Anual en la
Universidad Nacional de C �ordoba, en la ciudad de C �ordoba, realizando

XXXV Reuni �on de Educaci �on Matem�atica

XXIV Encuentro de Estudiantes de Matem�atica

IV Festival de Matem�atica

En adhesi �on al IV CLAM Congreso Latinoamericano de Matem�aticos pa-
trocinado por la Uni �onMatem�atica de Am�erica Latina y el Caribe (UMALCA),
instituci �on de la cual forma parte la UMA varios eventos se organizaron en
forma compartida, y la habitual Reuni �on Cient���ca se llev �o a cabo de forma
integrada al CLAM.

En la reuni �on de Educaci �on se dictaron las siguientes conferencias: La rea-
lizaci �on de signi�cados matem�aticos en situaciones de interacci �on de toda la
clase: aportes de la gram�atica sist �emico funcional al an �alisis, la interpreta-
ci �on y la evaluaci �on de registros, por Betina Zolkower (Brooklyn College, City
University of New York); La visi �on de un matem�atico acerca de la educaci �on
matem�atica b �asica (nivel inicial y primario), porWilfried Schmid (Universidad
de Harvard, Cambridge-Massachusetts);Trabajo colaborativo entre docentes
y relaci �on con el conocimiento, por Patricia Sadovsky (Universidad Pedag �ogi-
ca, Buenos Aires); Lo que es y no es en la Educaci �on Matem�atica Realista,
por Ana Bressan (Grupo Patag �onico de Did �actica de la Matem�atica).

Se realiz �o una mesa redonda: \Aspectos institucionales y curriculares del
proceso de elaboraci �on de est �andares del Profesorado Universitario en Ma-
tem�atica", coordinada por Patricia Kisbye (FAMAF).

Tambi �en se dictaron 6 cursos para estudiantes y 8 cursos para profesores.
Las notas de estos cursos est �an publicadas en la Serie B de Publicaciones de
la FAMAF-UNC. Los cursos para estudiantes: Aut �omatas celulares, por Ca-
milo Jadur (Universidad Nacional de Salta); M�etricas en �algebras de Lie dos
pasos nilpotentes, por Gabriela Ovando (CIEM); Introducci �on a la teor��a de
reticulados, por Miguel Campercholi (CIEM); Ecuaciones en derivadas par-
ciales utilizando An �alisis Funcional, por Uriel Kaufmann (CIEM); Teorema
del punto �jo en espacios m�etricos: una aplicaci �on a fractales, por Marilina
Carena (IMAL); Algebras semi-simples, por Andrea Solotar (IMAS). Los cur-
sos para profesores: Explorando construcciones geom�etricas con Geogebra,
por Cristina Esteley (FaMAF), Isabel Marguet (Colegio 25 de Mayo, C �ordo-
ba) y Anal��a Cristante (Colegio 25 de Mayo); Secciones c �onicas: >y esto,...
para qu �e me sirve?, por Gabriel Soto (Universidad Nacional de la Patagonia
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San Juan Bosco); Juegos matem�aticos y an �alisis de estrategias ganadoras, por
Carlos D'Andrea (Universidad de Barcelona); Generaci �on de las ideas funda-
mentales de la Alfabetizaci �on Estad��stica a trav �es del trabajo con proyectos,
por Liliana Tauber (UNL) y Mariela Cravero (UNL); N �umeros, entre la crea-
ci �on y el descubrimiento, por Gast �on Garc��a (FaMAF); Modelos Mec �anicos y
Matem�aticos en la F��sica de Fines del Siglo XIX, por Walter Lamberti (FA-
MAF); Introducci �on a la Investigaci �on en Educaci �onMatem�atica, por Virginia
Montoro (UNComahue);Una Excursi �on a la Tierra de los Secretos, por Daniel
Penazzi (FaMAF).

Se enviaron 45 comunicaciones de la REM, que se distribuyeron en dis-
tintas sesiones tem�aticas, y publicamos en este volumen, ver p �agina 47.

En el Concurso de Monograf��as para Estudiantes con el tema \El Lema de
Cotlar y sus aplicaciones" recibi �o el premio Federico Morana, alumno de la
Licenciatura en Matem�atica Aplicada de la UNL durante el acto inaugural. En
la p �agina 11 de este volumen est �a el contenido completo de la monograf��a.

En esta ocasi �on la UMA otorg �o 72 becas de ayuda econ �omica a estudian-
tes de distintas ciudades del pa��s.

El Festival de Matem�atica se realiz �o en la sede de la Academia Nacio-
nal de Ciencias. Desde el domingo 5 al mi �ercoles 8 lo visitaron delegaciones
de escuelas y p �ublico en general. Entre las actividades hab��a juegos, mura-
les; problemas, desaf��os y curiosidades; arte matem�atico; concurso de videos;
magia. Se dictaron 4 conferencias: Paradojas de los sistemas electorales, por
Eugenio Hern �andez (Universidad Aut �onoma de Madrid); Una invitaci �on a la
cuarta dimensi �on: la Conjetura de Poincar �e, por Jorge Lauret (CIEM); Como
el hombre aprendi �o a contar, por Luis Quintas (Universidad Nacional de San
Luis); El fr��o, el calor, la difusi �on y el logaritmo, por Pedro Morin (IMAL);
Bolitas en urnas, paseos al azar y el comportamiento microsc �opico de la ma-
teria, por Pablo Groisman (IMAS). Todos los visitantes fueron guiados para
una mejor comprensi �on de lo expuesto, contando con la participaci �on de es-
tudiantes locales y de otras universidades.

Se realiz �o la Asamblea Extraordinaria de Socios de la UMA el lunes 6 de
agosto en el aula magna de la FAMAF.

Comit �e organizador local: Comit �e general Reuni �on UMA 2012: Nicol �as Andruskie-

witsch (coordinador), Adri �an Andrada, Iv �an Angiono, Agust��n Garc��a Iglesias, Emilio Lauret,

Vanesa Meinardi. Comit �e XXXV Reuni �on Anual REM: Leandro Cagliero (coordinador), Cristi-

na Esteley, Dilma Fregona, Nadina Rojas, M �onica Villarreal, Beatriz Viviani (enlace CD UMA).

Comit �e XXIV Encuentro de Estudiantes: Marta Urciuolo (coordinador), Manuela Busaniche (en-

lace CD UMA), Linda Saal, Pedro S �anchez Terraf. Comit �e IV Festival de Matem�atica: Juan Pablo

Rossetti (coordinador), Lisi D'Alfonso, Liliana Forzani (enlace CD UMA), Ursula Molter, Juan

Carlos Pedraza, Pablo Rom�an .

Instituciones Organizadoras: Facultad deMatem�atica, Astronom��a y F��sica-
UNC; Centro de Investigaci �on y Estudios de Matem�atica (CIEM); Uni �on Ma-
tem�atica Argentina.
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Reuni �on UMA 2012

Auspiciaron la Reuni �on: UMA; Universidad Nacional de C �ordoba; Con-
sejo Nacional de Investigaciones Cient���cas y T �ecnicas (CONICET-MINCyT);
Agencia Nacional de Promoci �on Cient���ca y Tecnol �ogica (ANPCyT-MINCyT).

Sitio web: http://www.famaf.unc.edu.ar/uma2012

♦ ♦

Asamblea UMALCA: Nuevas Autoridades de UMALCA

En la Asamblea de la UMALCA realizada el 8 de agosto durante el IV
CLAM se eligieron nuevos integrantes para la UMALCA. El Dr. Nicol �as An-
druskiewitsch para el Comit �e Ejecutivo y el Dr. Hugo Aimar para el Co-
mit �e Cient���co en representaci �on por Argentina. Recordamos que en el perio-
do anterior la Dra. Harboure y el Dr. Cabrelli respectivamente representaban
dichos comites.
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Monograf��a Estudiantes 2012

Monograf��a de Estudiantes

El Lema de Cotlar y sus aplicaciones

Federico Morana

En la Reuni �on Anual de la UMA de 2012, el Concurso de Monograf��as
para Estudiantes fue en homenaje a Misha Cotlar en el quinto aniversario de
su fallecimiento. El jurado estuvo compuesto por Carlos Cabrelli, Alejandra
Maestripieri y Francisco Mart��n Reyes.

El 6 de agosto de 2012 durante la ceremonia inaugural de la reuni �on la
Presidente de la UMA entreg �o el premio a Federico Morana estudiante de la
Licenciatura en Matem�atica de la ciudad de Santa Fe.

En este volumen del Noticiero publicamos ��ntegramente la monograf��a
respetando el formato y las l��neas realizados por el autor de la monograf��a.
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El Lema de Cotlar y
Aplicaciones

Federico Morana

Licenciatura en Matemática aplicada

Facultad de Ingenieŕıa Qúımica

Universidad Nacional del Litoral

30 de junio de 2012

CONCURSO DE MONOGRAFÍAS PARA ESTUDIANTES
-2012-

En homenaje a Mischa Cotlar, en el quinto aniversario
de su fallecimiento.

UNIÓN MATEMÁTICA ARGENTINA

1
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Quiero agradecer especialmente a Hugo Aimar por su direc-
ción y ayuda en el diseño y elección de temas para la presente
monograf́ıa, por su manera de transmitir la matemática con pa-
sión y afecto, y por ser una gúıa en esta etapa de mi carrera.
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1. Introducción

El propósito de la presente monograf́ıa es introducir el Lema de Cotlar,
en 3 versiones, y mostrar su utilidad como herramienta para obtener la aco-
tación de ciertos operadores definidos en espacios de Hilbert, aplicándolo a
un par de situaciones: una clásica, la transformada de Hilbert, y otra ilustra-
tiva a la perturbación de bases ortonormales, realizando en ambos casos una
comparación con los resultados obtenidos al emplear a estos efectos la de-
sigualdad de Young generalizada, otro método clásico en el análisis funcional.

La monograf́ıa está organizada de la siguiente manera:
Dado que el lema de Cotlar se manifiesta en los espacios de Hilbert, se

dedica la sección 2 a definir y enunciar resultados básicos de dicho espacio,
involucrados en el desarrollo posterior.

En la sección 3 se expone un método clásico, muy útil para la acotación
de “operadores positivos”, dado por la desigualdad de Young generalizada -y
como caso particular el lema de Schur- de manera de exhibir más adelante
la mejora que significa en muchos casos la utilización del Lema de Cotlar.

La sección 4 es dedicada propiamente al lema de Cotlar y a demostrarlo,
en 3 versiones: primero se expone un caso más simple, seguido de la version
original, para finalmente mostrar una generalización, útil en determinadas
aplicaciones.

Por último, en la sección 5 se muestran los mencionados ejemplos, como
modo ilustrativo del alcance y la potencia del lema de Cotlar. En primer lugar
se aplican los resultados anteriores a obtener condiciones sobre perturbacio-
nes de bases ortonormales en espacios L2(E), para E ⊂ R, de manera que
continúen siendo base del espacio, y se exhibe el caso particular de cuando
las perturbaciones son de soporte disjunto en el espacio L2([0, 2π]). A con-
tinuación se estudian las transformadas de Hilbert en sus versiones discreta
y continua, para obtener mediante la aplicación del lema de Cotlar que los
truncamientos son de tipo fuerte (2,2) uniformemente (de lo cual se deriva
que la transformada de Hilbert discreta es de tipo fuerte (2,2) ); notamos
además que si utilizamos a estos efectos la desigualdad de Young la acota-
ción no resulta uniforme.

4
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2. Los espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert surgen naturalmente como una generalización a
dimension infinita de los espacios Eucĺıdeos, y como tales, gozan de las propie-
dades familiares de ortogonalidad, complementada por la importante carac-
teŕıstica de completitud. Un aspecto básico de la teoŕıa de estos espacios es,
al igual que en el caso finito-dimensional, el estudio de sus transformaciones
lineales y en particular de aquellas que son continuas, tarea que abordamos
en el presente trabajo.

2.1. Definición y ejemplos

[SS] Un conjunto H es un espacio de Hilbert (real) si satisface las
siguientes propiedades:

(i). H es un espacio vectorial sobre R.

(ii). H está provisto de un producto escalar 〈., .〉, tal que

f 7→ 〈f, g〉 es linear en H, ∀ g ∈ H fijo,

〈f, g〉 = 〈g, f〉, y

〈f, f〉 ≥ 0, ∀ f ∈ H.

Definimos la norma inducida ‖ f ‖ = 〈f, f〉1/2.

(iii). ‖ f ‖ = 0 ⇔ f = 0.

(iv). Valen las desigualdades de Cauchy-Schwarz y triangular

|〈f, g〉| ≤ ‖ f ‖‖ g ‖ y ‖ f + g ‖ ≤ ‖ f ‖ + ‖ g ‖

para todos f, g ∈ H.

(v). H es completo en la métrica d〈f, g〉 = ‖ f − g ‖.

(vi). H es separable.

Observación 1. Es común definir a los espacios de Hilbert sobre el cuerpo
de los complejos C, sin embargo para el caso que nos atañe alcanza con
considerar como campo de escalares a R, como simplificación.

Observación 2. La condición (vi) no es requerida para un espacio de Hilbert
en general, sin embargo es el caso de la mayoŕıa de las aplicaciones y ejemplos
encontrados, en particular los presentados en este escrito.

5
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Daremos a continuación 2 ejemplos fundamentales de espacios de Hilbert,
que nos acompañarán a lo largo de esta presentación.

Ejemplo 1. Si E es un subconjunto medible de Rn con m(E) > 0, se de-
fine por L2(E) al espacio de las funciones reales (o complejas) de cuadrado
integrable soportadas en E,

L2(E) = {f : E → R/ f es medible y

∫
E

|f(x)|2 dx <∞}.

El espacio L2(E) esta dotado de un producto escalar dado por

〈f, g〉 =

∫
E

f(x)g(x) dx, para f, g ∈ L2(E),

el cual induce la norma

‖ f ‖ = (

∫
E

|f(x)|2 dx)1/2.

Consideramos que dos elementos de L2(E) son equivalentes si son idénticos
salvo quizás en un conjunto de medida cero, lo cual nos garantiza que
‖ f ‖ = 0 implica f = 0. Aśı, L2(E) cumple todas las propiedades de la defi-
nición y resulta ser un espacio de Hilbert.

Ejemplo 2. El espacio de Hilbert `2(Z) se define por

`2(Z) = {(. . . , a−2, a−1, a0, a1, . . .) : ai ∈ R,
∞∑

n=−∞

|an|2 <∞}.

Si a y b son sucesiones de `2(Z), el producto escalar y la norma correspon-
diente están dados por

〈a, b〉 =
∞∑

k=−∞

akbk

y ‖ a ‖ = (
∞∑

k=−∞

|ak|2)1/2.

Aunque este ultimo ejemplo es muy sencillo, veremos mas adelante que
todos los espacios de Hilbert (separables) de dimensión infinita son como
`2(Z) en esencia.
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Una ligera variante de este espacio es `2(N), donde consideramos sola-
mente sucesiones unidireccionales, i.e.,

`2(N) = {(a1, a2, ...) : ai ∈ R,
∞∑
n=1

|an|2 <∞}.

El producto escalar y la norma están definidos de la misma forma con las
series yendo de n = 1 a ∞.

2.2. Bases

[Cr] En principio, notemos que una sucesión {ek}∞k=1 en H es un conjunto
ordenado, i.e., {ek}∞k=1 = {e1, e2, ...}.

Defición 2.1. SeaH un espacio de Hilbert. Una sucesión de vectores {ek}∞k=1

de H es una base (de Schauder) para H, si para cada f ∈ H, existen únicos
escalares {ck(f)}∞k=1 tales que f =

∑∞
k=1 ck(f)ek.

Cabe aclarar que aqúı nos referimos a que la serie anterior converge con
respecto al orden elegido de los elementos. Si la serie converge a f para toda
f ∈ H sin importar el orden escogido, decimos que {ek}∞k=1 es una base
incondicional.

2.3. Ortogonalidad - Bases ortonormales

[SS] Un aspecto caracteŕıstico de los espacios de Hilbert es la noción de
ortogonalidad, cuyas importantes consecuencias geométricas y anaĺıticas, los
distingue de otros espacios normados. De esta forma es posible y de gran
utilidad considerar bases ortonormales, que resultan una generalización na-
tural de las bases canónicas de los espacios eucĺıdeos, ya que poseen muchas
propiedades similares a estas.

Dos elementos f y g en un espacio de Hilbert H con producto interno 〈., .〉
son ortogonales o perpendiculares si 〈f, g〉 = 0, y lo denotamos por f⊥g.

Defición 2.2. [Cr] Un subconjunto finito o numerable {e1, e2, ...} de un es-
pacio de Hilbert H es ortonormal si 〈ek, ej〉 = δk,j.
Una base ortonormal es un sistema ortonormal {ek}∞k=1 que también es
base para H.

El siguiente teorema da condiciones equivalentes sobre un sistema orto-
normal {ek}∞k=1 para ser base ortonormal.

Teorema 2.1. Dado un sistema ortonormal {ek}∞k=1, son equivalentes:

7
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(i). {ek}∞k=1 es base ortonormal.

(ii). f =
∑∞

k=1〈f, ek〉ek, ∀ ∈ H.

(iii). 〈f, g〉 =
∑∞

k=1〈f, ek〉〈g, ek〉, ∀f, g ∈ H.

(iv).
∑∞

k=1 |〈f, ek〉|2 = ‖ f ‖2, ∀f ∈ H.

(v). span{ek}∞k=1 = H.

(vi). Si 〈f, ek〉 = 0, ∀ k ∈ N, entonces f = 0.

Luego, es posible demostrar el siguiente

Corolario 2.2. Si {ek}∞k=1 es una base ortonormal, entonces cada f ∈ H
tiene una expansion incondicionalmente convergente f =

∑∞
k=1〈f, ek〉ek.

Teorema 2.3. Todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonor-
mal.

Un ejemplo simple de una base ortonormal concreta se da en el caso del
espacio de Hilbert `2(N):

Ejemplo 3. Para k ∈ N, sea ek la sucesión en `2(N) cuya coordenada k-esima
es 1, y 0 el resto. Entonces {ek}∞k=1 es una base ortonormal para `2(N); que
usualmente se la denomina la base ortonormal canónica y es denotada por
{δk}∞k=1.

Una consecuencia importante del ultimo teorema es que todo espacio de
Hilbert (separable) puede ser identificado con `2(N).

Teorema 2.4. Todo espacio de Hilbert separable de dimension infinita es
isométricamente isomorfo a `2(N).

[SS] Esto significa que todo espacio de HilbertH tiene la misma estructura
que `2(N) pues existe una transformación unitaria U : H → `2(N),
i.e. U satisface:

(i). U es linear, esto es, U(αf + βg) = αU(f) + βU(g).

(ii). U es biyectiva.

(iii). ‖ Uf ‖`2(N) = ‖ f ‖H, ∀ f ∈ H.

8
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2.4. Transformaciones lineales

[SS] Sean H1 y H2 dos espacios de Hilbert. Una función T : H1 → H2

es una transformación lineal (también llamado operador lineal o simplemente
operador) si T (af+bg) = aT (f)+bT (g) para cualesquiera a, b escalares y f, g ∈
H1.

Diremos que un operador lineal T : H1 → H2 esta acotado si ∃ M > 0
tal que ‖ Tf ‖H2

≤ M‖ f ‖H1
. La norma de T se denota por ‖ T ‖H1→H2

o
simplemente ‖ T ‖ y se define por ‖ T ‖ = ı́nf M , donde el ı́nfimo se toma
sobre todos los M que cumplen lo anterior.

Lema 2.5. ‖ T ‖ = sup{|〈Tf, g〉| : ‖ f ‖ ≤ 1, ‖ g ‖ ≤ 1}, donde f ∈ H1 y
g ∈ H2.

Un operador lineal T es continuo si T (fn)→ T (f) cuando fn → f .

Proposición 2.6. Un operador lineal T : H1 → H2 esta acotado si y solo si
es continuo.

Esta importante propiedad pone de manifiesto la utilidad del lema de
Cotlar, que como veremos mas adelante nos permite demostrar de manera
sencilla la acotación de ciertos operadores.

2.4.1. Funcionales lineales - Teorema de representación de Riesz

Un funcional lineal l es una transformación linear de un espacio de Hilbert
H en el campo de escalares subyacente, que hemos asumido sea R. Se define
H′ = {funcionales lineales continuas de H en R} el espacio dual de H.
Un ejemplo natural de un funcional lineal es el producto escalar en H. En
efecto, para g fijo en H, el mapeo l(f) = 〈f, g〉 es lineal, y además acotado
(por la desigualdad de Cauchy-Schwarz).
Es notable el hecho de que esta ejemplo es exhaustivo, en el sentido de que
todo funcional lineal continuo en un espacio de Hilbert se comporta como un
producto escalar.

Teorema 2.7 (de representación de Riesz). Sea l un funcional lineal continuo
en un espacio de Hilbert H. Entonces, existe un único g ∈ H tal que
l(f) = 〈f, g〉 para todo f en H. Mas aun, ‖ l ‖ = ‖ g ‖.

2.4.2. Adjuntos

La primera aplicación del teorema de representación de Riesz es para
determinar la existencia del adjunto de una transformación lineal.
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Proposición 2.8. Sea T : H → H una transformación lineal acotada.
Existe una única transformación lineal T ∗ : H → H tal que
〈Tf, g〉 = 〈f, T ∗g〉. Más aún ‖ T ‖ = ‖ T ∗ ‖.

El operador lineal T ∗ se denomina el adjunto de T .

[R] Algunas propiedades que gozan los adjuntos son:

(i). (T + S)∗ = T ∗ + S∗.

(ii). (aT )∗ = aT ∗.

(iii). (ST )∗ = T ∗S∗.

(iv). T ∗∗ = T .

Además, de (I) obtenemos por inducción que (
∑
Tk)
∗ =

∑
T ∗k siempre que

la suma sea finita.

[S] El siguiente lema, que brinda algunas propiedades relacionadas a nor-
ma de operadores y adjuntos, nos resultara útil mas adelante en la demos-
tración de algunos resultados, por lo cual daremos una prueba.

Lema 2.9. (i). ‖ T ∗ ‖ = ‖ T ‖.

(ii). ‖ T ‖2 = ‖ T ∗T ‖.

(iii). ‖ T ‖2m = ‖ T ∗T ‖m ∀ m ∈ Z.

Demostración. (i). Se obtiene directamente de la representación

‖ T ‖ = sup{|〈Tf, g〉| : ‖ f ‖ ≤ 1, ‖ g ‖ ≤ 1}

y del hecho que 〈Tf, g〉 = 〈f, T ∗g〉.

(ii). Se verifican las desigualdades

‖ T ∗T ‖ ≤ ‖ T ∗ ‖‖ T ‖ = ‖ T ‖2

y ‖ T ‖2 = sup
‖f‖=1

〈Tf, Tf〉 = sup
‖f‖=1

〈T ∗Tf, f〉 ≤ ‖ T ∗T ‖.
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(iii). Lo probamos para el caso m = 2k, k ∈ N. El resultado general requiere
un argumento ulterior que no desarrollaremos aqúı.
Observemos que si T es autoadjunta, tenemos por (II) que
‖ T ‖2 = ‖ T 2 ‖. Por inducción obtenemos ‖ T ‖m = ‖ Tm ‖ cuando m
es una potencia de 2.
Usando esto con T = T ∗T (que es claramente autoadjunta) se sigue lo
enunciado.

3. Desigualdad de Young generalizada / El

lema de Schur

Considerando un espacio de medida abstracto (X,µ) podemos obtener un
resultado general que englobe a la desigualdad de Young para la convolución
en Lp(Rn), y obtenerla aśı como corolario, como también al lema de Schur
en `2(Z).

Preliminares

Dado (X,Σ, µ) un espacio de medida completo y σ-finito, podemos definir
un espacio de medida sobre el producto cartesiano X × X = X2 con la σ-
algebra Σ×Σ = Σ2 generada por los subconjuntos de la forma B1×B2, donde
B1, B2 ∈ Σ. Es posible definir además, de manera única, la medida producto
µ×µ = µ2 de manera que satisfaga la propiedad µ2(B1×B2) = µ(B1)µ(B2),
∀ B1, B2 ∈ Σ.

En estas condiciones, se verifican en el espacio producto resultados análo-
gos a los teoremas de Fubini y de Tonelli de la teoŕıa de Lebesgue en Rn.

Menos restrictiva es la desigualdad de Hölder, que continua siendo valida
sin suponer la condición de completitud y σ-finitud del espacio de medida.

El teorema general y corolarios

Teorema 3.1. Sea (X,µ) un espacio de medida completo y σ-finito, y la
función m : X ×X → R medible en el espacio (X2,Σ2, µ2) tal que:∫

y∈X
|m(x, y)|dµ(y) ≤ C c.t.p x, y∫

x∈X
|m(x, y)|dµ(y) ≤ C c.t.p y,

11

Monografía de Estudiantes 2012

Diciembre 2012 Noticiero de la UMA 22



para una constante C > 0. Definimos, para f ∈ Lp(X,µ), con 1 ≤ p ≤ ∞,

Tf(x) =

∫
y∈X

m(x, y)f(y)dµ(y).

Entonces T : Lp(X,µ) → Lp(X,µ) es un operador lineal y continuo, de
norma a lo sumo C. Es decir

||Tf ||p ≤ C||f ||p ∀f ∈ Lp(X,µ).

Demostración. La linealidad se desprende directamente de la linealidad de
la integral. Luego, veamos la continuidad conjuntamente con la pertenencia
de Tf al espacio Lp. Para esto, dividimos la demostración en tres casos:

p =∞

‖ Tf ‖∞ = sup essx∈X |Tf(x)|

≤ sup essx∈X
∫
|m(x, y)||f(y)|dµ(y)

≤ sup essx∈X ‖ f ‖∞
∫
|m(x, y)|dµ(y)

≤ C ‖ f ‖∞ .

p = 1

‖ Tf ‖1 =
∫
x∈X |Tf(x)|dµ(x)

≤
∫
x∈X

∫
y∈X |m(x, y)||f(y)|dµ(y)dµ(x)

≤
∫
y∈X |f(y)|

(∫
x∈X |m(x, y)|dµ(x)

)
dµ(y) (Tonelli)

≤ C ‖ f ‖1 .

1 < p <∞
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Tomando p′ tal que 1
p

+ 1
p′

= 1,

|Tf(x)|p = |
∫
y∈X m(x, y)f(y)dµ(y)|p

≤
(∫

y∈X |m(x, y)||f(y)|dµ(y)
)p

=
(∫

y∈X |m(x, y)|
1
p′ |m(x, y)|

1
p |f(y)|dµ(y)

)p
≤

(∫
y∈X |m(x, y)|dµ(y)

) p
p′ ∫

y∈X |m(x, y)||f(y)|pdµ(y) (Hölder)

≤ C
p
p′
∫
y∈X |m(x, y)||f(y)|pdµ(y).

Luego,

||Tf(x)||p =
(∫

x∈X |Tf(x)|pdµ(x)
) 1
p

≤
(
C

p
p′
∫
x∈X

∫
y∈X |m(x, y)||f(y)|pdµ(y)dµ(x)

) 1
p

= C
1
p′
(∫

y∈X |f(y)|p
(∫

x∈X |m(x, y)||dµ(x)|
)
dµ(y)

) 1
p

(Tonelli)

≤ C
1
p′C

1
p

(∫
y∈X |f(y)|pdµ(y)

) 1
p

= C||f ||p.

Corolario 3.2 (Desigualdad de Young). Sea 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(Rn) y
k ∈ L1(Rn). Entonces: (f ∗ k) ∈ Lp(Rn), y:

‖ f ∗ k ‖p ≤ ‖ f ‖p‖ k ‖1.

Demostración. En este caso consideramosX = Rn y µ la medida de Lebesgue
sobre la σ-álgebra M de los conjuntos medibles Lebesgue. Este espacio es
completo y σ-finito. Tomando m(x, y) = k(x− y) se tiene que m es medible
en R2n, y∫

Rn
|m(x, y)|dy =

∫
Rn
|k(x− y)|dy =

∫
Rn
|k(z)|dz = ‖ k ‖1 ∀x ∈ Rn,
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∫
Rn
|m(x, y)|dx =

∫
Rn
|k(x− y)|dx = ‖ k ‖1 ∀y ∈ Rn,

y ‖ k ‖1 <∞ ya que k ∈ L1(Rn).
Por lo tanto, por el teorema anterior se tiene que:

‖ f ∗ k ‖p = ‖ Tf ‖p ≤ ‖ f ‖p‖ k ‖1.

Corolario 3.3 (Lema de Schur). Sea M = {Mjk}∞j,k=−∞ una matriz tal
que existe una constante B > 0 para la cual:∑

k∈Z

|Mjk| ≤ B ∀j ∈ Z, y

∑
j∈Z

|Mjk| ≤ B ∀k ∈ Z.

Entonces M define un operador acotado en `2(Z) de norma a lo sumo B.

Demostración. Considerando X = Z, Σ = P(Z) y µ = # la medida de
contar, y tomando m(x, y) = Mjk, donde j = x y k = y, se tiene por
hipótesis que: ∫

Z
|m(j, k)|d#(j) =

∑
j∈Z

|Mjk| ≤ B ∀k ∈ Z,

∫
Z
|m(j, k)|d#(k) =

∑
k∈Z

|Mjk| ≤ B ∀j ∈ Z.

Para d : Z→ R, d(i) = di,

(Td)(j) =

∫
Z
Mjkdk d#(k) =

∑
k∈Z

Mjkdk

es el operador definido por M , y verifica las conclusiones del teorema. En el
caso particular que d ∈ `2(Z) se tiene el resultado enunciado.
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4. El lema de Cotlar

El lema de Cotlar nos provee una forma de demostrar que un operador
T en un espacio de Hilbert H es acotado si podemos descomponerlo como
suma finita T =

∑
k Tk donde las normas de los operadores Tk están unifor-

memente acotadas y cumplen una condición de “casi ortogonalidad”, lo cual
se expresa requiriendo que TiT

∗
j y T ∗i Tj tiendan a cero convenientemente

cuando |i− j| → ∞ .
En el caso mas simple cuando los operadores Tk son ortogonales dos a

dos, el resultado se presenta como sigue

Lema 4.1 (Cotlar, caso ortogonal). Sean {Tk} operadores en un espacio
de Hilbert H,

uniformemente acotados: ‖Tk‖ ≤ B para todo k, y

ortogonales: TiT
∗
j = 0 y T ∗i Tj = 0 si i 6= j.

Entonces

‖
N∑
k=1

Tk ‖ ≤ B.

Demostración. Sea T =
∑N

k=1 Tk. Se tiene que T ∗ =
∑N

k=1 T
∗
k .

Por la propiedad (III) del lema 2.9 aplicada a T tenemos:

‖ T ‖2m = ‖ (T ∗T )m ‖ = ‖ [(
∑N

i=1 T
∗
i )(
∑N

j=1 Tj)]
m ‖ = ‖ (

∑N
i,j=1 T

∗
i Tj)

m ‖

≤
∑N

i1,i2,...,i2m=1 ‖ T ∗i1Ti2T
∗
i3
Ti4 . . . T

∗
i2m−1

Ti2m ‖ = (∗)

Por la ortogonalidad de los Tk, en esta sumatoria sobreviven sólo los suman-
dos donde i1 = i2 = · · · = i2m, en consecuencia:

(∗) =
∑N

k=1 ‖ T ∗kTk . . . T ∗kTk ‖ (2m términos)

=
∑N

k=1 ‖ (T ∗kTk)
m ‖

=
∑N

k=1 ‖ Tk ‖
2m

≤
∑N

k=1B
2m = NB2m (por hipótesis)
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Tomando ráız 2m-ésima a ambos lados de la desigualdad tenemos

‖
N∑
k=1

Tk ‖ ≤ N
1

2mB → B cuando n→∞.

Cotlar demostró que el resultado anterior sigue siendo válido sin que los
operadores Tk sean ortogonales, con tal que sean aproximadamente ortogo-
nales en un sentido apropiado.

Una versión del lema similar a la originalmente presentada por Cotlar en
[C] es la siguiente:

Lema 4.2 (Cotlar). Sea {Tk} una sucesión de operadores en un espacio de
Hilbert. Supongamos que existe una sucesión c : Z → [0,∞) que verifique∑

k∈Z c
1
2
k ≤ B <∞ tal que para todos i, j ∈ N,

‖ T ∗i Tj ‖ ≤ ci−j y ‖ TiT ∗j ‖ ≤ ci−j.

Entonces, para todo N ∈ N,

‖
N∑
k=1

Tk ‖ ≤ B.

Demostración. Procediendo de manera similar al caso ortogonal definimos
T =

∑N
k=1 Tk y llegamos a (∗). Ahora bien, cada término de esta sumatoria

está mayorado por:

M = ‖ T ∗i1 ‖‖ Ti2T
∗
i3
‖ . . . ‖ Ti2m−2T

∗
i2m−1

‖‖ Ti2m ‖

≤ c
1
2
0 ci2−i3 . . . ci2m−2−i2m−1c

1
2
0

y por
P = ‖ T ∗i1Ti2 ‖ . . . ‖ T

∗
i2m−1

Ti2m ‖

≤ ci1−i2 . . . ci2m−1−i2m .

Luego, estará mayorado también por la media geométrica de M y P :

√
MP ≤ c

1
2
0 c

1
2
i1−i2c

1
2
i2−i3 . . . c

1
2
i2m−1−i2m .
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Aśı:

‖
∑N

k=1 Tk ‖
2m ≤

∑N
i1,...,i2m=1 c

1
2
0 c

1
2
i1−i2 . . . c

1
2
i2m−1−i2m

≤ c
1
2
0

∑N
i1,...,i2m−1=1 c

1
2
i1−i2 . . . c

1
2
i2m−2−i2m−1

(∑N
i2m=1 c

1
2
i2m−1−i2m

)
≤ c

1
2
0

∑N
i1,...,i2m−1=1 c

1
2
i1−i2 . . . c

1
2
i2m−2−i2m−1

B

. . .

≤ c
1
2
0B

2m−1
∑N

i1=1 1

≤ B2mN.

Finalmente, tomando ráız 2m-ésima en las primera y última expresiones an-
teriores y haciendo tender m a ∞ obtenemos:

‖
N∑
k=1

Tk ‖ ≤ B.

Como generalización, es posible modificar las hipótesis del lema de manera
que la cota de ‖ T ∗i Tj ‖ y ‖ TiT ∗j ‖ no dependa de la diferencia i− j.

Lema 4.3 (Cotlar, versión más general). Sea {Tk} una sucesión de ope-
radores en un espacio de Hilbert, y supongamos que existe una constante
B > 0 tal que ∑

j

√
‖ T ∗i Tj ‖ ≤ B ∀i, y

∑
j

√
‖ TiT ∗j ‖ ≤ B ∀i.

Entonces

‖
N∑
k=1

Tk ‖ ≤ B, ∀N ∈ N.

Demostración. La prueba es similar a del lema en su version original, pero
sin pasar por la sucesión {ck}.
Definiendo M y P como antes tendremos que cada término de la sumatoria
(∗) estará mayorado por la media geométrica

√
MP . Aśı:
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‖
∑N

k=1 Tk ‖
2m ≤

∑N
i1,...,i2m=1 ‖ T ∗i1 ‖

1/2‖ T ∗i1Ti2 ‖
1/2 . . . ‖ T ∗i2m−1

Ti2m ‖
1/2‖ Ti2m ‖

1/2

≤
∑N

i1,...,i2m=1 B
1/2‖ T ∗i1Ti2 ‖

1/2 . . . ‖ T ∗i2m−1
Ti2m ‖

1/2B1/2

≤ B
∑N

i1,...,i2m−1=1 ‖ T ∗i1Ti2 ‖
1/2 . . . ‖ Ti2m−2T

∗
i2m−1

‖1/2.(∑N
i2m=1 ‖ T ∗i2m−1

Ti2m ‖
1/2
)

≤ B
∑N

i1,...,i2m−1=1 ‖ T ∗i1Ti2 ‖
1/2 . . . ‖ Ti2m−2T

∗
i2m−1

‖1/2B

. . .

≤ B2m
∑N

i1=1 1

≤ B2mN.

Nuevamente, tomando ráız 2m-ésima en ambos extremos y luego limite
cuando m→∞ obtenemos la tesis.

5. Ejemplos y aplicaciones

5.1. Perturbación de bases

Como primer ejemplo, veamos como la aplicación del lema de Schur y del
lema de Cotlar nos proveen distintas condiciones para que la perturbación
de una base ortonormal de un espacio de Hilbert H continue siendo base del
espacio. Consideraremos el caso particular H = L2(E), con E ⊂ Rn medible.

Sea {ϕk}∞k=1 una base ortonormal de L2(E).

Aśı, para cada f ∈ L2(E) existe una única sucesión de escalares {ck}∞k=1 ∈
`2(N) tales que f =

∑∞
k=1 ckϕk. Además, se tiene que ck = 〈f, ϕk〉 ∀k ∈ N,

y ‖ f ‖ =
∑∞

k=1 |ck|2 =
∑∞

k=1 |〈f, ϕk〉|2.

Tomamos ahora una perturbación {ϕk + εk}∞k=1 de la base ortonormal
anterior, con {εk}∞k=1 ⊂ L2(E), y buscamos condiciones en las sucesiones
{ϕk} y {εk} de manera que la base ortonormal perturbada continúe siendo
base de L2(E) (posiblemente ya no ortogonal ni normal).
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Para esto, utilizamos el resultado siguiente, válido en todo espacio de
Banach, luego también en los espacios de Hilbert y en particular en L2(E).

5.1.1. Si {fk}k∈N es una base de un espacio de Banach X , y {gk}k∈N es una
sucesión en X tal que ∃ λ ∈ (0, 1) de manera que

‖
∑

ck(fk − gk) ‖ ≤ λ‖
∑

ckfk ‖ ∀ sucesión finita de escalares {ck}

entonces {gk}k∈N es también base de X .

De esta manera, una condición suficiente para que la perturbación
{ϕk + εk}∞k=1 sea base es que ∃λ ∈ (0, 1) tal que para toda sucesión finita
{ck}Nk=1 ⊂ R,

‖
∑

ckεk ‖ ≤ λ‖
∑

ckϕk ‖. (z)

Tomando f =
∑
ckϕk ∈ L2(E), ésta última desigualdad se traduce en

‖
∑

ckεk ‖ ≤ λ‖ f ‖.
Busquemos entonces condiciones en {εk} y {ϕk} para que se cumpla (z)

utilizando primero la versión general de la desigualdad de Young y luego el
lema de Cotlar, definiendo operadores apropiadamente.

(i) Young

Operando formalmente,∑
k ckεk(x) =

∑
k〈f, ϕk〉εk(x)

=
∑

k(
∫
y∈E f(y)ϕk(y)dy)εk(x)

=
∫
y∈E f(y) (

∑
k ϕk(y)εk(x)) dy.

Luego, esto nos motiva a definir (siempre que sea posible)

k(x, y) =
∞∑
k=1

ϕk(y)εk(x)

y Tf(x) =

∫
y∈E

f(y)k(x, y)dy.

Observemos que k(x, y) estará correctamente definida dependiendo de
cuáles sean {ϕk}∞k=1 y {εk}∞k=1. Además, T está definido como en el teorema
de Young, y la acotación de T se corresponde con la de

∑
k ckεk siempre que

las operaciones anteriores sean factibles. Esto nos conduce a la siguiente
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Proposición 5.1.2. Sea E ⊂ Rn medible, {ϕk}k∈N una base ortonormal de
L2(E) y {εk}k∈N ⊂ L2(E) tales que:

1. ‖ ϕk ‖∞ ≤M1, ∀k ∈ N,

2. ‖ ϕk ‖1 ≤M2, ∀k ∈ N,

3.
∑

k∈N
∫
x∈E |εk(x)|dx ≤ λ

M1
, y

4.
∑

k∈N |εk(x)| ≤ λ
M2

en c.t.p. x ∈ E,

para ciertas constantes λ ∈ (0, 1),M1 > 0 y M2 > 0.
Entonces la perturbación {ϕk + εk}k∈N es base de L2(E).

Demostración. Definimos los operadores:
K(x, y) =

∑∞
j=1 ϕj(y)εj(x)

y Tf (x) =
∫
y∈E f(y)K(x, y)dy, para f ∈ L2(E).

K está bien definido y es medible en E × E.

En efecto, la serie que define K converge absolutamente, pues∑∞
j=1 |ϕj(y)||εj(x)| ≤ ‖ ϕj ‖∞

∑∞
j=1 |εj(x)|

≤ M1
λ
M2
, c.t.p (x, y) ∈ E × E.

Veamos que es medible. Definimos para esto

Kj : E × E → R / Kj(x, y) = ϕj(y)εj(x), j ∈ N.

Como ϕ̃j(x, y) = ϕj(y) y ε̃j(x, y) = εj(x) son medibles en E×E ∀j ∈ N
también Kj es medible por ser producto de funciones medibles. Luego∑N

j=1Kj es medible ∀N ∈ N, y también lo es K por ser ĺımite puntual
de funciones medibles.

Se verifican las hipótesis del teorema de Young.∫
x∈E |K(x, y)|dx =

∫
x∈E |

∑∞
j=1 ϕj(y)εj(x)|dx

≤
∫
x∈E

∑∞
j=1 |ϕj(y)||εj(x)|dx

=
∑∞

j=1 |ϕj(y)|
∫
x∈E |εj(x)|dx (teo de conv monótona)

≤
∑∞

j=1 ‖ ϕj ‖∞
∫
x∈E |εj(x)|dx

≤ M1

∑∞
j=1

∫
x∈E |εj(x)|dx

≤ M1
λ
M1

= λ, en casi todo y ∈ E.
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∫
y∈E |K(x, y)|dy ≤

∫
y∈E

∑∞
j=1 |ϕj(y)||εj(x)|dy

=
∑∞

j=1 |εj(x)|
∫
y∈E |ϕj(y)|dy

≤
∑∞

j=1 |εj(x)|‖ ϕj ‖1

≤ M2

∑∞
j=1 |εj(x)|

≤ M2
λ
M2

= λ, en casi todo x ∈ E.

‖ Tf ‖ ≤ λ‖ f ‖ por aplicación directa del teorema de Young.

‖
∑N

k=1 ckεk ‖ ≤ λ‖
∑N

k=1 ckϕk ‖ ∀ sucesión finita {ck}Nk=1 ⊂ R.

Para ver esto, sea f =
∑N

k=1 ckϕk ∈ L2(E) y veamos que
∑N

k=1 ckεk =
Tf .

En efecto,∑N
k=1 ckεk(x) =

∑N
k=1〈f, ϕk〉εk(x)

=
∑∞

k=1〈f, ϕk〉εk(x)

= ĺımN→∞
∑N

k=1(
∫
y∈E f(y)ϕk(y)dy)εk(x)

= ĺımN→∞
∫
y∈E f(y)

∑N
k=1 ϕk(y)εk(x)dy

=
∫
y∈E f(y)

∑∞
k=1 ϕk(y)εk(x)dy (T.C.D.)

=
∫
y∈E f(y)K(x, y)dy

= Tf (x).

Aqúı fue posible intercambiar el ĺımite con la integral en virtud del
teorema de convergencia dominada aplicado a la sucesión de funciones
medibles en E, gN(y) = f(y)

∑N
k=1 ϕk(y)εk(x), N ∈ N, ya que

• gN(y) −→ f(y)K(x, y) cuando N →∞, en c.t.p. y ∈ E.

•
|gN(y)| = |f(y)||

∑N
k=1 ϕk(y)εk(x)|

≤ |f(y)|
∑N

k=1 |ϕk(y)||εk(x)|

≤ |f(y)|M1λ
M2

, ∀N ∈ N
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• Como ‖ ϕj ‖1 ≤M2 ∀j ∈ N, entonces ϕj ∈ L1(E) ∀j ∈ N. Luego,

f =
∑N

j=1 cjϕj ∈ L1(E) y por lo tanto
∫
y∈E |f(y)|M1λ

M2
dy <∞.

Por el � anterior obtenemos lo afirmado en este.

En consecuencia, {ϕk + εk}k∈N es base para L2(E), ya que verifica la
condición (z).

En el caso particular que E tenga medida finita, podemos obtener el
siguiente

Corolario 5.1.3. Sea E ⊂ Rn con |E| < ∞. Si {ϕk}k∈N es una base orto-
normal de L2(E) y {εk}k∈N ⊂ L2(E) verifican

i. ‖ ϕk ‖∞ ≤M1, ∀k ∈ N

ii. ‖ ϕk ‖1 ≤M2, ∀k ∈ N

iii.
∑

k∈N |εk(x)| ≤ λ
máx(M2,|E|M1)

en c.t.p. x ∈ E,

para ciertas constantes λ ∈ (0, 1) y M1,M2 > 0, entonces la perturbación
{ϕk + εk}k∈N es base para L2(E).

Demostración. Claramente se cumplen las hipótesis (1), (2) y (4) de la Pro-
posición 5.1.2. Para ver que vale (3), utilizamos la condición (III) y el teorema
de convergencia monótona.∑

k∈N
∫
x∈E |εk(x)|dx =

∫
x∈E

∑
k∈N |εk(x)|dx

≤
∫
x∈E

λ
M1|E|dx = λ

M1
.

(ii) Cotlar

Quiero que ‖
∑

ckεk ‖ ≤ λ‖ f ‖, para toda f ∈ L2(E) de la forma f =
N∑
k=1

ckϕk,

con k ∈ N.
Para esto, defino los operadores

Tk : L2(E)→ L2(E)/ Tkf(x) = ckεk(x) = 〈f, ϕk〉εk(x)

y T : L2(E)→ L2(E)/ Tf(x) =
N∑
k=1

Tkf(x) =
N∑
k=1

ckεk(x).
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Calculemos ahora los adjuntos T ∗k . Para f, g ∈ L2(E),

〈Tkf, g〉 = 〈f, ϕk〉〈εk, g〉 = 〈f, 〈g, εk〉ϕk〉 = 〈f, T ∗k g〉

Luego, T ∗k g = 〈g, εk〉ϕk.

Ahora,

T ∗i Tjf = T ∗i (〈f, ϕj〉εj) = 〈f, ϕj〉〈εj, εi〉ϕi
‖ T ∗i Tj ‖ = sup‖f‖=1 ‖ T ∗i Tjf ‖

= sup‖f‖=1 |〈f, ϕj〉| |〈εj, εi〉| ‖ ϕi ‖

≤ |〈εj, εi〉|

∴ pido
∑
j

√
|〈εj, εi〉| ≤ λ ∀i.

TiT
∗
j f = Ti(〈f, εj〉ϕj) = 〈f, εj〉〈ϕj, ϕi〉εi

‖ TiT ∗j ‖ = sup‖f‖=1 ‖ TiT ∗j f ‖

= sup‖f‖=1 |〈f, εj〉| |〈ϕj, ϕi〉| ‖ εi ‖

≤ ‖ εj ‖‖ εi ‖ (por Cauchy-Schwarz)

∴ pido
∑
j

√
‖ εj ‖‖ εi ‖ ≤ λ ∀i.

Utilizando nuevamente Cauchy-Schwarz vemos que es suficiente pedir esto
último, que es equivalente a que∑

j

√
‖ εj ‖ ≤

λ

supi
√
‖ εi ‖

.

Con estas condiciones, por la versión general del lema de Cotlar (lema 4.3)
tenemos que

‖ T ‖ = ‖
N∑
k=1

Tk ‖ ≤ λ

⇒ ‖ Tf ‖ ≤ λ‖ f ‖, ∀ f ∈ L2(E)

que es a lo que queŕıamos llegar, pues Tf =
∑
ckεk.

Hemos demostrado la siguiente
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Proposición 5.1.4. Sea E ⊂ Rn medible, {ϕk}k∈N una base ortonormal de
L2(E) y {εk}k∈N ⊂ L2(E) tal que∑

j∈N

√
‖ εj ‖ ≤

λ

supi∈N
√
‖ εi ‖

para alguna constante λ ∈ (0, 1).

Entonces la perturbación {ϕk + εk}k∈N es base de L2(E).

Ahora bien, las proposiciones obtenidas anteriormente mediante Young
y Cotlar nos brindan a primera vista condiciones muy abstractas sobre las
familias {εk} y {ϕk}, sin embargo se observan diferencias que se hacen pal-
pables al considerar ejemplos particulares.

Además, cabe mencionar que por Cotlar obtuvimos condiciones solamen-
te sobre la familia {εk} entretanto la base o.n. {ϕk} puede ser cualquiera,
mientras que por Young se necesitan satisfacer condiciones en ambas familias.

El siguiente ejemplo es ilustrativo de estas diferencias, y de la mejora al
utilizar Cotlar puesto que permite una mayor libertad sobre la familia {εk}.

Notemos que aunque en los teoremas anteriores utilizamos como conjunto
de sub́ındices a los naturales N, estos continúan siendo válidos tomando, por
ejemplo, a los enteros Z o a cualquier otro conjunto numerable.

Ejemplo 4. Consideremos en el espacio L2([0, 2π]) la base ortonormal {ϕk(θ) =
eikθ√

2π
: k ∈ Z} y perturbaciones {ϕk +εk}k∈Z donde los elementos de la familia

{εk}k∈Z tienen soporte disjunto.
En especial, sea {Ik}k∈Z la partición de [0, 2π] dada por

Ik =

{
[2π

2k
, 2π

2k−1 ) si k ∈ N
∅ si k ∈ Z\N,

y definamos εk = αkχIk , donde los αk son constantes que elegiremos de
manera que las perturbaciones continúen siendo base del espacio, de acuerdo
a los resultados obtenidos anteriormente utilizando los lemas de Young y de
Cotlar (χIk representa la función caracteŕıstica del conjunto Ik).

Por Young (corolario 5.1.3), como

‖ ϕk ‖∞ = 1√
2π
, ∀k ∈ Z

‖ ϕk ‖1 =
√

2π, ∀k ∈ Z

|[0, 2π]| 1√
2π

=
√

2π
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entonces debo pedir que ‖
∑

k∈Z |εk| ‖∞ ≤
λ√
2π

para λ ∈ (0,1);

o bien, que
√

2π ‖
∑

k∈Z |εk| ‖∞ < 1.
Ya que {εk}k∈Z tienen soporte disjunto y son constantes en su soporte,

entonces lo anterior es igual a requerir que
√

2π máxk∈Z |αk| < 1
⇔ máxk∈Z |αk| < 1√

2π
.

Por Cotlar (proposición 5.1.4), pido que∑
k∈Z

√
‖ εk ‖ ≤

λ

supj∈Z
√
‖ εj ‖

para alguna constante λ ∈ (0, 1),

o bien, que
∑

k∈Z
√
‖ εk ‖ supj∈Z

√
‖ εj ‖ < 1. }

Como εk ≡ 0 si k ∈ Z\N entonces las sumatorias las efectuamos sobre
N, luego

‖ εk ‖ = (

∫ 2π

0

|αkχIk(θ)|2dθ)1/2 = |αk|
√
|Ik| = |αk|

√
2π

2k

⇒
√
‖ εk ‖ =

√
|αk|

4
√

2π
4
√

2k
=

βk
rk

, con βk =
√
|αk| 4
√

2π y r =
4
√

2

⇒
∑
k∈Z

√
‖ εk ‖ =

∑
k∈N

√
‖ εk ‖ =

∑
k∈N

βk
rk
.

La serie geométrica
∑

k∈N(1
r
)k es sumable, y continuará siéndolo si multipli-

camos cada término por un factor βk que crezca polinomialmente con k (por
dar un ejemplo; podŕıa crecer aún más rápido y continuar siendo sumable).
En particular, podemos tomar βk = ck, con c una constante elegida de mane-
ra que se cumpla la condición }. Luego, por la definición de βk, eligiendo αk
de manera que |αk| =

β2
k√
2π

= Ck2, con C = c2√
2π

, la familia {εk}k∈Z cumple
}.

Notemos que los requerimientos sobre los αk son en este caso menos res-
trictivos, particularmente no es necesario que estén acotados.

Como muestra, hemos obtenido que las siguientes perturbaciones de la
base ortonormal { eikθ√

2π
: k ∈ Z} del espacio L2([0, 2π]) son base:

{ eikθ√
2π

+ 1
4
χ[ 2π

2k
, 2π

2k−1 )(θ) : k ∈ Z} (por Young)

{ eikθ√
2π

+ Ck2χ[ 2π
2k
, 2π

2k−1 )(θ) : k ∈ Z} (por Cotlar)
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5.2. Transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert, en su version continua, es una importante
herramienta en el análisis funcional, aśı como también en análisis armónico y
de Fourier. Además, tiene notables aplicaciones en el campo de procesamiento
de señales, entre otros.

Utilizando el lema de Cotlar es posible obtener de manera relativamen-
te sencilla que las transformadas de Hilbert truncadas son de tipo fuerte
(2,2) uniformemente. Esta fue la primera aplicación dada por Cotlar al lema
que lleva su nombre en [C]. Se observa además que si utilizamos para este
propósito el lema de Young/Schur, la acotación obtenida no resulta uniforme.

Es también interesante estudiar el tipo de la version discreta de la trans-
formada de Hilbert, la cual presentamos en primer lugar.

5.2.1. Transformada de Hilbert discreta

Dada una sucesión s = {s(i)}i∈Z ⊂ R definimos la transformada de Hil-
bert discreta por

Hs(j) =
∑
i6=j

s(i)

j − i
= (h ∗ s)(j), donde

h(j) =

{
1
j

para j 6= 0

0 si j = 0.

Notemos aqúı que si s ∈ `2(Z) entonces la serie que define Hs(j) es
absolutamente convergente, por la desigualdad de Schwartz, para todo j ∈ Z,
luego Hs esta bien definida. Utilizando el lema de Cotlar veremos que además
está en `2(Z).

Para M ∈ N, definimos un truncamiento de la transformada de Hilbert
discreta por:

HMs(j) =
2M−1∑
|j−i|=1

s(i)

j − i
= (hM ∗ s)(j), donde

hM(j) =

{
1
j

para 1 ≤ |j| < 2M

0 sino.

Además, definimos para k ∈ N:

Tks(j) =
2k−1∑

|j−i|=2k−1

s(i)

j − i
= (tk ∗ s)(j), donde
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tk(j) =

{
1
j

para 2k−1 ≤ |j| < 2k

0 sino.

Aśı, HMs = hM ∗ s =
∑M

k=1 tk ∗ s =
∑M

k=1(tk ∗ s) =
∑M

k=1 tks.

∴ HM =
M∑
k=1

Tk.

Veamos que los operadores Tk verifican las hipótesis del Lema de Cotlar,
y aśı ‖ HMs ‖ ≤ C‖ s ‖ con c > 0 independiente de M y de s.

Para esto, calculemos en primer lugar los adjuntos T ∗k .

〈Tks, r〉 =
∑

j∈Z(Tks)(j)r(j) =
∑

j(tk ∗ s)(j)r(j) =
∑

j r(j)
∑

i s(i)tk(j − i)

=
∑

i s(i)
∑

j r(j)tk(j − i) =
∑

i s(i)(t̃k ∗ r)(i) = 〈s, T ∗k r〉

donde t̃k(j) = tk(−j) y T ∗k r = t̃k ∗ r.

Por la desigualdad de Young para la convolución (en el caso discreto)
tenemos

‖ T ∗i Tjs ‖ = ‖ T ∗i (tj ∗ s) ‖ = ‖ t̃i ∗ tj ∗ s ‖ ≤ ‖ t̃i ∗ tj ‖1‖ s ‖ = ‖ ti ∗ tj ‖1‖ s ‖

Ahora, ya que
∑

n∈Z ti(n) = 0,

‖ ti ∗ tj ‖1 =
∑

k∈Z |(ti ∗ tj)(k)|

=
∑

k∈Z |
∑

n∈Z ti(n)tj(k − n)|

=
∑

k∈Z |
∑

n∈Z ti(n)(tj(k − n)− tj(k))|

≤
∑

k∈Z
∑

n∈Z |ti(n)||tj(k − n)− tj(k)|

=
∑

n∈Z |tj(n)|
∑

k∈Z |tj(k − n)− tj(k)|

= (♠)

Para acotar
∑

k∈Z |tj(k − n)− tj(k)| consideremos los casos:

1. n ∈ (−2j−1, 2j−1)

Elijo la partición de Z dada por

A = {k : |k| ∈ [2j−1, 2j) ∧ |k − n| ∈ [2j−1, 2j)},
B = {k : |k| 6∈ [2j−1, 2j) ∧ |k − n| 6∈ [2j−1, 2j)},
C = {k : |k| ∈ [2j−1, 2j) Y |k − n| ∈ [2j−1, 2j)}.
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• Si k ∈ B ⇒ |tj(k − n)− tj(k)| = 0.

• Si k ∈ A ⇒ |tj(k−n)−tj(k)| = | 1
k−n−

1
k
| = |n|

|k(k−n)| ≤
|n|

22(j−1) ,

además, |A| ≤ 2 · 2j−1 = 2j.

• Si k ∈ C ⇒ |tj(k − n)− tj(k)| ≤ 1
2j−1 , y |C| ≤ 4|n|.

Luego, para tales n∑
k∈Z |tj(k − n)− tj(k)| =

∑
k∈A +

∑
k∈B +

∑
k∈C

≤ |n|
22(j−1) · 2j + 0 + 1

2j−1 · 4|n| = 6|n|
2j−1

≤ 12 |n|
2j

2. |n| ≥ 2j−1

Si j > 1,∑
k∈Z |tj(k − n)− tj(k)| ≤ 2

∑
k∈Z |tj(k)| = 4

∑2j−1
k=2j−1

1
k

≤ 4
∫ 2j−1

2j−1−1
1
x
dx

= 4 lnx|2j−1
2j−1−1

= 4 ln 2j−1
2j−1−1

≤ 8 (?)

≤ 16 |n|
2j

pues |n| ≥ 2j−1

(?) j > 1 ⇒ 2j−1
2j−1−1

≤ 3 ⇒ ln 2j−1
2j−1−1

≤ 2

Si j = 1 esta acotación sale directa.

En consecuencia,

(♠) ≤
∑

n∈Z |ti(n)|16 |n|
2j

= 16
∑2i−1
|n|=2i−1

1
|n|
|n|
2j

= 16 · 2 · 2i−1 · 2−j

= 16 · 2i−j

De esta forma,

� Si i < j, ‖ ti ∗ tj ‖1 ≤ 16 · 2−|i−j|.
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� Si j < i, ‖ ti ∗ tj ‖1 = ‖ tj ∗ ti ‖1 ≤ 16 · 2j−i = 16 · 2−|i−j|.

Entonces, ‖ T ∗i Tj ‖ ≤ 16 · 2−|i−j|.

De igual manera, ‖ TiT ∗j ‖ ≤ 16 · 2−|i−j|, pues

‖ TiT ∗j s ‖ = ‖ Ti(t̃j ∗ s) ‖ = ‖ ti ∗ t̃j ∗ s ‖ ≤ ‖ ti ∗ t̃j ‖1‖ s ‖ = ‖ ti ∗ tj ‖1‖ s ‖

≤ 16 · 2−|i−j|‖ s ‖.

- Finalmente, como

∞∑
−∞

√
16

2k
= 4

∞∑
−∞

(
1√
2

)k
<∞,

estamos en las hipótesis del lema de Cotlar.

De esta manera obtenemos la desigualdad ‖ HMs ‖`2 ≤ C‖ s ‖`2 , de la
cual se deduce que {HMs}M∈N es una sucesión de Cauchy en `2(Z) y enton-
ces HMs converge en `2 a una sucesión σ tal que ‖ σ ‖`2 ≤ C‖ s ‖`2 . Luego,
una subsucesión HMk

s(j) converge puntualmente a σ(j). Pero el ĺımite pun-
tual de HMk

s(j) es el mismo que el ĺımite puntual de HMs(j) y por lo tanto
σ(j) = Hs(j) ∀j ∈ Z y ‖ Hs ‖`2 ≤ C‖ s ‖`2 .

5.2.2. Transformada de Hilbert truncada

Operando de manera similar que en el caso discreto, aplicando el lema
de Cotlar se puede demostrar fácilmente que las transformadas de Hilbert
truncadas están uniformemente acotadas [G].

Para i, j ∈ Z, i < j, f ∈ L2(R) definimos por

Hijf(x) = hij ∗ f(x) =

∫
2i<|x−t|≤2j

f(t)

x− t
dt

las transformadas de Hilbert truncadas (entre potencias de 2, de manera
discreta), donde

hij(x) =

{
1
x

si 2i < |x| ≤ 2j

0 en otro caso.

Considerando las funciones de L1(R)

hj(x) =

{
1
x

si 2j−1 < |x| ≤ 2j, j ∈ Z
0 sino.
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definimos los operadores Tj : L2(R)→ L2(R) por

Tjf = hj ∗ f.

Aśı, tenemos que:

Hijf = hij ∗ f = (

j∑
k=i

hk) ∗ f =

j∑
k=i

(hk ∗ f) =

j∑
k=i

Tkf.

Veamos que los operadores Tj verifican las hipótesis del lema de Cotlar, y en
consecuencia

‖ Hijf ‖2 ≤ C‖ f ‖2

con C > 0 independiente de i, j, f .
Para esto, calculemos en primer lugar los adjuntos de los operadores Tj.

Definiendo h̃j(x) = hj(−x) tendremos T ∗j f = h̃j ∗ f .
En efecto, para f, g ∈ L2(R)

〈Tjf, g〉 =
∫
R(Tjf)(x)g(x)dx

=
∫

(hj ∗ f)(x)g(x)dx

=
∫ ∫

f(t)hj(x− t)dtg(x)dx

=
∫ ∫

f(t)hj(x− t)g(x)dtdx

=
∫ ∫

f(t)hj(x− t)g(x)dxdt

=
∫
f(t)

∫
h̃j(t− x)g(x)dxdt

=
∫
f(t)(h̃j ∗ g)(t)dt

= 〈f, T ∗g〉

Luego, por la desigualdad de Young para la convolución, para i ≤ j,

‖ T ∗i Tjf ‖2 = ‖ h̃i ∗ (hj ∗ f) ‖2 = ‖ (h̃i ∗ hj) ∗ f ‖2 ≤ ‖ h̃i ∗ hj ‖1‖ f ‖2

entonces ‖ T ∗i Tj ‖2 ≤ ‖ h̃i ∗ hj ‖1.

30

Monografía de Estudiantes 2012

Diciembre 2012 Noticiero de la UMA 41



Como
∫
hj(x)dx = 0, entonces

‖ h̃i ∗ hj ‖1 =
∫
x
|
∫
t
h̃i(t)hj(x− t)dt|dx

=
∫
x
|
∫
t
h̃i(t)[hj(x− t)− hj(x)]dt|dx

≤
∫
x

∫
t
|h̃i(t)||hj(x− t)− hj(x)|dtdx

=
∫
t
|h̃i(t)|

∫
x
|hj(x− t)− hj(x)|dxdt

Observando que hj(x) = 2−jh0(2−jx), tenemos que∫
x
|hj(x− t)− hj(x)|dx = 2−j

∫
x
|h0

(
x−t
2j

)
− h0

(
x
xj

)
|dx

=
∫
|h0(z − t

2j
)− h0(z)|dz

Consideramos ahora los siguientes casos:

Si | t
2j
| ≥ 1

4
,∫

|h0(z − t
2j

)− h0(z)|dz ≤
∫
|h0(z − t

2j
)|dz −

∫
|h0(z)|dz

≤ 2
∫
|h0(z)|dz

= 2 · 2
∫ 1

1
2

1
x
dx

= 4 lnx|11
2

= 4(− ln 1
2
)

= 4 ln 2 ≤ 4 ≤ 16| t
2j
|.

Si | t
2j
| < 1

4
,

definiendo el conjunto J0 = {x : 1
2
< |x| ≤ 1}

y la partición de R dada por:

A = {x : x ∈ J0 ∧ x− t
2j
∈ J0},

B = {x : x 6∈ J0 ∧ x− t
2j
6∈ J0},

C = {x : x ∈ J0 Y x− t
2j
∈ J0},

entonces tenemos que
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• si x ∈ B, |h0(x)− h0(x− t
2j

)| = 0,

• si x ∈ A, |h0(x)− h0(x− t
2j

)| = | t
2j
|

|x(x−2−jt)| ≤ 4| t
2j
|, pues |x| ≥ 1

2
y

|x− t
2j
| ≥ 1

2
, por definición de A,

• si x ∈ C, |h0(x)− h0(x− t
2j

)| ≤ 2, pues o bien h0(x) = 0 ó
h0(x− t

2j
) = 0, por definición de C.

Además, |A| ≤ |J0| = 1, |C| ≤ 4| t
2j
|. Por lo tanto,∫

|h0(z− t

2j
)−h0(z)|dz =

∫
A

+

∫
B

+

∫
C

≤ 4| t
2j
|+0+2·4| t

2j
| = 12| t

2j
|.

En consecuencia:

‖ h̃i ∗ hj ‖1 ≤
∫
t
|h̃i(t)|

∫
x
|hj(x− t)− hj(x)|dxdt

≤ 16
∫
t
|h̃i(t)|| t2j |dt

= 16
∫

2i−1<|t|≤2i
1
|t| |

t
2j
|dt

= 16 1
2j
· 2 · 2i−1 = 16 · 2i−j.

Hemos obtenido de esta forma que

‖ T ∗i Tj ‖2 ≤ ‖ h̃i ∗ hj ‖1 ≤ C2−|i−j|, para i, j ∈ Z,

en vista de que para el caso i > j basta observar que h̃i ∗ hj = hj ∗ h̃i
y que |h̃i(x)| = |hi(x)|, y proceder como antes.

De manera similar, se tiene que

‖ TiT ∗j ‖2
≤ C2−|i−j|.

Finalmente, como

∞∑
−∞

√
C

2k
=
√
C

∞∑
−∞

(
1√
2

)k
<∞,

estamos en las hipótesis del lema de Cotlar.

Cabe observar que aunque hemos demostrado la acotación uniforme de
las transformadas de Hilbert truncadas de una manera discreta parti-
cular, un argumento posterior nos permite llegar al mismo resultado
para truncamientos generales dados por

HεRf(x) = (hεR ∗ f)(x) =

∫
ε<|x−t|≤R

f(t)

x− t
dt
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donde 0 < ε < R.

Observación: Acotación de las transformadas de Hilbert truncadas
mediante la desigualdad de Young.

Dados i, j ∈ Z, i < j, f ∈ L2(R), hemos definido

Hijf(x) = hij ∗ f(x) =

∫
2i<|x−t|≤2j

f(t)

x− t
dt

con

hij(x) =

{
1
x

si 2i < |x| ≤ 2j

0 en otro caso.

Como

• hij ∈ L1(R), pues

‖ hij ‖1 =
∫

2i<|x|≤2j
| 1
x
|dx

= 2
∫ 2j

2i
1
x
dx

= 2(ln(2j)− ln(2i))

= 2(ln 2)(j − i), y

• f ∈ L2(R)

por la desigualdad de Young obtenemos que (hij ∗ f) ∈ L2(R) y

‖ Hijf ‖2 = ‖ hij ∗ f ‖2 ≤ ‖ hij ‖1‖ f ‖2 ≤ 2(ln 2)(j − i)‖ f ‖2.

Pero esta acotación no resulta uniforme ya que (j − i) se hace arbitra-
riamente grande cuando, por ejemplo, i = 1 y j →∞.
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Ense ~nanza de la Matem�atica Universitaria

Autor: H�ector Agnelli
Lugar: Universidad Nacional de R��o Cuarto
Categor��a: Reexiones. Nivel: Universitario

Caracterizaci �on aleatoria del valor p y sus implicancias para la inferencia

Es una pr �actica rutinaria entre los usuarios de la estad��stica utilizar el
valor p de un test como parte de un procedimiento de decisi �on para rechazar
o no la hip �otesis nula, dado que su c �alculo es efectuado por alg �un softwa-
re estad��stico su aplicaci �on est �a casi automatizada. Sin embargo la ausencia
de reexi �on acerca del signi�cado del mismo lleva a asignarle interpretacio-
nes incorrectas tales como: creer que el valor p entrega la probabilidad de
que la hip �otesis nula sea verdadera, que valores peque ~nos del mismo im-
plican un efecto de tratamiento de gran magnitud o que es una evidencia a
favor de la replicaci �on de los resultados. Considerando que en la etapa de
su ense ~nanza presentaciones alternativas del tema pueden contribuir a di-
sipar interpretaciones err �oneas como las se ~naladas, en el presente trabajo
se hace una caracterizaci �on de la naturaleza aleatoria del valor p: como una
probabilidad, como una variable aleatoria y como un estad��stico. Tambi �en se
presentan simulaciones que procuran aclarar el verdadero alcance del valor
p.

Autor: Adri �an Alvarez
Lugar: UTN Facultad Regional Avellaneda
Categor��a: Relatos de experiencias. Nivel: Universitario

La vocaci �on usada como motor de desarrollo cognitivo

Es la propuesta de trabajo anual de aplicaci �on del an �alisis num�erico a
problemas concretos de la electr �onica. En estos problemas se busca generar
creatividad, soluciones ingeniosas y rigurosidad cient���ca para formar inge-
nieros capaces de observar, detectar necesidades o encontrar espacios para
ubicar propuestas, se pide que sea en grupos, para incentivar la tarea en
equipos, adem�as de integrar alumnos en distintos estados de la carrera para
traccionar a los mas j �ovenes a las aplicaciones concretas, tambi �en generar la
capacidad de proponer y resolver problemas con soluciones novedosas con
su�ciente seguridad y la autoridad acad �emica que brinda una s �olida forma-
ci �on te �orica. La siguiente es la direcci �on del blog que usamos para interactuar
con los alumnos: http://calculonumerico-numerico.blogspot.com/ donde se
puede ver el desarrollo de la materia.

La idea en este trabajo es transmitir a mis colegas una forma de presentar
los temas desde la propia pr �axis del alumno, poniendo lo contextual, m �as
precisamente desde la a�nidad vocacional como elemento motivador, y dejar
la descontextualizaci �on a cargo del grupo de alumnos. Es necesario poner el
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marco general de aplicaci �on de la siguiente propuesta. Para cursar la materia
C �alculo Num�erico, los alumnos deben tener aprobadas la totalidad de las
materias b �asicas, esta situaci �on se puede alcanzar formalmente en el segundo
a ~no aunque en la pr �actica es com �un que se curse en el cuarto a ~no de la carrera.

Autores: Ang �elica R. Arnulfo, Cintia G. Cianciardo y Jos �e A. Semitiel
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas, Ingenier��a y Agrimensura - Universidad
Nacional de Rosario
Categor��a: Relatos de experiencias. Nivel: Universitario
Expositores: Ang �elica R. Arnulfo y Jos �e A. Semitiel

Incorporaci �on de las nuevas tecnolog��as para el estudio de la existencia de
soluci �on de un problema de valor inicial

El siguiente trabajo relata una experiencia de c �atedra llevada a cabo con
alumnos de un curso de An �alisis Matem�atico III correspondiente al a ~no 2012
del ciclo b �asico de las carreras de Ingenier��a de la Facultad de Ciencias Exac-
tas, Ingenier��a y Agrimensura de la Universidad Nacional de Rosario. Est �a en-
marcado en el proyecto 1ING299 \El aprendizaje de las Ecuaciones Diferen-
ciales como herramientas de modelizaci �on en la Matem�atica b �asica para las
carreras de Ingenier��a" dirigido por la Lic. Martha Fascella. Trata acerca del
estudio de la existencia de soluci �on de un problema de valor inicial (PVI)
para el cual se utilizaron diferentes estrategias anal��ticas como tambi �en he-
rramientas computacionales, que permiti �o justi�car experimentalmente que
el PVI dado carece de soluci �on.

Autores: Ang �elica Arnulfo, Alicia Kurdobrin y Pablo Sabatinelli
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas, Ingenier��a y Agrimensura (UNR)
Categor��a: Relatos de experiencia. Nivel: Universitario
Expositor: Alicia Kurdobrin

Integrales triples: una experiencia did �actica en carreras de ingenier��a

Hemos detectado a trav �es de varios a ~nos de trabajar en la asignatura
An �alisis Matem�atico II de las carreras de Ingenier��a, que se presentan gran-
des di�cultades en la descripci �on de la regi �on de integraci �on y en consecuencia
en el planteo de la integral m �ultiple como integrales iteradas. La situaci �on
no se circunscribe �unicamente a regiones descriptas en sistemas coordenados
cartesianos ortogonales sino que tambi �en se presenta en sistemas coordena-
dos generales.

Este trabajo consiste en mostrar una experiencia �aulica que intenta en-
riquecer los ejercicios que se presentan en los libros de texto que se usan
habitualmente. Se busca mejorar la visualizaci �on que tienen los estudiantes
de los dominios de integraci �on para integrales m �ultiples.
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Autores: Mar��a Bel �en Celis y Ana Mar��a Vozzi
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas, Ingenier��a y Agrimensura - Universidad
Nacional de Rosario.
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: Universitario
Expositor: Mar��a Bel �en Celis

Propuesta de ense ~nanza para la lectura aut �onoma

El presente trabajo se encuadra en el proyecto de investigaci �on \El libro
de texto como factor coadyuvante en la producci �on de los conocimientos" di-
rigido por la Prof. Martha Elena Guzm�an. En el marco de nuestro proyecto
de investigaci �on nos hemos preguntado frecuentemente >c �omo colaborar pa-
ra que los estudiantes asuman el compromiso de un aprendizaje aut �onomo?

La base de esta propuesta es guiar al alumno en la lectura comprensiva de
conceptos, propiedades y teoremas cuando �este aborda los temas a partir de
la lectura de un libro de texto. Como docentes queremos instalar en el alumno
la actitud de que al leer el libro de texto adem�as de informarse sobre un con-
tenido particular atienda a las explicaciones que este proporciona y sea capaz
de relacionar conceptos, proporcionando ejemplos y aplicaciones. Se busca
lograr que el estudiante se convierta en un lector aut �onomo, cuestionando e
investigando conceptos, propiedades y resultados. El tema seleccionado pa-
ra este trabajo es \Transormaciones lineales: N �ucleo y Contradominio", del

libro �Algebra lineal con aplicaciones de G. Nakos y D. Joyner, a partir de
las de�niciones, teoremas, propiedades y ejemplos que el libro propone, se
realiz �o una propuesta de estudio para dichos temas.

Autores: Marcela Cifuentes y Mar��a Teresa Juan
Lugar: Centro Regional Universitario Bariloche - Universidad Nacional del Co-
mahue
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: Secundario, ingreso a la universidad
Expositor: Marcela Cifuentes

Una experiencia de articulaci �on entre el colegio secundario y la universidad.
Taller de matem�atica: un puente entre el colegio secundario y la universidad

En esta comunicaci �on se relata una experiencia de articulaci �on entre el
nivel secundario y la universidad, a trav �es de un Taller de Matem�atica de-
nominado \Un puente entre el colegio secundario y la Universidad". Dicho
taller se llev �o a cabo en el Centro Regional Bariloche de la Universidad Na-
cional del Comahue, y estuvo destinado a los alumnos de 5to y 6to a ~no de
los diferentes colegios secundarios de la ciudad de Bariloche. El curso estuvo
organizado en tres ejes: Eje 1: Lenguaje, pensamiento y m�etodo matem�atico,
Eje 2: Funciones, Eje 3: Pensamiento Num�erico. Se opt �o por la modalidad de
Taller como metodolog��a de trabajo tendiente a favorecer la actividad crea-
dora y reexiva de los estudiantes. El objetivo principal de la propuesta es
suministrar a los estudiantes de nivel secundario una primera instancia de
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acercamiento a la universidad tanto a su espacio f��sico como al abordaje de
contenidos matem�aticos.

Autores: Cristina Eg�uez y Antonio S �angari
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas y Consejo de Investigaci �on de la Univer-
sidad Nacional de Salta
Categor��a: Reexiones. Nivel: Universitario
Expositor: Cristina Eg�uez

Optimizaci �on sin c �alculo diferencial

Los problemas de optimizaci �on se pueden, por regla general, reducir al
estudio de una funci �on en forma anal��tica y muchas veces el c �alculo se hace
tedioso. Aqu�� presentamos la resoluci �on de problemas de �area y volumen
m��nimos, en el plano y en el espacio, a trav �es de razonamientos geom�etricos
interesantes que permiten alcanzar el objetivo m�as r �apidamente y formular
algunas conjeturas.

Autores: Mauricio A. Martel y Mar��a Elena Markiewicz
Lugar: Universidad Nacional de R��o Cuarto
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: Educaci �on superior
Expositores: Mauricio A. Martel y Mar��a Elena Markiewicz

Una propuesta para promover la articulaci �on entre temas b �asicos de �algebra
y computaci �on

Este trabajo se basa en un problema did �actico que hemos detectado en
el �ambito de las carreras de Analista en Computaci �on, Profesorado y Licen-
ciatura en Ciencias de la Computaci �on en el �ambito de nuestra universidad,
vinculado a la falta de integraci �on entre los contenidos que se trabajan en
las asignaturas b �asicas de matem�atica que se imparten en el primer a ~no de
estas carreras (en particular, en la asignatura Introducci �on al Algebra) con
cuestiones espec���cas referidas a la Computaci �on. El objetivo de este trabajo
es mostrar una propuesta de c �omo relacionar dichas cuestiones, de manera
que los alumnos puedan, desde el comienzo de su carrera, vincular conteni-
dos y tener una visi �on m�as clara de las importantes aplicaciones que tienen
ciertos temas claves de Algebra en las Ciencias de la Computaci �on. Esta pro-
puesta apunta a que los alumnos puedan construir un signi�cado diferente
de los objetos estudiados, enriquecido con nuevas situaciones estrechamente
vinculadas a la computaci �on, promoviendo as�� una relaci �on diferente con los
saberes que les van a ser de utilidad en su futura pr �actica profesional.
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Autores: Silvana Puca y Cristina Eg�uez
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas y Consejo de Investigaci �on de la Univer-
sidad Nacional de Salta
Categor��a: Relato de experiencias. Nivel: Universitario
Expositores: Silvana Puca y Cristina Eg�uez

Un enfoque para la ense ~nanza de la diferenciabilidad en el c �alculo
multivariable

Este trabajo tiene como prop �osito dar a conocer una experiencia con soft-
ware realizada en la c �atedra de An �alisis Matem�atico II (c �alculo multivariable)
de la Licenciatura en An �alisis de Sistemas. El objetivo de la misma fue abor-
dar un tema central del c �alculo, como es la diferenciabilidad, a partir de la
generalizaci �on natural del caso de una variable, tanto en su aspecto anal��tico
como geom�etrico. La experiencia, concretamente, se realiz �o en el desarrollo
de la derivabilidad, la regla de la cadena y la optimizaci �on, para destacar la
importancia de la diferenciabilidad y aprovechar la interpretaci �on geom�etri-
ca de los resultados obtenidos. Para esto, las actividades se realizaron en
las clases pr �acticas en un laboratorio de inform�atica y a trav �es de un foro
de discusi �on de la p �agina web de la c �atedra donde se incorporaron adem�as
archivos con m �usica y animaci �on. Los alumnos desarrollaron una gu��a de es-
tudio dirigida, que les permiti �o aplicar los conceptos te �oricos, interpretarlos
geom�etricamente y visualizarlos. Se propici �o tambi �en la elaboraci �on de con-
jeturas sobre propiedades observadas, para luego buscar una demostraci �on
formal de las mismas.

Autores: Cinthia Rougier y Sara Scaglia
Lugar: Facultad de Humanidades y Ciencias, Universidad Nacional del Litoral
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: Universitario
Expositor: Cinthia Rougier

Una experiencia con futuros profesores basada en la formulaci �on y
contrastaci �on de conjeturas

En este trabajo se describe una experiencia �aulica desarrollada con futu-
ros profesores de matem�atica, con el objetivo de generar la posibilidad de
que los estudiantes tengan la oportunidad de desarrollar procesos de formu-
laci �on y contrastaci �on de conjeturas durante su formaci �on disciplinar.

Las intervenciones del docente y de los alumnos permiten avanzar en la
formulaci �on de conjeturas con creciente grado de generalidad. En el ejemplo
presentado, las conjeturas formuladas se demuestran mediante una actividad
de justi�caci �on desarrollada a partir de las interacciones entre el docente y
los alumnos.

Se ponen de mani�esto algunas de las di�cultades inherentes a este tipo
de trabajo, como por ejemplo la posibilidad de que algunas discusiones no
puedan ser seguidas por todos los alumnos, cuesti �on que se agudiza cuando
se trata de cursos numerosos.
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M�as all �a de estas limitaciones, la experiencia se valora comomuy fruct��fe-
ra para todos los participantes, lo que conduce a subrayar la necesidad de que
los futuros profesores puedan familiarizarse con este tipo de trabajo durante
su formaci �on inicial.
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Educaci �on de Adultos/ Formaci �on Docente/ Educaci �on a
Distancia

Autores: Graciela Lilian Andreani, Gabriela Marijan y Adri �an Ortega
Lugar: Universidad Nacional de Salta, Sede Regional Tartagal, Salta
Categor��a: Trabajo de Investigaci �on. Nivel: Nivel Superior
Expositores: Graciela Lilian Andreani, Gabriela Marijan y Adri �an Ortega

De la incorporaci �on de los recursos tecnol �ogicos a la implementaci �on de la
modalidad semipresencial en el CIU

En este trabajo exponemos la experiencia realizada, en la Sede Regional
Tartagal de la Universidad Nacional de Salta, en el Curso de Ingreso Uni-
versitario realizado en el periodo 2012, con modalidad semipresencial, para
las carreras Ingenier��a y Tecnicatura en Perforaciones. Presentamos datos
obtenidos en el curso de ingresos 2011 y del seguimiento realizado, a estos
alumnos, en la disciplina matem�atica.

Por otra parte, explicamos las variables que tuvimos en cuenta para desa-
rrollar el aula virtual para alumnos ingresantes, el trabajo realizado con el
procesador wiris integrado como m �odulo externo a la plataforma moodle y
los nuevos interrogantes que se despliegan en la b �usqueda de mejorar la per-
manencia de los alumnos en el nivel universitario.

Autores: Graciela Andreani, Gabriela Marijan y Adri �an Ortega
Lugar: Universidad Nacional de Salta, Sede Regional Tartagal, Salta
Categor��a: Trabajo de investigaci �on. Nivel: Superior
Expositores: Graciela Andreani, Gabriela Marijan y Adri �an Ortega

La construcci �on de un aula virtual para facilitar el aprendizaje de la
matematica: nuestro desaf��o actual

En los �ultimos cuatro a ~nos, en la asignatura Matem�atica I, pusimos en
marcha un proyecto de investigaci �on aprobado por el CIUNSa- Consejo de
Investigaci �on de la Universidad Nacional de Salta-, el cual tiene como ob-
jetivo mejorar la permanencia de los alumnos ingresantes al primer a ~no de
la carrera de Ingenier��a en Perforaciones, a trav �es de la implementaci �on de
una nueva propuesta metodol �ogica de aprendizaje y ense ~nanza. Esta nueva
propuesta consisti �o en la incorporaci �on de un Aula Virtual como extensi �on y
complementaci �on del dictado de las clases presenciales y la implementaci �on
paulatina de tareas virtuales y a distancia.

A partir de la implementaci �on del proyecto, y de manera gradual, fui-
mos modi�cando las pr �acticas docentes, y produciendo cambios signi�cati-
vos en las mismas. En este trabajo intentamos compartir el largo trayecto,
enmara ~nado pero sostenido en el tiempo, desde una metodolog��a tradicio-
nal basada en clases expositivas con poca participaci �on de los alumnos hasta
una modalidad intermedia entre el extended learning y el blended learning,
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centrada en el aprendizaje de los alumnos y la incorporaci �on de recursos,
dise ~nados por los docentes, que posibilitan la mediaci �on tecnol �ogica entre
alumnos y contenidos a trav �es de actividades interactivas de aprendizaje y
autocontrol.

Autor: Mar��a Fernanda Delprato
Lugar: CIFFyH (Centro de Investigaciones de la Facultad de Filosof��a y Hu-
manidades \Mar��a Saleme de Burnich �on"), Universidad Nacional de C �ordoba
Categor��a: Trabajo de investigaci �on. Nivel: Nivel primario de adultos

El calendario: >recurso u objeto de ense ~nanza?

En esta presentaci �on comunicaremos algunos modos de intervenci �on en
un taller de educadores implementado en el marco del trabajo de campo de
una tesis de doctorado en curso \Condiciones de la ense ~nanza matem�atica a
adultos con baja escolaridad" (Doctorado en Educaci �on de FFyH, UNC, direc-
tora: Dra. Dilma Fregona), en torno a un portador de informaci �on num�erica:
el calendario. La intenci �on es reconstruir las concepciones que fueron revi-
sadas en este taller, su incidencia en las decisiones de algunos episodios de
aula sobre el desempe~no de los alumnos adultos.

Nota: Este trabajo se ha realizado con la colaboraci �on de: Aguilar, Ga-
briela; Arredondo, Adriana; Fregona, Dilma y Schiapparelli, Paula.

Autores: Dilma Fregona, Pilar Or �us
Lugar: Facultad de Matem�atica, Astronom��a y F��sica, Universidad Nacional
de C �ordoba y Universidad Jaime I, Castell �on, Espa~na
Categor��a: Trabajo de investigaci �on. Nivel: Formaci �on inicial y continua de
docentes que ense~nan matem�atica
Expositor: Dilma Fregona

Ense ~nar la divisi �on en la escuela primaria: un problema de investigaci �on y
de formaci �on docente

Comunicaremos aspectos de un trabajo colectivo realizado en un taller
donde un equipo de seis docentes de diferentes niveles y modalidades, se
propuso estudiar, problematizar y reconstruir un informe de actividades para
la ense ~nanza de la divisi �on en el nivel primario. Ese informe surgi �o de un
trabajo en colaboraci �on publicado en 1985 por la Universidad de Bordeaux,
y se implement �o reiteradamente en la Escuela Jules Michelet de Talence. En
este establecimiento p �ublico, durante m�as de 25 a ~nos, se confrontaron con
la contingencia, estudios te �oricos en el marco de la Teor��a de las Situaciones
Did �acticas.

El taller se desarroll �o sistem�aticamente durante el a ~no 2011. Las dudas,
las consultas a otros documentos, etc. fueron registradas por cada uno de los
participantes en un archivo que es objeto de an �alisis. Expresamos el objetivo
de nuestro trabajo como: \estudiar la secuencia para ense ~nar la divisi �on, y
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profundizar en el texto para acordar sobre el modo de comunicaci �on de dicha
secuencia".

Mostraremos tambi �en c �omo la posibilidad de interactuar con quienes di-
se ~naron e implementaron esas clases, sumado al acceso a los recursos docu-
mentales disponibles en la Universidad Jaime I (Espa ~na), suministra valiosos
aportes para la reconstrucci �on de la secuencia y posibles modos de comuni-
caci �on a otros actores del sistema.

Nota: Agradecemos a Marie H �el �ene Salin por la atenta lectura y las su-
gerencias realizadas.

Autores: Jos �e Nicol �as Gerez Cuevas
Lugar: Facultad de Filosof��a y Humanidades, UNC
Categor��a: Trabajo de investigaci �on. Nivel: Nivel primario en la modalidad de
Educaci �on Permanente de J �ovenes y Adultos.

Condiciones para la educaci �on matem�atica en la modalidad de j �ovenes y
adultos

El presente trabajo apunta a comunicar algunos avances de una investi-
gaci �on en curso 2 que tiene como objetivo explorar y analizar problem�aticas
del o�cio docente que emergen de las condiciones en que se desenvuelve la
oferta semipresencial en la modalidad de Educaci �on Permanente de J �ovenes
y Adultos, en relaci �on a la ense ~nanza de saberes matem�aticos. En particular,
en esta comunicaci �on se busca presentar algunos aspectos de la complejidad
de la educaci �on matem�atica en la modalidad de j �ovenes y adultos, a trav �es
de un an �alisis descriptivo de las condiciones en las que se desarrollan las
pr �acticas de ense ~nanza que son objeto de la investigaci �on.

2Investigaci �on titulada \La ense ~nanza de saberes matem�aticos en la oferta semipresencial

de nivel primario de la modalidad de j �ovenes y adultos" y enmarcada en el Trabajo Final de

la Licenciatura en Ciencias de la Educaci �on, dirigido por la Mgter. Ma. Fernanda Delprato y

codirigida por la Dra. Dilma Fregona, con proyecto aprobado por el Consejo de la Escuela de Cs.

de la Educaci �on Fac. de Filosof��a y Humanidades Universidad Nacional de C �ordoba.
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�Algebra y su Ense ~nanza

Autores: Adolfo R. Aguirre y Alejandra del C. Acevedo
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad Nacional de Ca-
tamarca
Categor��a: Reexiones. Nivel: Nivel Medio
Expositores: Adolfo R. Aguirre y Alejandra del C. Acevedo

Los diferentes estatus de las letras en el simbolismo algebraico

Tomando como punto de partida la resoluci �on de una ecuaci �on fraccio-
naria se plantea el problema de los tres estatus que distinguimos para las
letras en el marco de la introducci �on del simbolismo algebraico: 1) Inc �ognita
en la ecuaci �on dada, 2) variable de la funci �on dada por el primer miembro
de la ecuaci �on y 3) indeterminada de una expresi �on algebraica a la cual se
asocia una funci �on. Se discute el principal punto cr��tico: valores que anulan
al numerador y al denominador y se dan las conclusiones.

Este trabajo se enmarca en el Proyecto de Investigaci �on denominado: \La
Presentaci �on Conceptual del Simbolismo Algebraico: Marco Te �orico, Proble-
mas de Transferencia, Propuesta Testeada" en proceso de ejecuci �on en la
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad Nacional de Ca-
tamarca.

Autores: Claudina Canter y Silvia Etchegaray
Lugar: Universidad Nacional de R��o Cuarto
Categor��a: Trabajo de Investigaci �on. Nivel: Formaci �on de profesores y licen-
ciados en Matem�atica
Expositores: Claudina Canter y Silvia Etchegaray

La teor��a de las ecuaciones algebraicas: un primer an �alisis epist �emico

El Enfoque Ontosemi �otico del Conocimiento y la Instrucci �on Matem�atica
(EOS) remarca la importancia, para la Did �actica de la Matem�atica, de inda-
gar sobre la naturaleza de los contenidos matem�aticos pues no es posible
estudiar los procesos de ense ~nanza y aprendizaje de objetos difusos o in-
de�nidos. En este marco se desarrolla este trabajo que forma parte de una
tesis de Licenciatura en Matem�atica, la cual se est �a desarrollando en la Uni-
versidad Nacional de R��o Cuarto. En el mismo abordamos el estudio de la
construcci �on de la Teor��a Algebraica de Ecuaciones. El tema de estudio fue
elegido teniendo en cuenta que esta Teor��a es hoy un tema cerrado que al-
canz �o su completa madurez hace mucho tiempo, en el sentido que ha logrado
llegar a la caracterizaci �on total de las ecuaciones que poseen el tipo de so-
luci �on buscada. Esto hace que sea posible desvelar todos los estadios en la
construcci �on de la misma. Adem�as es un tema elemental, presente en todos
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los niveles educativos, y que a su vez conduce a nociones, conceptos, pro-
piedades, lenguajes y formas de razonar fundamentales del �algebra escolar
obligatoria y superior.

Autor: Augusto Ariel Estrada Velasquez
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas, Universidad Nacional de Salta
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: Universitario

Tutoriales: una estrategia de ense ~nanza para complementar la tarea del aula
en el aprendizaje de �algebra lineal y geometr��a anal��tica

Este trabajo relata una experiencia desarrollada con un grupo de estu-
diantes que cursan la asignatura Algebra Lineal y Geometr��a Anal��tica del
primer a ~no de diversas carreras de la Facultad de Ciencias Exactas de la Uni-
versidad Nacional de Salta.

En 2010 se cambia el Plan de Estudios Licenciatura en An �alisis de Sis-
temas disminuyendo la carga horaria con respecto al resto de las carreras.
Como docente, a cargo de las clases pr �acticas, buscando estrategias de en-
se ~nanza que suplan esta disminuci �on de tiempo en la presencialidad y hagan
uso de las nuevas tecnolog��as, me propuse complementar el trabajo del aula
mediante elaboraci �on de tutoriales para cada uno de los trabajos pr �acticos
poni �endolos a disposici �on de los estudiantes usando el correo electr �onico.

Para responder a los retos que demanda la sociedad de la informaci �on y la
comunicaci �on, se postula como uno de los pilares el de Aprender a aprender.
En concordancia con ello, los tutoriales, se conciben como un instrumento
adem�as de ense ~nar procedimientos, ense ~nen a aprender. De all�� que en su
desarrollo se busca mostrar al aprendiz, que debe realizar una tarea, el qu �e se
debe hacer, el c �omo se debe hacer y el por qu �e se hace de uno u otro modo.

Autor: Diego Isa��as Iba~nez
Lugar: Departamento de Formaci �on Docente y Educaci �on Cient���ca, Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad Nacional de Catamarca
Categor��a: Trabajos de investigaci �on. Nivel: Secundario

Caracterizaci �on de la utilizaci �on de lenguajes matem�aticos en alumnos de la
secundaria

El uso de los lenguajes matem�aticos es una de las di�cultades m�as im-
portantes en el aprendizaje de la Matem�atica; su relaci �on con conceptos,
propiedades e interpretaciones de los alumnos se presenta en forma cons-
tante en las distintas situaciones �aulicas, cualquiera sea el tema o la rama de
la matem�atica que se trate. Esta problem�atica inicia la investigaci �on que se
realiza en 8◦ a ~no de la N.E.S. de la Escuela Preuniversitaria Fray Mamerto
Esqui �u (UNCa), la cual tiene como meta incentivar a los docentes a plantear
sus clases teniendo en cuenta la comunicaci �on en el aula. Para ello se descu-
bren y analizan di�cultades y errores en la forma de \expresar" la matem�atica
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y su relaci �on con los contenidos y procedimientos involucrados. En este tra-
bajo se consideran los dos primeros niveles del an �alisis did �actico de Font:
el primero describe la secuencia de pr �acticas matem�aticas y el segundo los
objetos matem�aticos impl��citos en dichas pr �acticas. Adem�as se analizan, en
torno a los objetivos planteados, los conictos propios del lenguaje utilizado.
Las observaciones realizadas se tabularon realizando comentarios sobre las
mismas y se compararon los an �alisis descriptos para la conclusi �on donde se
incluyen recomendaciones sobre la pr �actica docente.

Autores: IrmaMart��nez, Jorge Almaz �an,Marta Lentini,Mar��a Lentini y Hern �an
Crespo
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas, Facultad de Ingenier��a, Facultad de Cien-
cias Econ �omicas, Universidad Nacional de Salta
Categor��a: Relatos de experiencias. Nivel: Universitario
Expositores: Irma Mart��nez, Marta Lentini y Hern �an Crespo

Autovalores, autovectores, autoespacios. Diagonalizaci �on, con herramientas
tecnol �ogicas

El prop �osito de este trabajo es relatar algunas de las actividades que se
est �an realizando, en el marco del trabajo de investigaci �on: \El uso de soft-
ware de c �alculo simb �olico, como complemento en la ense ~nanza en el �area
Matem�atica del CIUNSA"- Consejo de Investigaci �on de la Universidad Na-
cional de Salta, por docentes de distintas Facultades del �area Matem�atica,
integrantes del proyecto. Esta presentaci �on describe el uso y aplicaci �on del
soft Maple en una clase normal del tema: autovalores, autovectores, autoes-

pacios y diagonalizaci �on, de �Algebra Lineal y Geometr��a Anal��tica, asignatura
de 1o A~no de la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Nacional de
Salta. Como docentes, nos cuestionamos si somos coherentes con lo cambios
que provoca la tecnolog��a, y si optimizamos nuestras pr �acticas, por ello se
incorpor �o el uso de herramientas tecnol �ogicas a las tareas tradicionales, pa-
ra lograr que los alumnos desarrollen otras estrategias en sus producciones.
Aqu�� nos referimos al trabajo realizado en clases pr �acticas para el tema cita-
do, con el uso del Soft Maple. Las apreciaciones de los participantes, fueron
favorables dado que estiman que el uso de los recursos tecnol �ogicos, favorece
la ense ~nanza-aprendizaje de la Matem�atica.
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Uso de TIC en la Educaci �on Matem�atica

Autores: Patricia Cademartori, V. Cano Kelly , Mar��a Giacomone yMar��a Olea
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas, Imapec, Facultad de Ingenier��a, Facultad
de Humanidades y Ciencias de la Educaci �on, UNLP
Categor��a: Relatos de experiencias. Nivel: Secundario
Expositores: Patricia Cademartori y Mar��a Giacomone

Conectar con la igualdad matem�atica en acci �on

Presentamos el Proyecto de Voluntariado Universitario Conectar con la
Igualdad Matem�atica en Acci �on, que fue aprobado en la convocatoria del a ~no
2011 del Programa de Voluntariado Universitario de la Secretar��a de Pol��ticas
Universitarias del Ministerio de Educaci �on de la Naci �on \La Universidad se
conecta con la Igualdad. Universidad y Escuela Secundaria 2.0". Participan
del mismo docentes, alumnos, graduados e investigadores de la Facultad de
Humanidades y Ciencias de la Educaci �on, la Facultad de Ciencias Exactas y la
Facultad de Ingenier��a de la Universidad Nacional de La Plata. Est �a dirigido
a docentes y alumnos de tres escuelas p �ublicas del radio urbano de la ciudad
de La Plata y consiste en la realizaci �on de encuentros que involucren el uso de
las netbooks del Programa Conectar Igualdad como recurso educativo de las
clases deMatem�atica. Se propuso tambi �en la realizaci �on de encuentros en las
escuelas participantes y en una unidad acad �emica universitaria en los que se
presenten a la comunidad de las mismas problemas y juegos que impliquen
el uso de las netbooks y en cuya elecci �on y confecci �on hayan participado
alumnos y docentes de las escuelas intervinientes.

Autores: Araceli Coirini Carreras y Mar��a Melania Giannone
Lugar: FaMAF, UNC
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: Secundario
Expositores: Araceli Coirini Carreras y Mar��a Melania Giannone

Conect �andonos con la matem�atica potenciando el uso de las TIC en el aula

A partir de 2011, docentes y estudiantes de la FaMAF y de la FCEFyN,
desarrollamos dos proyectos de extensi �on y voluntariado que pretenden con-
tribuir a la consecuci �on de los objetivos planteados en el programa nacional
Conectar Igualdad, en el marco de escuelas p �ublicas secundarias de la Provin-
cia de C �ordoba. Tales proyectos son, respectivamente: \Potenciemos el uso
de las TIC en el entorno de la Matem�atica y las Ciencias Naturales dentro y
fuera de la escuela" y \Conect �emonos con la Matem�atica y la F��sica a trav �es
de las TICs". La experiencia que relataremos est �a en el marco de los proyectos
mencionados y se desarroll �o en una escuela p �ublica de C �ordoba, que frente
a la necesidad de familiarizar a docentes y estudiantes del nivel secundario
con el uso de las netbooks para la ense ~nanza de la Matem�atica llevamos a
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cabo diversos talleres. En el desarrollo de estos encuentros se implementa-
ron propuestas para el aula que incorporen las Tecnolog��a de la Informaci �on
y la Comunicaci �on (TIC) como herramientas para aprender y \pensar con".
Algunos de los aportes que esta experiencia brind �o fueron un espacio de for-
maci �on para los docentes, aprendizajes mediante actividades l �udicas para los
estudiantes y contribuciones a nuestro desarrollo profesional.

Autores: Mar��a de las Mercedes Moya, Mario Ubaldo Avila y Andrea Caroli-
na Monaldi
Lugar: Consejo de Investigaci �on de la Universidad Nacional de Salta (CIUNSa)
Categor��a: Trabajo de Investigaci �on. Nivel: Superior Universitario y no Uni-
versitario
Expositor: Mario Ubaldo Avila

Derivadas y ecuaciones diferenciales ordinarias con multimedia

El Proyecto de Investigaci �on Tecnomatem�atica: aula extendida, depen-
diente del Consejo de Investigaci �on de la Universidad Nacional de Salta, tie-
ne entre sus objetivos la producci �on de materiales educativos que sirvan de
apoyo para la ense ~nanza y el aprendizaje de la matem�atica.

En este trabajo se presenta la producci �on de dos materiales multimedia-
les (los videos), relativos a temas del An �alisis Matem�atico en una variable.
Se propone utilizar este medio, acompa~n �andolo con problemas que buscan
evaluar el aprendizaje. Pueden ocuparse para la ense ~nanza y el aprendizaje
de las Derivadas y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias; temas complejos de
ense ~nar para un docente y aprender para un estudiante. Se presentan \El
problema de la velocidad instant �anea" y \>C �omo se enfr��a una torta?", co-
mo videos Instruccionales y Modelizadores de una situaci �on concreta de la
realidad.

En ambos videos, se destaca, c �omo las distintas ramas de la ciencia, apor-
tan sus ideas y conceptos, para el desarrollo de la matem�atica y rec��proca-
mente. Docentes y estudiantes pueden tener acceso al material f �acilmente y
recurrir al mismo cuando lo necesiten. Generan conictos cognitivos y me-
tacognitivos en el estudiante, que luego son resueltos, y otras situaciones
problem�aticas que sirven para el entendimiento del tema.

Autor: Luz Bella Cristina Patton
Lugar: Escuela de Educaci �on T �ecnica \Vespucio" N◦3136, General EnriqueMos-
coni, Salta
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: Secundario

Ense ~nar matem�atica con empleo de las TICs

Hoy las tecnolog��as han modi�cado las relaciones sociales en todos los
aspectos, llegando a rede�nir la manera de interactuar con el medio, esta
introducci �on supone un desaf��o para todos ense ~nar matem�atica desde los
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lineamientos de la Did �actica utilizando las TICs en forma apropiada, descu-
briendo las posibilidades que ofrecen.

El trabajo pretende describir y analizar dentro de los marcos te �oricos,
el recorrido inicial de una propuesta did �actica que combina el empleo de
un software de procesamiento simb �olico y gr �a�co GEOGEBRA, un programa
de Geometr��a din �amica con el que pueden construirse p �aginas interactivas,
dise ~nado como apoyo para la ense ~nanza y el aprendizaje de la geometr��a.
Las actividades se implementaron desde primer a ~no. La experiencia apunta
a poder lograr la evoluci �on de los alumnos partiendo del supuesto de que la
mera de�nici �on de un concepto no basta para comprenderlo y que el estudio
de diversas representaciones gr �a�cas pueden permitir una conceptualizaci �on
completa y adecuada. En otras palabras, lograr que el medio tecnol �ogico se
incorpore a sus esquemas de acci �on (reorganizaci �on conceptual) considerando
al alumno y a la tecnolog��a como un sistema inseparable capaz de producir ac-
tividad matem�atica con la misma validez epistemol �ogica que la desarrollada
en el entorno habitual de l �apiz y papel.

Autores: N �elida Hayd �ee P �erez, Diana Celia Mellincovsky, Mar��a Emilce Ba-
rrozo, H�ector P �aez y Magdalena Pekolj
Lugar: Departamento de Matem�aticas, Universidad Nacional de San Luis
Categor��a: Reexiones. Nivel: Bachillerato - Superior
Expositores: N �elida Hayd �ee P �erez y Diana Celia Mellincovsky

T �ecnica y tecnolog��a, reexiones entorno a ecuaciones e inecuaciones

Estas reexiones surgieron a partir de analizar algunas cuestiones que
emergieron en cursos obligatorios que toman alumnos del Profesorado de la
UNSL al trabajar el tema de resoluci �on de ecuaciones e inecuaciones en una
variable.

Teniendo en cuenta que no es posible ni para el matem�atico ni para los
alumnos actuar e�cazmente sino se comprende lo que se hace, como tampoco
se puede llevar adelante una comprensi �on profunda, sino se hace una pr �actica
matem�atica, nos preguntamos cu �ales ser��an las t �ecnicas did �acticas adecuadas
para abordar un proceso de estudio.

Adoptamos como marco te �orico a la Teor��a Antropol �ogica de lo Did �actico
para construir una praxeolog��a matem�atica que permita ingresar a un proceso
de estudio.
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Ense ~nanza Matem�atica Secundaria

Autor: Adri �an Omar Alvarez
Lugar: Instituto Libre de Segunda Ense~nanza, UBA
Categor��a de trabajo: Relatos de experiencias. Nivel: Medio
Expositor: Adri �an Omar Alvarez

Materatura

La matem�atica es ante todo un lenguaje, �aspero extenso riguroso, quien
podr��a encontrar belleza all��, claro quien m�as que Jorge Luis Borges, que en
su cuento La Biblioteca de Babel desarrolla un despliegue �unico de rigurosi-
dad l �ogica, una sucesi �on de a�rmaciones estrechamente ligadas en sentido tal
sentido, nada all�� est �a librado al azar, recorre diversos aspectos matem�ati-
cos en forma sutil llevando de modo irreversible al lector por el universo de
razonamientos que el cuento propone.

La tarea propuesta a los j �ovenes se trat �o de: juntarse en peque ~nos gru-
pos de trabajo encontrar a�rmaciones planteadas en el cuento y analizar su
validez.

Existe actualmente un interesante debate entre la antigua Educaci �on Al-
gor��tmica y las modernas teor��as de la Did �actica, como la Teor��a de Situa-
ciones. Es fuerte la resistencia de la comunidad educativa a la resoluci �on
de situaciones problem�aticas, como motor de conocimiento, se acepta en lo
discursivo pero no tanto en la praxis. Tal vez el desconcierto inicial ante la
situaci �on problem�atica desconocida, la necesidad de una reexi �on y posterior
puesta en com �un con su correspondiente debate, generen momentos inc �omo-
dos pero necesarios para lograr alguna adquisici �on del conocimiento que se
pretende desarrollar en la situaci �on inicialmente planteada. No se valora que
luego, viene la belleza, el hermoso placer de haber logrado la comprensi �on
del problema y poder comunicar como se obtuvo la soluci �on del mismo.

Autores: Florencia Di Rito y Silvia Bernardis
Lugar: Facultad de Humanidades y Ciencias, UNL
Categor��a: Trabajo de investigaci �on Nivel: Universitario
Expositor: Florencia Di Rito y Silvia Bernardis

Justi�caci �on de respuestas de verdadero-falso

Los ejercicios en los que se solicita a los estudiantes que determinen la
verdad o falsedad de proposiciones matem�aticas y justi�quen su respuesta,
son muy �utiles para trabajar la demostraci �on como una actividad signi�cativa
para los alumnos. El tratamiento de la demostraci �on presenta di�cultades,
pues este tipo de ejercicios requiere, para su resoluci �on, de experiencia previa
adicional, que va m�as all �a del desarrollo del concepto matem�atico en cues-
ti �on.
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En esta comunicaci �on nos proponemos dar a conocer los resultados de
una investigaci �on realizada con el objetivo de detectar si los estudiantes de
primer a ~no del Profesorado de Matem�atica presentan di�cultades en la jus-
ti�caci �on de respuestas de verdadero-falso. Partimos de la hip �otesis de que
los estudiantes tienen di�cultades a la hora de realizar este tipo de ejercicios.

Autores: Cristina Esteley, Silvina Smith y M�onica Villarreal
Lugar: Universidad Nacional de C �ordoba-CONICET
Categor��a: Investigaci �on. Nivel: Secundario
Expositor: Silvina Smith

Un itinerario did �actico en torno a la proporcionalidad en un escenario de
modelizaci �on matem�atica

Esta comunicaci �on presenta algunos resultados producidos en el �ambito
de una investigaci �on que busca caracterizar el desarrollo profesional de pro-
fesores de matem�atica en escenarios de modelizaci �on matem�atica. En par-
ticular informamos brevemente sobre la implementaci �on en aula de un pro-
yecto de modelizaci �on desarrollado por tres docentes de nivel secundario que
trabajan en una misma instituci �on p �ublica de la ciudad de C �ordoba y descri-
bimos el itinerario did �actico en torno a la noci �on de proporcionalidad directa
que se constituye durante la puesta en aula. Acompa~namos la descripci �on
del itinerario did �actico con un trabajo anal��tico de arqueolog��a matem�atica,
por medio del cual buscamos hacer expl��citas y visibles las matem�aticas en
tal itinerario. A partir del an �alisis e interpretaci �on de los datos se abre una
discusi �on en relaci �on con los resultados reportados y algunas implicancias de
los mismos relativas al desarrollo profesional.

Autores: Adriana Magallanes y Dar��o Colaneri
Lugar: UNRC; IPEM No119
Categor��a: Relato de experiencia y Reexiones. Nivel: Medio
Expositor: Adriana Magallanes y Dar��o Colaneri

Proyecto para una educacion matem�atica cr��tica \Diagn �ostico de la
situaci �on laboral en Alpa Corral"

Este trabajo pretende llevar a la pr �actica una experiencia �aulica enmar-
cada en una educaci �on matem�atica cr��tica. Se propone un escenario de in-
vestigaci �on sobre la situaci �on laboral de los habitantes de Alpa Corral, con-
tribuyendo desde la experiencia, a este enfoque de la educaci �on matem�atica
e interrumpiendo con la t��pica fragmentaci �on que generalmente se propone
en la educaci �on secundaria. Asimismo, se plantea que este enfoque permite
poner en pr �actica la educaci �on que hoy se concibe como necesaria desde un
paradigma situacional.

Este proyecto pretende contribuir con la educaci �on del estudiante como
ciudadano, preparado para vivir en democracia al hacerlo protagonista en el
an �alisis de la realidad social de su entorno. Los estudiantes elaboraron una
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encuesta para recolectar datos sobre la situaci �on laboral de los habitantes
permanentes de Alpa Corral. Esta informaci �on fue resumida utilizando tablas
y gr �a�cos estad��sticos. Tambi �en se muestra en este trabajo el an �alisis que los
estudiantes realizaron sobre sus resultados; as�� como sus distintos posiciona-
mientos en las hip �otesis explicativas que formularon. Entendemos que este
tipo de ambientes de aprendizaje puede favorecer tanto la implicaci �on en el
proceso educativo como la autonom��a intelectual de los estudiantes.

Autores: Martina Olivares, Marianela Sosa y Nora M. Z �on
Lugar: Universidad Nacional de R��o Cuarto
Categor��a: Relatos de experiencia. Nivel: Medio
Expositor: Martina Olivares, Marianela Sosa y Nora M. Z �on

Una manera diferente de ense ~nar recurrencia en primer a ~no de la escuela
media

Se presenta una serie de tareas que pretenden mostrar una secuencia de
situaciones y dos posibles soluciones de ellas, ya que permiten diferentes
entradas para su resoluci �on.

Se podr �a ver en la plani�caci �on: actividades individuales, de a pares y
de equipo.En un momento, la organizaci �on de la clase ser �a de manera in-
dividual para permitir que los estudiantes se apropien de los problemas. El
trabajo en pares permite una confrontaci �on y discusi �on de las posturas de
cada uno; organizar el trabajo en equipos favorece la discusi �on de procedi-
mientos y argumentaciones empleadas. La puesta en com �un ser �a primordial,
concediendo a los estudiantes la posibilidad de que validen sus producciones,
busquen respuestas y se responsabilicen matem�aticamente de ellas.

Los objetivos que se buscan plantean, no s �olo la transmisi �on y construc-
ci �on de conocimientos matem�aticos, sino tambi �en los modos de hacer ma-
tem�atica; es decir, se busca que los alumnos se apropien de la forma de \ha-
cer y pensar" propia de la matem�atica, y principalmente \reexionar sobre
el hacer". Adem�as pretendemos que los alumnos: puedan descubrir que son
capaces de hacer matem�atica y, a partir de su hacer, de�nir una herramien-
ta matem�atica desconocida para ellos: la Recurrencia; pudiendo reconocer y
construir modelos regresivos ante determinadas situaciones.
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Geometr��a y su ense ~nanza

Autores: Marcelo Valent��n Arias y Antonio S �angari
Lugar: Universidad Nacional de Salta
Categor��a: Reexiones. Nivel: Universitario
Expositor: Marcelo Valent��n Arias

Construcciones con regla y comp �as oxidado

El presente trabajo presenta una propuesta para la ense ~nanza a nivel uni-
versitario sobre las construcciones con regla y un comp �as oxidado o �jo usan-
do la asistencia del soft libre Geogebra. Uno de los fundamentos de nuestra
propuesta es el encantamiento, la perfecci �on, y la belleza de las construccio-
nes con regla y comp �as, como punto de partida. El uso de soft, por otra parte,
nos permitir �a contar con una herramienta de precisi �on y a la vez un recurso
muy cercano a una juventud cada vez mas vinculada a los medios inform�aticos
y tecnol �ogicos.

Referencias:
Smogorzhevski. A. La regla en construcciones geom�etricas. Editorial MIR.
Mosc �u, 1981.
Kostovski. A. N. Construcciones geom�etricas mediante un comp �as. Editorial
MIR. Mosc �u, 1984.

Autores: Silvia Bernardis y Susana Moriena
Lugar: Facultad de Humanidades y Ciencias, UNL
Categor��a: Reexiones. Nivel: Medio
Expositor: Silvia Bernardis

Develar las din �amicas de Thales

Uno de los teoremas m�as importantes de la Geometr��a Sint �etica es el
Teorema de Thales. Consideramos que tiene m�as di�cultades de aprendizaje
de las que podemos sospechar. El objetivo de esta comunicaci �on es presentar
una propuesta que permita superarlas, elaborada en el marco del proyecto
de investigaci �on CAID+D: \Estudio de propuestas did �acticas que promuevan
la validaci �on de las producciones matem�aticas de los alumnos".

Presentamos, por un lado, el Teorema de Thales en su aspecto proyec-
ci �on, brindando una idea de movimiento respaldada en las caracter��sticas de
la proyecci �on paralela.

Por otro, trabajamos dicho teorema en su aspecto homotecia, aprove-
chando la otra din �amica que utiliza las caracter��sticas de la homotecia.

Debido a que el Teorema se aborda en la escuela, como una con�guraci �on
est �atica que oculta estas dos din �amicas, consideramos que trabajando estas
dos experiencias con el mismo problema, lograremos que se entremezclen
para una mejor comprensi �on.
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Autores: Marcela G�otte y Ana Mar��a M�antica
Lugar: Facultad de Humanidades y Ciencias, UNL
Categor��a: Trabajo de investigaci �on. Nivel: Superior
Expositor: Marcela G�otte y Ana Mar��a M�antica

Estudio de particularidades del aprendizaje de la geometr��a tridimensional

Este trabajo es parte de una investigaci �on m�as amplia cuyo objetivo es
detectar y analizar di�cultades y errores cometidos por futuros profesores de
matem�atica en la realizaci �on de demostraciones geom�etricas tridimensiona-
les y categorizar los errores detectados.

Se presentan algunas di�cultades que tienen los alumnos, de la c �atedra
Geometr��a Eucl��dea Espacial del Profesorado en Matem�atica de la Facultad
de Humanidades y Ciencias, en la resoluci �on de problemas que involucran
los conceptos de perpendicularidad y paralelismo.

Estos conceptos son complejos en su aprendizaje, m �as a �un, como semues-
tra en este estudio, en la geometr��a del espacio, coincidiendo con lo se ~nalado
por Volkert (2008) que la geometr��a s �olida presenta mayor di�cultad que la
plana.

Autor: Antonio S �angari
Lugar: Universidad Nacional de Salta
Categor��a: Reexiones. Nivel: Universitario
Expositor: Antonio S �angari

G�enesis de una transformaci �on conforme

Este trabajo presenta una sucesi �on de conceptos elementales de geo-
metr��a y de variable compleja, tendientes a resolver un problema de las
transformaciones conformes en el plano complejo. El problema trata sobre
encontrar una transformaci �on conforme biyectiva del c��rculo unitario en si
mismo que transforme cuatro puntos de la circunferencia en v �ertices de un
rect �angulo. Para esto, es necesario encontrar el centro y la raz �on de la inver-
si �on geom�etrica que preserve la circunferencia inicial, pero que transforme
cuatro puntos cualesquiera de la misma en v �ertices de un rect �angulo. Se usa
geometr��a sint �etica b �asica para encontrar el punto mencionado y, a partir
de la construcci �on realizada, se toman datos su�cientes para simpli�car los
c �alculos y hallar las coordenadas correspondientes. Este problema es de im-
portancia pedag �ogica pues permite a los estudiantes trazar un paralelo entre
los c �alculos algebraicos y la geometr��a b �asica.
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Probabilidad, Estad��stica y su ense ~nanza

Autores: Mar��a Paula Dieser, Lorena V. Cavero y Laura B. Wagner
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad Nacional de La
Pampa
Categor��a: Reexiones. Nivel: Secundario/Polimodal y Superior
Expositor: Lorena V. Cavero y Laura B. Wagner

Paradojas como recurso did �actico: el problema de Monty Hall

En este trabajo se analizan soluciones de un problema de probabilidad
utilizando algunos elementos, tales como tarea, t �ecnica, tecnolog��a y teor��a,
provenientes del enfoque antropol �ogico de Yves Chevallard para la Did �actica
de la Matem�atica. Las soluciones propuestas y analizadas incluyen estrate-
gias personales, la construcci �on de diagramas de �arbol, la aplicaci �on de con-
ceptos y propiedades de probabilidad elemental y la ejecuci �on de procesos
de simulaci �on. El an �alisis did �actico del problema considerado puede ser �util
en la formaci �on de futuros profesores de matem�atica, permitiendo integrar
conceptos y procedimientos estudiados en diferentes asignaturas. Asimismo,
la presentaci �on del problema a los estudiantes puede favorecer el enfren-
tamiento con algunas intuiciones incorrectas en la aplicaci �on de la noci �on
de probabilidad condicional, promoviendo el aprendizaje de dicho concepto
desde una perspectiva constructivista.

Autores: Stella Maris Figueroa, Sandra Baccelli, Gloria Prieto y Emilce Moler
Lugar: Facultad de Ingenier��a, Universidad Nacional de Mar del Plata
Categor��a: Investigaci �on. Nivel: Superior
Expositor: Stella Maris Figueroa

Funciones semi �oticas asociadas a los errores m�as frecuentes en la resoluci �on
de problemas bayesianos

La investigaci �on que encuadra este trabajo tuvo por objetivo la detec-
ci �on de las di�cultades y errores en la resoluci �on de problemas bayesianos,
bajo el marco te �orico y metodol �ogico del Enfoque Ontosemi �otico del Cono-
cimiento y la Instrucci �on Matem�atica. Para ello, se analizaron las produc-
ciones escritas de 50 estudiantes que cursan la asignatura Estad��stica en la
Facultad de Ingenier��a de la Universidad Nacional de Mar del Plata. Sobre la
base de los errores cometidos al razonar sobre la probabilidad condicional, se
dise ~n �o y aplic �o una nueva estrategia did �actica durante el proceso de instruc-
ci �on, que pretende contribuir a la construcci �on del signi�cado de la f �ormula
del Teorema de Bayes. De esta forma, se favorece la habilidad de efectuar
transformaciones entre representaciones realizadas en distintos registros, en
particular, del coloquial al simb �olico. Los alumnos que evidenciaron el uso de
estas transformaciones, mostraron menores di�cultades en sus resoluciones
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al establecer correctamente las funciones semi �oticas entre los datos de estos
problemas con los sucesos involucrados y sus probabilidades asociadas.

Autores: Ra �ul D. Katz, Pablo A. Sabatinelli
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas, Ingenier��a y Agrimensura, UNR
Categor��a: Relatos de experiencia. Nivel: Universitario
Expositor: Ra �ul D. Katz, Pablo A. Sabatinelli

La evaluaci �on de los aprendizajes en probabilidad y estad��stica como punto
de partida para la generaci �on de nuevas estrategias did �acticas

En esta comunicaci �on se muestra un estudio exploratorio realizado con
estudiantes de Ingenier��a, en la asignatura Probabilidad y Estad��stica. Nues-
tro objetivo es indagar en las estrategias que ponen en juego cuando se los
enfrenta con un problema que trasciende la mera capacidad de reproducir
conocimientos y requiere la aplicaci �on de los mismos de manera interrela-
cionada.

De la evaluaci �on de dichas estrategias surgen una serie de interrogantes
que nos impulsa a repensar nuestras pr �acticas, la necesidad de dise ~nar nuevas
estrategias a �n de lograr aprendizajes m�as satisfactorios.

Autor: Mar��a In �es Rodr��guez
Lugar: Universidad Nacional de R��o Cuarto
Categor��a: Reexiones. Nivel: Medio y Terciario

Inferencia informal: del an �alisis de los datos a la inferencia estad��stica

Todo curso introductorio de estad��stica a nivel universitario tiene como
prop �osito llegar a desarrollar los m�etodos de inferencia estad��stica. Sien-
do �este uno de los temas m�as ense ~nados es, a la vez, el peor comprendido
y utilizado. Esto ha preocupado a la comunidad internacional de expertos
dedicados al estudio e investigaci �on en Educaci �on Estad��stica nucleados en
la IASE (International Association for Statistics Education) quienes, recono-
ciendo el papel del conocimiento estad��stico en la formaci �on elemental, desde
1999 vienen realizando cada dos a ~nos Foros de estudio sobre \Razonamiento,
Pensamiento y Alfabetizaci �on Estad��stica" (SRTL)3. Estos foros, inicialmente
abordaron los diferentes tipos de razonamiento estad��stico, llegando en 2005,
al consenso de que los estudiantes deben aprender a realizar inferencias, ini-
cialmente de manera informal. Esto signi�ca, que la inferencia estad��stica
debe ser desarrollada en etapas, a lo largo de varios a ~nos, recomendando
comenzar entre los 14-17 a ~nos.

En este trabajo se presentan algunas reexiones surgidas a partir de la
bibliograf��a revisada, de�niciones y aspectos fundamentales a considerar, �-
nalizando con la descripci �on de una actividad �aulica que puede contribuir

3http://srtl.stat.auckland.ac.nz/
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al desarrollo del razonamiento inferencial informal, preparando as�� al estu-
diante para una mejor comprensi �on y aplicaci �on de la inferencia en niveles
superiores y trabajo futuro.

Autores: Mar��a In �es Rodr��guez y Mar��a In �es Herrera
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas F��sico-Qu��micas y Naturales, Departa-
mento de Matem�atica, Universidad Nacional de R��o Cuarto
Categor��a: Relatos de experiencias (de ense~nanza y formaci �on). Nivel: Prima-
rio y Secundario
Expositor: Mar��a In �es Rodr��guez y Mar��a In �es Herrera

Iniciativas para la promoci �on de la alfabetizaci �on estad��stica en el marco de
la olimp��ada de estad��stica de C �ordoba

El Proyecto Internacional de Alfabetizaci �on Estad��stica (ISLP) implemen-
tado por el IASE en 2006, tuvo como objetivo crear, apoyar y participar en
actividades de alfabetizaci �on estad��stica y difundirlas en todo el mundo. En
agosto de 2009, el IASE organiza las primeras Competencias Internacionales
de Alfabetizaci �on Estad��stica en Durban, Sud �africa. Con la intenci �on de es-
timular la participaci �on de nuestro pa��s, iniciamos su divulgaci �on y adem�as
preparamos al equipo de alumnos que representaron a nuestro pa��s en tal
evento de alcance mundial. Con la �nalidad de instalar este tipo de iniciativas
en Argentina, establecimos contactos con los Ministerios de Educaci �on y de
Ciencia y Tecnolog��a de C �ordoba, surgiendo as�� el Proyecto de las Olimp��adas
Provinciales de Estad��stica (OEC), que desde el a ~no 2010 se realizan anual-
mente.

El plan de actividades de la OEC, involucra la confecci �on de materiales de
entrenamiento, asesoramiento para el desarrollo de inquietudes institucio-
nales y tambi �en la realizaci �on de talleres de formaci �on docente en did �actica
de la estad��stica.

El objetivo de esta presentaci �on es mostrar la organizaci �on y las distintas
actividades que se desarrollan en el marco de la OEC, con el �n de promover
la ense ~nanza de la estad��stica en los niveles obligatorios de educaci �on.

Autores: H�ector Orlando Suza~no, Mauricio Enrique Borjas y Mar��a Cristina
Ahumada
Lugar: Universidad Nacional de Salta
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: Secundario
Expositores: H�ector Orlando Suza~no, Mauricio Enrique Borjas

>Variabilidad = variable?

Se usan muchas veces conceptos estad��sticos sin conocer sus de�nicio-
nes, sus caracter��sticas y/o sus limitaciones. Una indagatoria con alumnos
de nuestra facultad, nos hizo conocer que el concepto de variabilidad no
est �a bien entendido a �un en los niveles superiores, donde se estudia estad��sti-
ca.
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A ra��z de estos resultados nos propusimos dise ~nar una estrategia did �actica
tendiente a que el concepto de variabilidad tenga el sentido que debe tener
y no se deje al olvido con tanta facilidad.

La propuesta se bas �o a partir de dos preguntas, propone recoger datos
reales y contextualizados en el �ambito escolar, llev �andolos al an �alisis de las
observaciones con la realizaci �on de tablas y gr �a�cos.

De una manera din �amica tratamos de presentar los conceptos que son
necesarios para esta propuesta, y trabajar entre las cosas m�as comunes de
los alumnos.

Estamos convencidos que la observaci �on que proponemos ayudar �a a la
mejor comprensi �on del concepto de variabilidad. Queremos aportar con estas
ideas, que llevaremos a la pr �actica cuando tengamos la oportunidad en nues-
tra carrera y en nuestro futuro docente. Sabemos que, aunque la estad��stica
se incluya de una forma o�cial en el curr��culo no necesariamente se ense ~na,
por diferentes motivos, y hace falta mucho material del tema.
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Resoluci �on de problemas

Autores: Mar��a C. Ahumada, Eudosia D��az de Hibbard, Estela Aliendro, Lilia-
na Valdez, Carlos Puga, Augusto Estrada Vel �asquez, Walter Garz �on y Mart��n
Herran
Lugar: Universidad Nacional de Salta
Categor��a: Trabajo de investigaci �on Nivel: Superior Universitario
Expositor: Mar��a C. Ahumada

Pruebas diagn �ostico: aleatoriedad y conocimiento

En el marco del Proyecto \Tutor��as estudiantiles para apoyar al ingre-
sante universitario", desarrollado en la Facultad de Ciencias Exactas de la
Universidad Nacional de Salta, estudiamos la incidencia de la incorporaci �on
de tutores alumnos en las clases de matem�atica de asignaturas de los pri-
meros a ~nos en nuestra facultad. Entre otras actividades, se realizan pruebas
de diagn �ostico al inicio y al �nalizar el dictado de las asignaturas involu-
cradas. Los resultados, especialmente del diagn �ostico inicial, muestran un
gran porcentaje de respuestas vac��as en los diferentes temas evaluados, de
lo que surgi �o un inter �es en investigar la aleatoriedad. Al ser una prueba de
opciones m �ultiples nos interesa saber si los estudiantes eligen las respuestas
aleatoriamente o no. Nos preguntamos porqu �e un estudiante pre�ere dejar
sin responder un ejercicio a jugarse por una respuesta aleatoria y tener una
posibilidad al menos, de sacar puntaje. Mostramos los resultados particular-
mente de la asignatura Matem�atica para Inform�atica, que en el a ~no 2011 se
dict �o por primera vez separada de las otras carreras.

Autor: Christian Berrocal Araya
Lugar: Colegio T �ecnico Profesional de Upala (CTPU), Costa Rica
Categor��a: Relatos de experiencias. Nivel: Secundaria

SeE-MoRe: un nuevo modelo para la ense ~nanza de la matem�atica en
secundaria

Se implementa un modelo para la ense ~nanza de la matem�atica en secun-
daria, llamado SeE-MoRe (Ver m�as, ver mejor), que contempla cuatro etapas
fundamentales: Sensibilizaci �on, Experimentaci �on, Modelizaci �on y Refuerzo,
permiti �endole a los estudiantes tener una visi �on integradora de la matem�ati-
ca con su entorno.

Los recursos tecnol �ogicos utilizados est �an desarrollados en el ambiente
de programaci �on Visual Basic 6.0 y el software Geometer's Sketchpad 4.0, y
se orientan al desarrollo de juegos y actividades que le permitan al educando
fortalecer lo aprendido.
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Autores: Eudosia D��az de Hibbard, Estela Sonia Aliendro, Graciela M�endez,
Mart��n Herran, Walter Garz �on, Julio Pojasi, Teresita Passamai, Gustavo De-
lup��, Mauricio Vidaurre y Pablo Villarroel Yonar
Lugar: Universidad Nacional de Salta
Categor��a: Relatos de experiencia. Nivel: Superior Universitario
Expositores: Estela Sonia Aliendro, Graciela M�endez, Mart��n Herran

Problemas con varias aristas

Con este trabajo nos proponemos mostrar el uso de una estrategia de
ense ~nanza basada en el planteo de problemas matem�aticos elementales que
pueden resolverse en diferentes marcos y est �an presentes en diversas situa-
ciones de la vida real. La ense ~nanza a trav �es de la resoluci �on de problemas
es un m�etodo e�caz para poner en pr �actica el principio de aprendizaje acti-
vo. Empleamos esta estrategia en la primera asignatura de dictado com �un a
varias carreras de la Facultad de Ciencias Exactas. En la misma abordamos
los diferentes temas del programa mediante problemas sencillos, pero que
pueden prestarse a discusiones interesantes, en cuanto a m�etodos de reso-
luci �on, variaci �on de los enunciados, abordajes desde distintos �angulos o con
enunciados relacionados con la vida real y situaciones de la naturaleza. El
curso consiste b �asicamente en el estudio de Sistemas num�ericos y de las fun-
ciones elementales, tales como la lineal, cuadr �atica, exponencial, logar��tmica
y las trigonom�etricas. Se promueve que el estudiante se acerque a los dife-
rentes problemas planteados en forma gr �a�ca, num�erica y simb �olica, a la vez
que sepa aplicar estos conocimientos, junto con los que ya tenga del �alge-
bra o de la geometr��a, para generar variantes interesantes de las situaciones
presentadas.

Autores: Adonay Jos �e Jaramillo Garrido
Lugar: Instituci �on Educativa Nuestra Se~nora de la Candelaria (Malambo) -
Corporaci �on Universitaria Americana - Grupo de investigaci �on calidad educa-
tiva - Universidad Sim �on Bolivar (Barranquilla)
Categor��a: Relato de experiencia. Nivel: B �asico

\A m�as est��mulos m�as aprendientes"

La ciencia ha demostrado que cada persona posee unamanera de procesar
la informaci �on que recibe. Este hallazgo de la ciencia, invita a quienes nos
dedicamos a orientar procesos de ense ~nanza a diversi�car nuestros estilos de
ense ~nanza y a variar los est��mulos que proponemos al abordar un contenido
puesto que en el aula tenemos a estudiantes que poseen diferentes manera
de aprender.

Los est��mulos propuestos deben garantizar en el estudiante la moviliza-
ci �on de sus preferencias cerebrales, de ah��, que estos deben ser pensados
y puestos en escena a �n de que el estudiante se encuentre a tono con su
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manera de procesar la informaci �on. Las preferencias cerebrales en el estu-
diante se pueden diagnosticar ya sea por medios tecnol �ogicos o inferidos por
el contacto a diario con ellos.

Autores: Silvia S. Mart��nez, Nydia Dal Bianco
Lugar: Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad Nacional de la
Pampa
Categor��a: Reexiones. Nivel: Universitario
Expositor: Silvia S. Mart��nez

Estrategia did �actica: un enfoque metaheur��stico

La metodolog��a de ense ~nanza a trav �es de la resoluci �on de problemas en
educaci �on matem�atica constituye uno de los puntos clave como m�etodo inte-
gral en la evoluci �on de esta disciplina. Las tareas humanas, fundamentalmen-
te las vinculadas a habilidades intelectuales como las puestas en juego en la
resoluci �on de problemas, no est �an signadas por algoritmos, pues mediante
heur��sticas el comportamiento intelectual articula las fuentes de conocimien-
to, conduciendo el proceso de b �usqueda en la direcci �on m�as ventajosa y su-
giriendo en general cu �al es el camino a seguir cuando hay varios disponibles.

Seg �un las reglas heur��sticas, los contenidos asimilados deben ser articu-
lados por un sistema de aprendizaje que utilice datos anteriores e instancias,
y ejemplos de soluciones consideradas exitosas de una determinada situaci �on
problem�atica.

Para este trabajo consideramos un problema cuya resoluci �on integra di-
versos contenidos matem�aticos, con la articulaci �on de diferentes registros de
representaci �on y a partir de estrategias did �acticas, se modeliza la situaci �on
dada.

La resoluci �on de problemas no es repetir procedimientos, sino un proceso
que implica la asimilaci �on de los conocimientos, el desarrollo de la creativi-
dad, de la independencia cognoscitiva y de las habilidades propias para su
resoluci �on.

Diciembre 2012 Noticiero de la UMA 75





Adelantos 2013

Reuni �on Anual de la UMA 2013

La Reuni �on de la UMA del 2013 tendr �a lugar en la ciudad de Rosario. La
Comisi �on Directiva de la UMA en la Asamblea Ordinaria realizada en Santa Fe
el 16 de noviembre anunci �o que la pr �oxima reuni �on de la UMA tendr �a lugar
en la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenier��a y Agrimensura (FCEIA) de la
Universidad Nacional de Rosario, entre el 16 y 21 de septiembre de 2013.

Pr �oximamente m�as informaci �on sobre la Reuni �on en Rosario estar �a ac-
cesible desde el sitio web de la UMA http://www.union-matematica.org.ar.

♦ ♦
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Uni �on Matem�atica Argentina

UNI �ON MATEM �ATICA ARGENTINA

Comisi �on Directiva

Presidente Eleonor Harboure
Vicepresidente Primero Hugo Aimar
Vicepresidente Segundo Nicol �as Andruskiewitsch
Secretario Beatriz Viviani
Prosecretario Bruno Bongioanni
Tesorero Liliana Forzani
Protesorero Manuela Busaniche
Director de Publicaciones Jorge Lauret

Vocales Suplentes Liliana Alc �on
Ana Bernardis
Sergio Celani
Pablo de N�apoli
Javier Fern �andez
�Elida Ferreyra
Pablo Groisman
Sheldy Ombrosi

Vocales Regionales (titulares y suplentes)
Centro Elvio Pilotta, Eduardo Hulett
Cuyo B�arbara Bajuk, Ana Benavente
Buenos Aires y cercan��as Ursula Molter, Liliana Alcon
Litoral Eduardo Santill �an Marcus, Pedro Morin
Noreste Rub�en Cerutti, V��ctor Wall
Noroeste Eudosia D��az, Gustavo Ju �arez
Sur Alfredo Gonz �alez, Mar��a Gatica

Comisi �on Revisora de Cuentas

Titulares: Osvaldo Gorosito, Silvia Hartzstein, Gladis Pradolini
Suplentes: Marilina Carena, Eduardo Garau, Roberto Scotto

Direcci �on postal: Uni �on Matem�atica Argentina
IMAL
CONICET Santa Fe
G�uemes 3450
S3000GLN Santa Fe
Argentina

Tel.: +54-342-4559155 (int. 2161)

Fax: +54-342-4559944

E-mail: uma at union-matematica punto org punto ar

Sitio web: http://www.union-matematica.org.ar
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Uni �on Matem�atica Argentina

Secretarios Locales

Laura Rueda Graciela Fern �andez
Depto. de Matem�atica Depto. de Matematica - FCEyN
Universidad Nacional del Sur Universidad de Buenos Aires
Avda. Alem 1253 Pab. I Ciudad Universitaria

8000 BAH�IA BLANCA 1428 CAPITAL FEDERAL

Gustavo Juarez Mar��a Mendon�ca
BoAvellaneda y Tula - Casa no 102 San Mart��n 1426
4700 CATAMARCA 9000 COMODORO RIVADAVIA

Germ�an Torres Rub �en Cerutti
FaMAF - Ciudad Universitaria Depto. de Matem�atica- FCEyN - UNNE
M. Allende y Haya de la Torre 9 de Julio 1449

5000 C �ORDOBA 3400 CORRIENTES

Nydia Dal Bianco Adriana Galli
Fac. Cs. Exactas y Naturales Depto. Matem�atica
Uruguay 151 Fac. Cs. Exactas - UNLP
6300 Santa Rosa - LA PAMPA Calle 47 y 115- 1900 LA PLATA

Guillermo Vald �ez Liliana Zaragoza
Depto. de Matem�atica- FCEyN Juan B. Justo 441
Universidad Nacional de Mar del Plata 5501 GODOY CRUZ
Funes 3250 MENDOZA
7600 MAR DEL PLATA

Cristina Cano V��ctor Wall
Depto. de Matem�atica Facultad de Cs. Exactas,
Fac. de Econom��a - UNCo Qu��micas y Naturales - UNAM
Buenos Aires 1400 Entre R��os 2419

8300 NEUQU �EN 3300 POSADAS

Adriana M. Gonz �alez Viviana del Barco
Depto. de Matem�atica Fac. de Ciencias Exactas
Fac. de Ciencias Exactas - UNRC Ingenier��a y Agrimensura - UNR
Ruta 36 Km 601 Av. Pellegrini 250

X5804ZAB R�IO CUARTO 2000 ROSARIO
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Mercedes Heredia Eudosia (Nena) Diaz de Hibbard
Lavalle y Alem Depto. de Matem�atica

4440 MET �AN Fac. de Ciencias Exactas - UNSa
SALTA Buenos Aires 177

4400 SALTA

Virginia Montoro Fernando Ramos
Centro Regional Univer. Bariloche FFHA - UN de San Juan
Quintral 1250 Av. Ignacio de la Roza 230(O)
8400 S. C. DE BARILOCHE 5400 SAN JUAN

B�arbara Bajuk Ana Benavente
Depto. de Matem�atica - UNSL Depto. de Matem�atica - UNSL
Ej �ercito de los Andes 950 Ej �ercito de los Andes 950
5700 SAN LUIS 5700 SAN LUIS

Mar��a Chara Ismael G �omez
IMAL Depto. de Matem�atica -FCE
G�uemes 3450 UN de Santiago del Estero
S3000GLN SANTA FE 4200 SANTIAGO DEL ESTERO

Marta Garc��a Susana Gloria Gonz �alez de Quevedo
FCE-UNCPBA Fac. de Ingenier��a
Campus Universitario UN de la Patagonia
Paraje Arroyo Seco Belgrano 504 - 2op.
7000 TANDIL 9100 TRELEW CHUBUT

Marcela Lazarte Ricardo Zalik
Pje. Roca 4369 221 Parker Hall,

4000 TUCUM �AN Department of Mathematics and Statistics
ALABAMA 36849-5310 USA

Nydia Ester Carrizo Rub �en Andreu
5300 LA RIOJA 3500 RESISTENCIA CHACO
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Socios de la UMA

Para asociarse a la UMA completar el formulario de inscripci �on disponi-
ble en

http://www.union-matematica.org.ar/institucional/planilla inscrip.pdf
y contactarse con el Secretario Local para realizar el pago de la cuota corres-
pondiente al a ~no en curso.

Modos de pago de la cuota anual.

Pago directo en efectivo al Secretario Local.

Por transferencia bancaria:

BANCO FRANC �ES
Sucursal: 210
Direcci �on: San Mart��n 2515 - (3000) Santa Fe
Cuenta Corriente en Pesos No: 210-156885
CBU: 0170210320000001568855
CUIT: 30-67838158-2
Titulares: Eleonor Harboure y Liliana Forzani

Una vez realizada la transferencia se debe enviar un mail adjuntando
el comprobante de la misma a uma.tesoreria at gmail punto com y
al correspondiente Secretario Local, colocando en el asunto del mail
el nombre y apellido. (Esto es indispensable para que su pago quede
registrado).
Solicitar el recibo del pago por mail al Secretario Local o retirar el
recibo en la Secretar��a Local.

Montos de la cuota 2012/2013.

al 10 de abril al 10 de agosto a ~no vencido
Titular $180 $230 $270

Adherente $140 $180 $210
Institucional $1200 $1200 $1200
Del exterior U$D 60 U$D 60 U$D 60
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Publicaciones

Revista de la Uni �on Matem�atica Argentina

ISSN 0041-6932

Director de Publicaciones
Jorge Lauret

Subdirectores
Liliana Forzani, Luis A. Piovan, Mar��a Julia Redondo, Ignacio Vi-

glizzo.

Consejo Editorial

Manuel Abad Roberto Miatello
Carlos Cabrelli Carlos Olmos
Luis Ca�arelli Mar��a In �es Platzeck
Hern �an Cendra Horacio Porta
Roberto Cignoli Enrique Pujals
Gustavo Corach Guido Raggio
Guillermo Corti ~nas Tudor Ratiu
Alicia Dickenstein Jorge Eduardo Solom��n
Isabel Dotti Domingo Tarzia
Ricardo Dur �an Juan Tirao
Pablo Ferrari Jorge Vargas
Alberto Gr �unbaum V��ctor Yohai
Eleonor Harboure Wolfgang Ziller
Roberto Mac��as Felipe Z �o
Juan Carlos Marrero

Asistente Editorial
Fernando J. G �omez

Correo electr �onico: revuma at criba punto edu punto ar

Sitio web: http://inmabb.criba.edu.ar/revuma/

Direcci �on postal: Instituto de Matem�atica
Universidad Nacional del Sur
Av. Alem 1253
B8000CPB Bah��a Blanca
Argentina
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Revista de Educaci �on Matem�atica

ISSN No 0326-8780
ISSN No 1852-2882 (en l��nea)

Director
Jorge Vargas

Vice-directora
Carina Boyallian

Secretario Ejecutivo
Bernardino Audisio

Secretaria de Edici �on
Luisa I. Gallardo

Correo electr �onico: revm at famaf punto unc punto edu punto ar

Sitio web:http://www.famaf.unc.edu.ar/rev edu/

Direcci �on postal: FaMAF
Universidad Nacional de C �ordoba
M. Allende y Haya de la Torre
Ciudad Universitaria
5000 C �ordoba, Argentina.

TE: 54-351-4334051/52 Int: 131

Fax: 54-351-4334054
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Noticiero de la Uni �on Matem�atica Argentina

ISSN 1514 - 9560 (Versi �on impresa)

ISSN 1514 - 9595 (Versi �on electr �onica)

Editora
Ivana G �omez

Colaboradora
Silvia Hartzstein

Correo electr �onico: noticiero.uma at gmail punto com

Sitio web: http://www.notiuma.santafe-conicet.gov.ar

Direcci �on postal: Noticiero de la UMA
IMAL
CONICET Santa Fe
G�uemes 3450
S3000GLN Santa Fe
Argentina.

Tel.: +54-342-4559155 (int. 2165)

Fax: +54-342-4559944
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