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Thus the chief reason for studying regular
polyhedra is still the same as in the time of the
Pythagoreans, namely, that their symmetrical
shapes appeal to one’s artistic sense.

H.M.S. Coxeter, Regular Polytopes



Introduccion

En sus raices historicas los grupos de reflexiones se remontan mucho antes
de la aparicién del concepto de grupo'. En la Grecia Antigua estos pueden
encontrarse en forma de estudios de la simetria o regularidad de ciertas figuras
geométricas. Tratados como los Elementos de Euclides se encuentran entre las
mdés importantes de estas investigaciones en este periodo.

Algunos aspectos de esta teorfa también pueden entreverse en la Alta Edad
Media en conexién con los teselados regulares del plano. Sobre estos escribe pos-
teriormente Johannes Kepler constituyendo la primera exploracién sistematica
del tema. A pesar de la importancia de los resultados alli contenidos, este trata-
do fue ignorado durante casi tres siglos. Fue con el trabajo de Yevgraf Fiédorov
en 1891 que se renueva el interés hasta el momento adormecido del tema.

Este junto con otros estudios previos en cristalografia terminan por con-
solidar el estudio de los grupos de reflexiones. Algunas décadas antes August
Mobius y Edouard Goursat habfan clasificado los grupos de reflexiones finitos
en el espacio Euclideo de tres y cuatro dimensiones. Mas adelante en un trabajo
seminal Donald Coxeter clasifica los grupos de reflexiones, no necesariamente
finitos, en dimension arbitraria. Este estudio publicado en 1934 marca el co-
mienzo de una nueva etapa para esta area de las matematicas. En efecto, es
a partir de este que Coxeter extiende la nocién de grupos de reflexiones a los
grupos que hoy llevan su nombre.

Los grupos de reflexiones juegan en la teoria de las dlgebras de Lie un papel
central. Trabajos de Wilhelm Killing y Elie Cartan mostraron que el estudio de
las algebras de Lie semi-simples se reduce al de los sistemas de raices asociados.
A su vez cada uno de estos sistemas de raices se corresponde con un grupo de
reflexiones. Este es el llamado grupo de Weyl el cual es de vital importancia
para diversas consideraciones tedricas.

Ademas de la recién mencionada, los grupos de reflexiones aparecen en cone-
xi6n con multitud de areas de las matematicas. Notablemente, pero no limitados
a estas, surjen también en el estudio de los grupos algebraicos y en la clasifica-
cion de singularidades en hipersuperficies. Los grupos de reflexiones constituyen
una verdadera ubicuidad en la matemaética moderna, donde se presentan en una
variedad casi irrazonable de formas.

El principal objetivo de esta monografia es el de proporcionar una introduc-
cion a los grupos de reflexiones. El enfoque que se ha adoptado ha sido dividido
en dos partes. En primer lugar se estudian arreglos de hiperplanos genéricos
junto con diversas nociones asociadas. Se introducen aqui los conceptos basicos
que seran de uso comun en el resto de la monografia. Por otro lado, en la segun-

ILas referencias histéricas han sido tomadas de [2] principalmente.



da mitad se presenta el concepto de grupo de reflexiones propiamente. Alli se
deducen diversas propiedades de estos grupos haciendo uso de las herramientas
desarrolladas en la mitad anterior.

Se apunta también con esta monografia a motivar el estudio de grupos de
Coxeter. Siguiendo el desarrollo histérico natural, se pretende aqui llegar a su
definicién partiendo de consideraciones puramente geométricas. Estudiados de
esta manera muchas de sus propiedades generales se vuelven geométricamente
transparentes. Se espera entonces que quien asi lo desee pueda continuar con
el estudio de grupos de Coxeter teniendo en mente una imagen clara a la cual
referirse.
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1 | Arreglos de Hiperplanos

1.1 | Hiperplanos

Se comienza definiendo la nocién elemental de hiperplano a la vez que se
introduce algo de terminologia. También se estudian en esta seccién algunas de
sus propiedades topolégicas que nos seran de utilidad en lo que sigue.

Denotaremos por (E, (—,—)) a un espacio vectorial Euclideo por el resto de la
monografia. Recordemos esto es un espacio producto interno real de dimension
finita. Si el lector asi lo prefiere, puede suponer que este es el espacio coordenado
real sin pérdida alguna.

Un hiperplano afin en E es un subespacio afin de codimensién uno. Esto
es, un hiperplano afin es un subespacio afin de dimensién menor en uno a la
del espacio ambiente. Usualmente nos referiremos a estos como hiperplanos,
omitiendo la palabra afin.

Para un punto w en E se define 7, : E — E como la traslaciéon = +— x — w
para cada x en E. Usaremos esta notacién a lo largo de la monografia.

Proposicion 1.1.1. Si H es un hiperplano, su complemento en E posee exac-
tamente dos componentes converas.

Demostracion. Dado un punto h en H se tiene que 7,(H) es un subespacio
lineal en E de codimensiéon uno. Tomando un vector no nulo v en E ortogonal
a 7, (H) tenemos que

E~mH)={zcE: (z,v) >0} U{z € E: (z,v) <0}.

Se puede comprobar facilmente que ambos conjuntos en la unién son convexos.
Trasladando nuevamente, encontramos mediante algunas manipulaciones al-
gebraicas que

E~H={z€E: (mx),v)>0}U{zxcE: (m(x),v) <0}.

Dado que las traslaciones preservan la convexidad, resulta que estos conjuntos
son también convexos. Por lo tanto, el resultado queda probado. O

Se llama semiespacios acotados por H a las componentes convexas del com-
plemento en E de este hiperplano. Dado que E es localmente convexo, se tiene
que estas componentes son ademas subconjuntos abiertos. Esto también es claro
de la caracterizacién obtenida en la Proposicién anterior.

Dos puntos en E ~ H se dicen en el mismo lado de H si pertenecen al
mismo semiespacio acotado por este hiperplano. O bien equivalentemente si H
no corta al segmento que los une. Por otro lado, dos puntos en E ~ H se dicen
en lados opuestos de H si no yacen en el mismo lado de este hiperplano.

Tenemos que un subconjunto conexo A de E ~ H necesariamente yace en
uno de los semiespacios acotados por este hiperplano. Denotamos por Dy (A) a
dicho semiespacio y por Dy (A) a su clausura. Es claro de la Proposicién anterior
que D (A) es la unién de Dy (A) con el hiperplano que lo acota.

Antes de concluir esta seccién recordemos una nocién topoldgica. Un sub-
conjunto de E se dice denso en minguna parte si el interior de su clausura es
vacio. En particular los hiperplanos son densos en ninguna parte al ser cerrados
y de interior vacio. Se tiene el siguiente resultado.



Proposicién 1.1.2. Si A y B son subconjuntos en E densos en ninguna parte,
entonces su union es densa en ninguna parte.

Demostracion. Dado U un entorno abierto de E no vacio, tenemos que U ~
cl(A) es no vacio. Més atn U ~ cl(A4) es nuevamente abierto y por lo tanto
también (U ~ cl(A)) ~ cl(B) es no vacfo. Se tiene ademds que

(U ~cl(A)) ~cl(B) =U ~ (cl(A) Ucl(B)) =U ~cl(AU B).

Asi para cada abierto U tenemos que U ~ cl(A U B) es no vacio y por lo tanto
AU B es denso en ninguna parte. O

Corolario. La unidn de una familia finita de hiperplanos tiene interior vacio.

Demostracion. Se sigue por induccién de la Proposicién anterior. O

1.2 | Arreglos de Hiperplanos

En esta seccién se introducen los conceptos basicos que seran de uso comin
en el resto de la monografia. Se comienza por definir la nocién de arreglos de
hiperplanos!. Luego se observa que estos inducen una particién de E a la cual
nos avocaremos a estudiar con detenimiento.

Esta seccién es ademaés el corazén técnico de la monografia. El trabajo que
aqui se realiza se traduce en la simplicidad de los argumentos en las préximas
secciones. Se ha seguido a [2] como referencia principal.

Un arreglo de hiperplanos afines en E es una coleccién localmente finita
de hiperplanos afines en E. Esto significa que para cada punto en E existe un
entorno abierto que lo contiene e interseca a lo sumo a un ndmero finito de hi-
perplanos en esta coleccién. De igual forma que antes, omitiendo la palabra afin,
usualmente nos referiremos a estos como arreglos de hiperplanos. Denotaremos
en lo que sigue por H a un arreglo de hiperplanos fijo.

En la Figura 1.1 se ilustran a modo de ejemplo dos arreglos de hiperplanos
en un espacio bidimensional. Ambos ejemplos deberian servir de referencia para
contrastar los resultados que veremos en lo que sigue.

Dado un subconjunto A de E denotaremos por H(A) a la familia de hiper-
planos en H que lo contienen. Denotaremos ademds por H*(A) a la familia de
hiperplanos en ‘H que no contienen a este subconjunto. Observamos que en par-
ticular para cada H en H la familia H*(H) es igual a H ~ {H} puesto que serd
usado frecuentemente.

Supongamos ahora que A es un subconjunto de E conexo. Sea ademaés K una
subfamilia del arreglo H cuyos hiperplanos no lo intersecan. Denotaremos por
Di(A) a la interseccién de los semiespacios Dy (A) acotados por hiperplanos
en esta subfamilia. Similarmente denotamos por Dx(A) a la interseccién de las
clausuras Dy (A) de estos semiespacios.

Definiremos ahora una relacién de equivalencia en E como sigue:

Dos puntos en E se definen relacionados si para cada hiperplano H en H
ambos puntos yacen en H o bien en el mismo lado de H.

LAunque [2] no los refiere de esta forma, el término hyperplane arrangement es de uso
comun en la literatura.



Es sencillo comprobar que esto en efecto define una relacién de equivalencia. Lla-
maremos facetas de E relativas a H a las clases de equivalencia de esta relacién.
Si no hay ambigiiedad respecto a H las llamaremos sencillamente facetas.

Figura 1.1

En la Figura 1.2 se ilustran las facetas de un arreglo formado por dos hi-
perplanos no paralelos en un espacio bidimensional. Estas consisten de cuatro
sectores abiertos, cuatro semirectas abiertas con origen el punto de interseccion
y finalmente el punto de interseccién mismo.

Figura 1.2

Es inmediato comprobar que un hiperplano en H corta a una faceta F' tni-
camente si la contiene. De esta observacién se deduce que H(F') es la familia de
hiperplanos en H que cortan a esta faceta. Ahora, como H es localmente finito,
se tiene que H(F') consiste de un ndmero finito de hiperplanos. Notar ademas
que F yace a un lado de cada hiperplano en H*(F) por definicién.

Dada F una faceta de E relativa a H se llama el soporte de F a la intersec-
cién? de todos los hiperplanos en H(F). Observando que este es un subespacio
afin, que denotaremos sop(F) en adelante, definimos la dimensién de F' como
la dimensién de su soporte.

La siguiente Proposiciéon nos provee una descripcién precisa de las facetas y
sus clausuras en términos de los hiperplanos que las definen.

2Se conviene que E es la interseccién sobre una familia vacia.



Proposicién 1.2.1. Si F' es una faceta de E relativa a H entonces
F = Dy- 5y (F) Msop(F) .
Mds atun se tiene que
cl(F) = Dy (py(F) Nsop(F) .

Demostracion. Como observamos antes, un hiperplano en 4 contiene a la faceta
F tnicamente si la interseca. Por lo tanto, es claro que

F C Dy (ry(F) Msop(F).

Por otro lado, es directo comprobar que dos puntos cualesquiera en el lado
derecho estan relacionados. En consecuencia se obtiene la otra contencién.

Pasamos ahora a probar la segunda igualdad. Del resultado recién obtenido,
ya que el lado derecho es un conjunto cerrado,

cl(F) C Dy(py(F) Nsop(F).

Tomemos un punto  en Dy« () (F) N sop(F) para ver la contencién reciproca.
Dado y en F entonces se cumple que sop(F) contiene al segmento [z, y] al ser el
soporte un subespacio affn. Por otro lado, los hiperplanos en H*(F') no separan a
estos puntos en lados opuestos. Luego Dy (F) contiene al segmento semiabierto
(z,y] para cada hiperplano H en esta familia. De esto se deduce que F' contiene
a (z,y] con lo que x en cl(F). O

De esta caracterizacion se obtienen los siguientes resultados.
Corolario. Toda faceta es convexa y abierta en su propio soporte.

Demostracion. Una faceta F' de E relativa a H es convexa al ser una interseccion
de conjuntos convexos, como se muestra en la Proposicién anterior. También por
la Proposicién anterior, para probar que F' es abierta en sop(F’) basta ver que
Dy« () (F) es abierto.

Dado que H es localmente finito, se tiene que H*(F') es también localmente
finito. Luego el conjunto de puntos en E que no pertenecen a ningtn hiperplano
en H*(F) es abierto. Notar en particular que Dy-(p)(F') estd contenido en este
conjunto. Por tanto, ya que E es localmente convexo, un punto x de Dy () (F')
estd contenido en un entorno convexo V cuya interseccién con los hiperplanos en
H*(F) es vacia. Luego, al ser convexo, este entorno esta contenido en Dy« (py(F')
de donde se deduce que este conjunto es abierto.

Corolario. Si F' y G son dos facetas de E relativas a H tales que cl(F) NG es
no vacio, entonces cl(F) contiene a G.

Demostracion. Observar que G interseca a sop(F') por la Proposicién anterior.
Ahora, como cada hiperplano en la familia H(F') contiene a dicho soporte se
deduce que H(G) contiene a esta familia. En particular obtenemos la contencién
de los soportes

sop(G) C sop(F).

Observar ademds que H*(F') contiene a H*(G) tomando complementos. De
la hipétesis se tiene que Dy (G) N Dy (F) es no vacio para cada H en H*(G).



Luego debe cumplirse que D (F) contiene a Dy (G) para cada hiperplano en
esta familia. Finalmente, si // en H*(F) es un hiperplano en #(G) notar que
Dy (F) contiene a este hiperplano. Por lo tanto obtuvimos

Dy (r)(F) = Dy () (F) N Dy (ryrmi(c) (F) 2 D=y (G) Msop(G) .

Combinando esta y la contencién de los soportes, por la Proposicién anterior,
se obtiene el resultado. O

La Proposicién que sigue provee una 1til caracterizacion de facetas contiguas
que serd usada en lo siguiente.

Proposicién 1.2.2. Sea F' es una faceta de E relativa a H y L la interseccion
de una familia de hiperplanos en este arreglo. Entonces son equivalentes:

i. Existe una faceta G de soporte L tal que cl(F) NG es no vacio.
ii. Existe una faceta G de soporte L contenida en cl(F).

iii. Existe un punto en cl(F) N L tal que L estd contenido en cualquier hiper-
plano en H al que este punto pertenezca.

Demostracion. La implicacién (i — ii) es exactamente el Corolario anterior.

Para (ii — i) basta tomar en G un punto cualquiera. En efecto G debe
estar contenido en todo hiperplano en H que contenga a este punto. Por lo tanto
estos hiperplanos también deben contener a su soporte.

Finalmente, para (i — i) consideremos la faceta G que contiene al punto
aludido en la hipétesis. Es claro que cl(F) M G es no vacio, con lo que resta
comprobar la afirmacién sobre su soporte. Para ello es suficiente observar que
las familias H(G) y H(L) son iguales. En efecto, tenemos que todo hiperplano
en H(G) debe contener a L por hipdtesis. Reciprocamente, cada hiperplano en
H(L) corta a G con lo que también lo contiene. De esto se concluye que

sop(G) = (N H= ()| H=L,
HEH(G) HEeH(L)

lo que completa la prueba. O

Nos concentraremos ahora en una clase particular de facetas. El estudio de
estas serd esencialmente lo que nos ocupe por el resto de esta seccién.

Una camara de E relativa a H se define a ser una faceta de E relativa a H de
dimension igual a la del espacio ambiente. En otras palabras, estas son facetas
que ningin hiperplano en H contiene. Si no hay ambigiiedad respecto a H las
llamaremos sencillamente camaras.

Sea G el subconjunto abierto formado por los puntos en E que ningin hi-
perplano de H contiene. Observemos que cada faceta contenida en G es una
camara. En efecto, esto pues una faceta corta a un hiperplano en H tnicamente
cuando este la contiene. Entonces de esta forma se tiene que G queda particio-
nado en camaras. Mas aun, al ser las cdmaras conexas, se cumple que estas son
exactamente las componentes conexas de este subconjunto.

Observar que si C es una camara E relativa a H entonces la Proposicién
1.2.1 implica que

C =Dy (C), cl(C) =Dy (C). (1.2.1)
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En la Proposicién 1.2.5 obtendremos una descripciéon més precisa de las cAmaras
en términos de los hiperplanos que las cinen, sus muros.

En la Figura 1.1 las cdmaras del arreglo H consisten del interior de los
tridngulos que teselan el espacio. Por otra parte, su clausura esta formada a la
vez por el interior y el borde del tridngulo. Observemos entonces que todo punto
del plano pertenece a la clausura de alguna cdmara. Como muestra la siguiente
Proposicién, este es un hecho general.

Proposicion 1.2.3. Todo punto en E pertenece a la clausura de al menos una
camara.

Demostracion. Consideremos = en E un punto arbitrario junto con una base
local F de este punto. Podemos suponer que los entornos en esta base forman
un conjunto totalmente ordenado respecto a la inclusion. Esto pues E satisface
el Primer Axioma de Numerabilidad como espacio topolégico.

Sea ahora I la coleccién de hiperplanos en H que intersecan algin entorno
de la base. Dado que H es localmente finito podemos suponer que K es finito.
Luego, por el Corolario de la Proposicion 1.1.2, para cada U en F se tiene

veg Un. (¥)
Por lo tanto todo entorno U en F interseca a alguna cdmara. En efecto () afirma
que existen puntos en U que ningun hiperplano en H contiene. Denotemos por
Cy al conjunto de camaras a las que U en F interseca.
Podemos asumir al ser E localmente convexo que los entornos en JF son
convexos. Observemos que asi para cada U en F el conjunto Cy es finito. En
efecto si C en Cy entonces para cada hiperplano H en H ~ K se tiene que

Du(C)=Du(U).

Por lo tanto si C'y D son dos cdmaras en Cy tales que Dy (C) es distinto a
Dy (D) para algiin H en H entonces K contiene a este hiperplano. Dado que K
es finito, de la caracterizacién (1.2.1) se deduce que Cy es finito.

Nuestra hipétesis inicial sobre F implica que {Cy : U € F} es un orden total
respecto a la inclusién. Notemos que esta familia posee un minimo al ser los
conjuntos que la conforman finitos. Ahora dada una cdmara C' en el minimo,
para cada U en F la interseccion C' MU es no vacia. Asf finalmente z en cl(C)
al ser F una base local de este punto. O

Si C' es una camara de E relativa a H se define una cara de C como una
faceta de E relativa a H contenida en cl(C') cuyo soporte es un hiperplano. Por
otro lado, un muro de C' es un hiperplano que es el soporte de una de sus caras.

Observemos que si F' es una cara de C' entonces por la Proposicién 1.2.1 se
tiene que

F=Dy-m(F)NH

donde H en H es su soporte. Por otro lado cl(C') contiene a F con lo que, al ser
Dy« () (F) abierto, se deduce que C' corta a este entorno. Asi F'y C yacen al
mismo lado de cada hiperplano en H*(H). Reescribiendo la expresién anterior
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Es claro que cada muro de C' pertenece a H por definicién . Mds atin se tiene
que cada muro de C' es el soporte de solo una de sus caras. Se cumple ademds,
como se muestra en la siguiente Proposicién, una afirmacién reciproca.

Proposicion 1.2.4. Todo hiperplano en H es el muro de al menos una cdmara.

Demostracion. Consideremos un hiperplano H en H cualquiera. Trasladando
el arreglo de ser necesario, podemos suponer que este hiperplano contiene al
origen. Observemos entonces que dicho hiperplano es un espacio Euclideo en si
mismo, que denotaremos por F momentaneamente.

Notemos que si K en H*(F) es tal que K N F es no vacio, entonces K NF
es un hiperplano en F. Denotemos por K a la coleccién de estos hiperplanos.
Observemos que K forma en F un arreglo de hiperplanos. En efecto, puesto que
‘H es localmente finito en E se tiene que K es localmente finito en F'.

Observemos que todo entorno abierto no vacio V en F contiene un punto que
ningun hiperplano en K contiene. Efectivamente al ser este arreglo localmente
finito se tiene por el Corolario de la Proposicién 1.1.2 que

ve UK.
KeK
Volvemos ahora a la notacién inicial. Se demostré que todo entorno abierto
no vacio en H contiene un punto al que ningun hiperplano en H*(H) contiene.
Tomemos un punto cualquiera de estas caracteristicas. Por la Proposicién ante-
rior, este debe estar contenido en la clausura de alguna camara. Finalmente, la
implicacién (#i7 — 4i) de la Proposicién 1.2.2 nos dice que H debe ser un muro
de esta camara. O

Observemos que en el curso de la prueba obtuvimos el siguiente resultado.

Corolario. Todo abierto en un hiperplano H en H contiene un punto que no
pertenece a ningin hiperplano en H*(H).

Como adelantamos, es posible describir una cdmara en forma similar a (1.2.1)
en términos de sus muros. Més aun esta descripcién es minima en el sentido que
precisamos en la préxima Proposicién. Antes necesitaremos los dos Lemas que
siguen.

Lema 1.2.1. Un hiperplano H en H es un muro de una cdmara C de E relativa
aH siy solo sicl(C) N H tiene en H interior no vacio.

Demostracion. Si H es un muro de C' entonces por (1.2.2) se tiene que
Dy ) (C)MH Ccl(C) M H .

Por lo tanto, dado que el lado izquierdo es abierto, tenemos que cl(C) N H tiene
en H interior no vacio.

Supongamos ahora que cl(C') N H tiene en H interior no vacio. Entonces,
por el Corolario de la Proposicién anterior, existe un punto en cl(C) N H que
ningdn hiperplano en H*(H) contiene. Luego, por la implicacién (iii — i) de
la Proposicion 1.2.2 se tiene que H es un muro de C. O

La relevancia del resultado anterior es que caracteriza a los muros de una
camara en forma independiente al arreglo de hiperplanos. Veremos como esto
juega un papel importante en la Proposiciéon que sigue.
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Lema 1.2.2. Un hiperplano H en H es un muro de una cdmara C de E relativa
aH sty solo st
C C Dy~ (C).

Demostracion. En primer lugar observemos que (1.2.1) implica que

Supongamos que H es un muro de C' en primer lugar. Por la implicacién
(49 — i) de la Proposicién 1.2.2 existe un punto en cl(C) N H que ningin
hiperplano en H*(H) contiene. Por otro lado (1.2.1) implica que

cl(C) € Dy-(m)(C),

de donde Dy (g)(C) contiene a este punto. De esta forma Dy gy (C) debe con-
tener al punto en mencién. Dado que H también lo contiene, este no pertenece
a C con lo que Dy (g)(C) ~ C es no vacio.

Supongamos reciprocamente que vale en (x) la igualdad. Entonces necesa-
riamente Dy« () (C) N H debe de ser vacio. Por lo tanto de (1.2.2) se deduce
que H no es un muro de C. O

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.5. Si C' es una cdmara de E relativa a H y denotamos por
M a la coleccion de sus muros, entonces

C =Dum(0).

Mads atun, se cumple que M estd contenido en toda subfamilia de H con esta
propiedad.

Demostracion. Sea L una coleccién de hiperplanos en H tal que
C=D,(C). (%)

Veamos en primer lugar que M estd contenido en esta colecciéon. En efecto, si
H en H ~ L entonces H*(H) contiene a £ con lo que

C € Dy (C) € D(C).

Entonces por (x) todas estas contenciones son igualdades. Por lo tanto H no es
un muro de C en virtud del Lema anterior. Luego se cumple que £ contiene a
M como queriamos.

Procedemos ahora a demostrar que efectivamente M satisface la igualdad
en el enunciado. Supongamos que £ es cualquier colecciéon de hiperplanos en
H tal que (%) se satisface. Notemos que C' es una camara de E relativa a £
en primer lugar. En efecto, ningin hiperplano en £ interseca a este conjunto
que es ademads convexo. Por lo tanto C' esta contenido en alguna cadmara de E
relativa a £ que denotaremos por C’ un momento. Se tiene que C' y C’ yacen
en el mismo lado de cada hiperplano en £ con lo que por (x) deben ser iguales.

Ahora, si H es un hiperplano en £ ~ M del Lema 1.2.1 se deduce que
cl(C) N H tiene en H interior vacio. En virtud del mismo resultado aplicado a
L junto con Lema anterior se tiene que
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De esta forma podemos “quitar” de £ hiperplanos que no pertenezcan a M
de uno a la vez. En efecto, un argumento inductivo demuestra que

C=Drr(C) ()

para cualquier coleccion finita F de hiperplanos en £ ~ M.
Por otro lado (1.2.1) claramente implica que

C CDum(0).

Veamos ahora que podemos quitar un nimero finito de hiperplanos en H ~ M
de forma que (*x) implique la igualdad. Consideremos un segmento [z,y] con
extremos en C'y en Dy (C) respectivamente. Ya que H es localmente finito,
este segmento puede ser recubierto por abiertos que intersecan a lo sumo finitos
de hiperplanos en el arreglo. Mas ain, este segmento es compacto y por lo
tanto admite un subcubrimiento finito. Asf tenemos que [z, y] interseca solo una
coleccion finita F de hiperplanos en H.

Observemos que cada hiperplano en F separa a los extremos del segmento.
Ya que ningiin muro en M separa a estos puntos, tenemos que F no contiene a
ninguno de estos. Luego por (xx) se deduce que

C =Du~7(C).

Por otro lado, para cada hiperplano en H ~ F ambos extremos del segmento
yacen en el mismo lado. Entonces de la igualdad anterior tenemos que y en C
con lo que C contiene a Dq(C). Esto concluye la prueba de la Proposicién. O

Antes de finalizar esta seccién, probaremos el siguiente resultado que nos
sera util en la siguiente seccidén.

Proposicion 1.2.6. Toda faceta F de E relativa a H de codimension uno es
la cara de exactamente dos cdmaras.

Demostracion. Supongamos que H en H es el hiperplano que F tiene por so-
porte. Denotemos por Dy a uno de los semiespacios que este hiperplano acota.
Observemos en primer lugar que Dy« () (F') 1Dy es no vacio. Por la Proposicién
1.2.1 tenemos que

de donde Dy« () (F) M H es no vacio. Luego, puesto que cl(Dg) contiene a H
se deduce la afirmacién. Denotemos por C' a la interseccién Dy« gy (F) N Dy
momentaneamente.

Notemos que C es una faceta de E relativa a H por definicién. Mas atn,
esta no interseca ningun hiperplano en H con lo que debe de ser una camara.
M4ds aun (x) implica que cl(C') contiene a F con lo que F es una cara de C.

Podemos aplicar el mismo razonamiento intercambiando Dy por el semies-
pacio complementario. De esta forma se prueba la existencia de una segunda
camara que tiene a esta faceta por cara.

Supongamos que D es otra camara de E relativa a H que tiene a F' por
cara. Podemos asumir que Dy y Dy (D) son iguales sin pérdida de generalidad.
Entonces, como se noté en la deduccién de (1.2.2) se tiene que

Dy« (11)(D) = Dy () (F) -
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Luego, por la definicién de C obtenemos

Por lo tanto solo dos camaras comparten una misma cara. Mas atn, estas quedan
determinadas por el lado de su soporte en el que yacen. O

1.3 | Galerias

En esta seccién se introduce el concepto de galeria. Este es un analogo dis-
creto de la nocién de curva estudiada en geometria. La diferencia es ahora los
caminos ocurren entre camaras adyacentes de un arreglo de hiperplanos. En
particular se estudia una clase de ellas que juega un papel analogo al de las
geodésicas. Para esta seccién se han adaptado los resultados de [3] al caso afin
que aqui nos compete.

Sea H un arreglo de hiperplanos y sean C'y D dos cdmaras de E relativas
a este arreglo. Dado un hiperplano H en H se dice que C' y D son adyacentes
a través de H si comparten una cara que tenga por soporte a este hiperplano.
Esto lo denotaremos como sigue:

C|D.
H

Por otro lado C' y D se dicen adyacentes a secas si existe un hiperplano en H
a través del cual ambas camaras son adyacentes. Esto se denotard simplemente
como:
C|D.

Notar que en particular toda caAmara es adyacente a si misma. Por la Proposicion
1.2.6 dos camaras distintas son adyacentes si y solo si comparten una cara y
yacen en lados opuestos de su soporte.

Una galeria T es upla (Cp, ...,C,) de cdmaras de E relativas a H tales que

Ci—1 | G, 1<i<n,

donde n en Ny. Para 0 < ¢ < n denotaremos por '™ a la j-ésima cidmara
que conforma esta upla. Diremos ademéas que I' conecta a las cdmaras en sus
extremos. Mas atn el indice de la ultima cadmara se llamara la longitud de la
galerfa, que denotaremos ¢(T") en adelante. Observar que este es el nimero de
veces que ' atraviesa un hiperplano en su recorrido.

En la Figura 1.3 se ilustran dos galerias en uno de los arreglos de hiperplanos
considerados en la seccién anterior. A lo largo de esta seccién nos referiremos
varias veces a estos ejemplos para brindar apoyo visual a la teoria.

Nuestro préximo objetivo es probar que dos cdmaras cualesquiera pueden
conectarse por una galeria. Es necesario, a este propésito, introducir antes algu-
nos conceptos y terminologia. Si se pone atencién se notara que ya nos hemos
referido a algunos de estos en la seccién anterior de forma implicita.

Dadas dos camaras de E relativas a H diremos que un hiperplano en H las
separa si estas yacen en lados opuestos de este hiperplano. Notemos que a priori
el conjunto de hiperplanos en H que separan a dos camaras no tiene por qué
ser finito. Sin embargo, como se ve en la Proposicién que sigue, la propiedad de
finitud local de H garantiza que este es el caso.
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Figura 1.3

Proposiciéon 1.3.1. Solo un numero finito de hiperplanos en H separa a dos
camaras C y D de E relativas a H.

Demostracion. Consideremos un segmento [x,y] con extremos en C y en D
respectivamente. Ya que H es localmente finito, este puede ser recubierto por
abiertos que intersecan a lo sumo finitos hiperplanos en el arreglo. Mds aun, este
segmento es compacto con lo que admite un subcubrimiento finito. Asi tenemos
que [z,y] interseca solo una coleccién finita F de hiperplanos en H.
Observemos que tnicamente los hiperplanos en F separan a los extremos de
este segmento. Puesto que estos son puntos en C' y D se tiene que inicamente
los hiperplanos en F separan a estas cdmaras. Al ser esta coleccion finita se
deduce el resultado. O

Denotamos por d(C, D) al nimero de hiperplanos en H que separan a estas
camaras. Observemos que la prueba de la Proposiciéon contiene un resultado
adicional. Esto es, de la demostracién se deduce que d(C, D) es igual al niimero
de hiperplanos en H que cortan cualquier segmento que una a estas cadmaras.

En la Figura 1.4 se observa un ejemplo concreto de la situacion recién des-
crita. Trazando un segmento entre C' y D se ve que los hiperplanos que este
atraviesa son exactamente aquellos que separan ambas camaras.

Lema 1.3.1. Dos cdmaras distintas C' y D de E relativas a H son adyacentes
sty solo si un unico hiperplano en H las separa.

Demostracion. Supongamos que C'y D son camaras adyacentes. Denotemos
ademds por H al soporte de la cara que comparten. Se vio en la prueba de la
Proposicion 1.2.6 que

D+ (1) (C) = Dy» (1) (D) -

As{ ningtin hiperplano en H*(H) separa a estas cdmaras. Por otro lado, al ser
distintas (1.2.1) implica que H las separa.

Reciprocamente supongamos que un dnico hiperplano H en H separa a estas
camaras. Entonces tenemos que

Dy« (1)(C) = D=y (D) - (%)
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Luego, ya que C' y D son disyuntas, por el Lema 1.2.2 se tiene que H es un muro
de ambas cdmaras. Por lo tanto cada una de estas caAmaras tiene una cara con
soporte este hiperplano. Precisamente, por (1.2.2) se tiene que Dy« () (C) N H
es una cara de C'y Dy gy (D) M H es una cara de D. Entonces por () ambas
caras son iguales de donde C' y D son adyacentes. O

N

AN

Figura 1.4

Con este Lema estamos en condiciones de probar el resultado que adelanta-
mos antes.

Proposicion 1.3.2. Cualesquiera dos camaras C y D de E relativas a H pueden
ser conectadas por una galeria de longitud d(C, D).

Demostracion. Procedemos por induccién en d(C, D) el nimero de hiperplanos
que separan ambas cdmaras. Toda camara es adyacente a si misma y por lo
tanto puede conectarse por una galeria de longitud cero.

Si d(C, D) es positivo, ambas C'y D son distintas. Luego por la Proposicién
1.2.5 ha de existir un muro H de C que las separe. Mas atn, por la Proposicién
1.2.6 existe una cdmara C’ adyacente a C' a través de este muro. Observemos
entonces que

d(C',D)=d(C,D) — 1

En efecto, por el Lema anterior, para cada hiperplano K en H*(H) se tiene que
Dk (C) y Dk (C’) son iguales. Asi un hiperplano K en H*(H) separa a C' y
D si y tnicamente si a C'y D también las separa. Por otro lado, tanto C' y C’
como C'y D yacen respecto a H en lados opuestos. Asi se tiene que Dy (C) y
Dy (C') son iguales, lo que prueba la afirmacién.

De esta forma obtenemos una galerfa de longitud d(C’, D) que conecta C’ y
D por hipdtesis inductiva. Ya que C'y C’ son adyacentes, adjuntando C' a esta
galerfa se obtiene una nueva que conecta C'y D de longitud d(C, D). O

Observemos que ninguna galeria que conecta C'y D es de menor longitud.
En efecto, sea I" una galeria cualquiera que conecta ambas cdmaras. Sea ademés
H en H un hiperplano que esta no atraviesa en su recorrido. Notemos entonces

17



que C'y D no son separadas por este hiperplano. Efectivamente, aplicando el
Lema 1.3.1 a las cAmaras adyacentes se tiene que

Dy(C) =Dy (TV) =... =Dy (T“M)) = Dy(D).

De esta forma I' atraviesa a cada hiperplano en H que separa a C' 'y D. Por
lo tanto d(C, D) es menor o igual a ¢(I') como querfamos. Una galerfa se dird
minimal si es de longitud minima entre las galerias que conectan a sus extremos.

Observemos que la galeria en el lado derecho de la Figura 1.3 es minimal.
En efecto, en la Figura 1.4 remarcamos aquellos hiperplanos que separan a C'y
D. Comparando estos con los que la galeria atraviesa encontramos que son los
mismos. Este es el contenido de la Figura 1.5.

N

4%6

AN

Figura 1.5

Por esta razén d(C, D) se suele llamar la distancia combinatoria entre C'y D
en la literatura. Una galerfa minimal deberia pensarse como el anédlogo discreto
de una geodésica. En efecto, una tal galeria atraviesa exactamente aquellos
hiperplanos en H que cortan a cualquier segmento que una a sus extremos.

De nuestras observaciones anteriores se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.3. Una galeria T' es minimal si y solo no atraviesa mingin
hiperplano en H mds de una vez.

Demostracion. Sean C'y D las camaras de E relativas a H en los extremos de
esta galerfa. Como vimos recién I' atraviesa a cada hiperplano en H que separa
estas cdmaras al menos una vez. Si I' es minimal tiene longitud d(C, D) con lo
que atraviesa solo a estos hiperplanos exactamente una vez.

Por otro lado, supongamos que I' atraviesa un hiperplano H en H solo una
vez. Esto es, supongamos existe un dnico 1 < i < £(T") tal que

ré=u | @
H

Entonces necesariamente C' y D son separadas por este hiperplano. En efecto,
por el Lema 1.3.1 se tiene que

Dp(C)=...=Dg(T V) #£Dy(T") =... =Du(D).

18



Luego si I'' no atraviesa ningin hiperplano en H mas de una vez, tiene longitud
d(C, D) con lo que es minimal. O

Notemos que esta Proposicién implica que la galeria en el lado izquierdo de
la Figura 1.3 no es minimal. En efecto, como puede verse en la Figura 1.6 esta
atraviesa un hiperplano dos veces.

gﬁ@

Figura 1.6

Por tdltimo, observemos que las camaras adyacentes en una galeria minimal
son distintas. En general, diremos que una galeria es no vacilante si satisface
esta propiedad. Esto es, las cAmaras adyacentes en una galeria no vacilante son
distintas.
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2 | Grupos de Reflexiones

2.1 | Reflexiones

Se estudian en esta seccién reflexiones a través de los hiperplanos que nos
han ocupado en el capitulo anterior. Denotaremos en lo que sigue por Z(E) al
grupo de isometrias de E en s{ mismo. Se recuerda ademds que cada una de
estas isometrias es en particular una transformacién afin.

Una reflezién en E es una isometria en Z(E) tal que sus puntos fijos confor-
man un hiperplano. Llamaremos a este el hiperplano de reflexion o hiperplano
reflectante de esta reflexion. Ademads, denotaremos por R(E) al conjunto de
todas las reflexiones en E.

No es claro a primera vista como esta definicién se corresponde con la nocién
intuitiva de reflexién. Es por ello que a continuacién se darda una formulacion
alternativa del concepto, la cual deberia ser mas amena a la intuicién.

Sea p en R(E) con H por hiperplano reflectante. Supongamos en primer
lugar que este hiperplano contiene al origen. Entonces se tiene que la reflexion
a través de este es sencillamente una transformacién ortogonal. En particular,
dado z en H* tenemos que

(p(z),y) = (p(z), p(y)) = (z,y) =0

para todo y en H. Entonces H' es invariante por esta transformacion. Mas
aun, puesto que su dimension es igual a uno, este es ademéas un autoespacio. Su
autovalor asociado debe ser méas o menos uno al ser la transformacién ortogonal.
Sin embargo, el primer caso no puede darse ya que entonces esta transformacion
serfa la identidad. Luego si v en H* es un vector unitario tenemos que

plx) =x —2(z,v)v (2.1.1)

para todo x en E.

De esta expresién observemos que toda reflexion queda determinada por su
hiperplano reflectante, en caso de que este contenga al origen. Como veremos
a continuacion, esta afirmacién es vélida en general. Notar ademas que usando
la misma férmula es posible definir una reflexién a través cualquier hiperplano
que contenga al origen.

Consideremos ahora el caso de una reflexion arbitraria eliminando nuestra
hipdtesis sobre el hiperplano reflectante. Dado un punto h en H observemos que
Th 0 poT_p, es una reflexién con 75, (H) como hiperplano reflectante. Puesto que
este contiene al origen, tomando v en 7, (H)* un vector unitario, por (2.1.1) se
tiene que

p(x) =z — 27— ({(1r(z), v)v) (2.1.2)

para todo x en E.

Dado que 75,(H) no depende del punto h en H elegido, esta reflexién queda
determinada por su hiperplano reflectante. Como antes, usando la misma férmu-
la es posible definir una reflexion a través de cualquier hiperplano. En adelante
denotaremos por pg a la reflexion a través de un hiperplano H.

Observemos que toda reflexion es su propia inversa, es decir una involucién.
Esto se comprueba ficilmente mediante (2.1.1) para reflexiones del tipo allf
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discutido. Puesto que toda reflexién es conjugada de alguna de estas, se cumple
lo deseado. Se concluye esta seccién con el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.1. Toda reflexion permuta los semiespacios acotados por su
hiperplano de reflexion.

Demostracion. Esto es inmediato de la caracterizacion obtenida en la Proposi-
ci6n 1.1.1 junto con la férmula (2.1.2). O

2.2 | Grupos de Reflexiones

En esta seccion se introduce el objeto de esta monografia, los grupos de re-
flexiones. Se observa que estos grupos tienen asociado un arreglo de hiperplanos
como los antes trabajados. Esto permite hacer uso de todas las herramientas
desarrolladas para probar diversas propiedades sobre ellos. Se ha seguido a [3]
y [5] como referencias principales.

Se recomienda a quien lea revisar el Apéndice antes de continuar con esta
seccién. En efecto, aunque los temas alli tratados le sean conocidos, también se
introduce notaciéon que serd aqui usada sin aclaracién.

Dada H una coleccién de hiperplanos, denotemos por W al subgrupo de
Z(E) generado por las reflexiones a través de estos. Diremos que W es un grupo
de reflexiones si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

R1. Para cada 0 en Wy cada H en H el hiperplano o(H) pertenece a H;

R2. Para cualesquiera dos subconjuntos compactos K y L de E el conjunto de
isometrias o en W tales que o(K) interseca a L es a lo sumo finito.

La condicién (R2) es equivalente a la siguiente afirmacién:

R2’. Para todo z en E la dérbita Orby (x) es un subconjunto discreto de E con
la topologia inducida.

Asi esta condicién impide la existencia de “operaciones infinitesimales” en estos
grupos. Dado que no sera necesaria en desarrollos posteriores, no se dara la prue-
ba de esta equivalencia. Sin embargo, puesto que no presenta gran dificultad, se
anima al lector a completarla.

Dado un subgrupo W de Z(E) generado por reflexiones, es posible elegir una
coleccién de hiperplanos H tal que (R1) se satisfaga. En efecto, tomando H de
forma que H en H siy solo si pg en W se tiene

Po(t) =00 pr o0 "

para cada o en W. Por lo tanto o (H) pertenece a H con lo que (R1) se satisface.
En particular, todo subgrupo finito de Z(E) generado por reflexiones es un
grupo de reflexiones. Veamos algunos ejemplos concretos.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos en R? dos rectas que se intersecan en un angulo
de m/n para algin n en N mayor que uno. Denotemos por p y 7 a las reflexiones
a través de estas rectas. Entonces la composicién p o 7 es una rotacién en un
dngulo de 27/n con lo que es de orden finito. En particular, de la observacién
anterior, el grupo que generan ambas reflexiones es un grupo de reflexiones.
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Como probablemente es conocido para el lector, este es el grupo de simetrias de
un poligono regular de n lados. En la Figura 2.1 se ilustra esta situacion.

Figura 2.1

Observemos que si ambas rectas se intersecan en un multiplo irracional de
7 entonces la rotacién po 7 es de orden infinito. Entonces la érbita de cualquier
punto se acumula en la circunferencia de radio igual a su norma. Por lo tanto en
este caso el grupo que generan ambas reflexiones no es un grupo de reflexiones.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos al grupo simétrico S,, actuando en R" via la
permutacién de sus coordenadas. Esto es, para cada f en S, se define o en
Z(R™) por
O'f(xl, cee ,a:n) = (a:fﬂ(l), cen ,ij—l(n))

para todo (x1,...,2,) en R™. Observar que las transposiciones en S,, se co-
rresponden a reflexiones mediante esta accién. Recordemos ademds que estas
transposiciones generan al grupo simétrico. Por lo tanto, el subgrupo de Z(R™)
generado por ¢ para f en S, es un grupo de reflexiones. Més ain, dado que la
accion que definimos es fiel, se tiene que este es isomorfo a S,,.

Los ejemplos considerados hasta ahora han sido grupos de orden finito. Sin
embargo, este no por qué ser el caso.

Ejemplo 2.2.3. Dados dos puntos distintos en R consideremos las reflexiones
py T através de estos. Observemos que la accién neta de la composicién por es
una traslacién. Por lo tanto, el grupo generado por estas reflexiones es de orden
infinito. Sin embargo, notemos que este es un grupo de reflexiones. En efecto,
las tinicas reflexiones en este grupo son traslados de p y 7 por (po7)* para algiin
k en Z. Entonces como se muestra en la Figura 2.2 los puntos de reflexion de
este grupo son equiespaciados. Por lo tanto la condicién (R2) se satisface y se
cumple lo deseado.

N N N N N N N

Figura 2.2

En adelante W denotard un grupo de reflexiones. Observemos que (R2)
garantiza que la colecciéon H es un arreglo de hiperplanos. En efecto, dado x en
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E consideremos un subconjunto compacto K de E que contiene a este punto en
su interior. Notar que si un hiperplano H en H interseca a K entonces py (K)
también lo interseca. La condicién (R2) garantiza que esto ocurre a lo sumo un
numero finito de veces, es decir H es localmente finito.

Con esta observacién, podemos aplicar a H todas las definiciones y resul-
tados de las secciones anteriores. Llamaremos a las facetas de E relativas a H
simplemente como facetas relativas a W.

Se tiene que estas facetas son invariantes por la accién del grupo.

Proposicion 2.2.1. Dado o en W y F una faceta relativa a W se tiene que
o(F) también es una faceta relativa a W. Mds ain, ambas tienen igual dimen-
si0m.

Demostracion. Observemos que un hiperplano H en H corta a o(F) si y solo
si o(F) estd contenido en este hiperplano. En efecto, se tiene que H N o(F) es
no vacio si y solo si 0~1(H) N F es también no vacfo. Puesto que o~ 1(H) estd
en H y F es una faceta, esto tltimo ocurre si y solo si 071 (H) contiene a esta
faceta. O bien, reformulando en forma equivalente H contiene a o(F).

Ademés o(F) es conexo al ser F' conexo. Por lo tanto un hiperplano H en
‘H contiene a o(F) o bien o(F') yace en uno de los semiespacios que este acota.
De esta forma se tiene que todos los puntos de o(F') se encuentran relacionados.
Asi existe una faceta F’ relativa a W que lo contiene. Repitiendo el mismo
razonamiento, también debe de existir una faceta F" relativa a W tal que

FCo Y(F)CF".

Puesto que facetas distintas son disyuntas, todas las contenciones anteriores
deben ser igualdades. En particular o(F') es una faceta relativa a W.
Finalmente observar que H en H(o(F)) si y solo si o7 1(H) en H(F) de
donde se deduce
sop(c(F)) = o(sop(F)).

Por lo tanto se tiene que F' y o(F) son de igual dimensién. O

En particular se tiene que W actia en el conjunto de cdmaras que defi-
ne. De esta Proposicion ademas se deducen inmediatamente los siguientes dos
resultados.

Corolario. Si C es una cdmara relativa a W y H es un muro de C' entonces

¢ | pu(C).
H

Demostracion. Denotemos por F' a la cara de C que tiene a H por soporte.
Observemos entonces que py fija a F' en particular. Luego, puesto que cl(C)
contiene a F tenemos que cl(py(C)) también la contiene. De la Proposicién
anterior se sigue que py(C) es una cdmara y por lo tanto F' es una cara de

pu(C). O

Observemos ademds que por la Proposicién 2.1.1 las cdmaras C'y pg (C) son
distintas. En efecto, estas yacen en lados opuestos del hiperplano a través del
cual son adyacentes.
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Corolario. Sean C y D dos camaras relativas a W tales que

C|D.
H

Entonces para cada o en W se tiene

a(C) ‘ a(D).
o(H)

Demostracion. Sea F' la cara en comin de C'y D que tiene a H por soporte.
Por la Proposicién anterior o(F) es una faceta de codimensién uno con soporte
o(H) tal que cl(a(C))Ncl(o(D)) la contiene. Puesto que o(C') y o(D) son ambas
cdmaras, se tiene que o(F) una cara de o(C) y o(D). O

Hacemos una eleccién arbitraria pero fija de una cdmara C* relativa a W
que llamaremos la camara fundamental del grupo de reflexiones. Denotaremos
por S al conjunto de reflexiones a través de los muros esta.

Nuestro préximo objetivo es probar que la accién de W en el conjunto de
camaras es simplemente transitiva. Mas ain, probaremos que S es un conjunto
de generadores del grupo de reflexiones. Para ello es necesario introducir algo
de terminologia.

Un elemento o en (S) admite una expresién g por reflexiones en los muros
de la camara fundamental

(leapH27' .. 7PHn) .
Observar que por el primer Corolario de la Proposicién 2.2.1 se tiene

C* | pu,(C*), 1<i<n.
H;

i

Denotando por o; a la composicién pgr, o--- o pg, el segundo Corolario implica

i1 (C*) | ou(CY), 1<i<n. (2.2.1)
oi—1(H;)

De esta forma ¢ tiene asociada una galeria
(0*7 01(0*)7 ceey Un(C*))

a la que denotaremos como I', en adelante. Se entiende a la galeria asociada a la
expresion vacia como aquella que consta de C* como tnica galeria. Observamos
que se tiene

o) =¢(T,). (2.2.2)

Procedemos ahora a probar los resultados que antes adelantamos.
Proposicién 2.2.2. La accion de W en el conjunto de cdmaras es transitiva.

Demostracion. Probaremos més atin que la accién de (S) en el conjunto de
camaras relativas a W es transitiva. Veamos que toda galeria no vacilante I' que
comienza por C* es de la forma I', para alguna expresién ¢ en S*. Procedemos
para ello por induccion en la longitud de T'.

Cuando la longitud de T' es cero, la galeria asociada a la expresiéon vacia
satisface la propiedad deseada.
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Supongamos ahora que I" tiene longitud positiva y que el resultado vale para
cualquier galeria de longitud menor. Denotemos entonces por I' a la galeria
obtenida a partir de I" eliminando M) de su expresién. Entonces por hipStesis
inductiva I' es de la forma I's para alguna expresién ¢ en S*.

Notemos que 6(C*) es igual a M@= por construccién y supongamos que

6(C%) | )
H

Entonces, por el segundo Corolario de la Proposicién 2.2.1 se tiene que

C* | OA,fl(F(Z(F))) .
6—1(H)

Por lo tanto ps-1(f) en S al ser esta una reflexion sobre uno de los muros de la
camara fundamental. Asi, puesto que py es igual a 6 o ps-1(f) © 671 se tiene
que

&0 pa-1(m)(C*) = pr 0 6(C7) =T

Se ha usado en la ultima igualdad la Proposicién 1.2.6 junto con el hecho de que
5(C*)y @) son distintas. Entonces si ¢ es el producto de las expresiones & y
(Po—1(my) se deduce que T es de la forma I', lo que completa el paso inductivo.

Finalmente, por la Proposicién 1.3.2 cualesquiera dos camaras conectarse
por una galeria no vacilante. De lo anterior, para toda camara C' relativa a W
existe o en (S) tal que

o(C*)=C.

Corolario. FEl conjunto S genera a W.

Demostracion. Es suficiente probar que para cada H en H se tiene py en (S)
dado que estas reflexiones generan al grupo. Dado un hiperplano H en H se
tiene por la Proposicién 1.2.4 que existe una cadmara C' con H como uno de sus
muros. Por otro lado, como vimos en la Proposicién anterior, existe o en (S) tal
que

o(C*)=C.

Por lo tanto C* tiene a 0~ !(H) como uno de sus muros. Luego, ya que
pH =00 pe—r(yo0o ',
se deduce que pg en (S5). O

En lo que sigue, al hablar de expresiones de elementos en W las considerare-
mos relativas a este conjunto de generadores. Esto, por supuesto, salvo mencion
explicita de lo contrario.

Habiendo obtenido estos resultados, de acuerdo a lo que nos propusimos
antes, solo resta probar que la accion de W es fiel. En la siguiente Proposicion
obtendremos una caracterizacion de las expresiones reducidas en términos de
galerfas minimales. Como consecuencia obtendremos la propiedad buscada sobre
la accién.
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Proposicién 2.2.3. Una expresion g de un elemento o en W es reducida si y
solo si I'y es una galeria minimal. Mds ain, se tiene que

(o) = d(C*, o (C*)).

Demostracion. Supongamos que I', es una galerfa minimal. Si ¢’ otra expresién
para o entonces I'y conecta C* y o(C*) con lo que

E(Fz) < K(Fg’) .

Luego por (2.2.2) se tiene que ¢(c) < ¢(¢’) de donde o es reducida.

Asumamos ahora que I'; no es minimal. Suponiendo que ¢ es la expresién
(PH, s PHy» - - - PH, ) Tepetimos la notacién o; para 1 < ¢ < n usada en (2.2.1).
Adems4s, denotemos momentdneamente por og a la identidad.

Como se vio en (2.2.1) tenemos que I', atraviesa los hiperplanos

00(H1)70'1(H2), N ,O'nfl(Hn) .

Por la Proposicién 1.3.3 sabemos que existen 1 <4 < j < n tales que o;_1(H;) es
igual a 0j_1(H;) ya que I'; no es minimal. La Figura 2.3 ilustra esta situacién.

Figura 2.3

Entonces se satisface que
-1 _ _ _ —1
0ij—10 le o 0-7:71 - paifl(Hi) - paj,l(Hj) - Uj_l Oij o O‘jfl .
Reescribiendo esta expresion encontramos que

Oi—1 00;1 =0, OU;_ll.

Entonces podemos expresar a o como

— -1 _ -1 ] -1 o -1 ) -1
0=0j00; 00=0;-100; 00,100, 00=0,_100;, 00100, .

Expandiendo la composicién o; 1o 0;—1 encontramos que
-1
g; ©0j-1=pPH; ©" " "OCPH, OPH, O "OPH; y = PH;41 ©" " OPH; ;-
Asi finalmente obtenemos que
g = le O opHi71 OpHH,l O---Oij71 Oij+1 O"'OPH,,L .

Entonces (pw,,...,PH,>---+PH,»---,PH,) € una expresion de o de longitud
menor a ¢ con lo que esta dltima no es reducida'. En la Figura 2.4 se ilustra la

galerfa inducida por esta expresién. Esta se obtiene reflejando I', entre I‘g ) y

I‘g Y 4 través del hiperplano que I', atraviesa més de una vez.

1Recordemos que ® significa que este término ha sido omitido de la expresién.
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o

Figura 2.4

La ultima igualdad se sigue de (2.2.2) junto con la discusién posterior a la
Proposicion 1.3.2. O

En particular observemos que I', es no vacilante cuando ¢ es reducida. Como
adelantamos, se tiene el siguiente resultado.

Corolario. La accion de W en el conjunto de camaras es fiel.

Demostracion. Basta comprobar que si o en W fija a C* entonces o es la iden-
tidad. Esto es evidente de la Proposicién anterior ya que (o) es igual al nimero
de hiperplanos que separan a C* y o(C*). O

En particular de este Corolario y la Proposicién 2.2.2 se obtiene que W y el
conjunto de cdmaras que define estan en biyeccién. Por lo tanto, el orden de W
coincide con el nimero de cdmaras.

En los siguientes dos Corolarios se presentan propiedades fundamentales de
los grupos de reflexiones. Estas propiedades de naturaleza combinatoria imponen
fuertes restricciones en la estructura del grupo.

Corolario (Propiedad de Supresién). Sea o en W y sea (p1,...,pn) una ex-
presion no reducida de este elemento. Entonces existen 1 < 1 < j < n tales
que

(pla"'7pi7"'apj7"'7pn)
es también una expresion de o.
Demostracion. Esto es una consecuencia directa de la prueba de la Proposicién

anterior. En efecto, si o representa a la expresién no reducida, entonces I'; no
es minimal. Como vimos antes esto implica que

(pla"'7ﬁi7"'aﬁj7"'7pn)
es otra expresion de o. O
Aunque el siguiente resultado es inmediato del anterior, resulta que ambos

tienen el mismo alcance en cuanto a dictar la estructura del grupo se refiere.

Corolario (Propiedad de Intercambio). Sea o en W y sea (p1,...,pn) una
expresion reducida de este elemento. Si p en S es tal que £(poo) < £(o) entonces
existe 1 < i < n tal que

(plv'-'apia"'vpn)
es una expresion reducida de po o.
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Demostracion. Observemos que (p, p1, ..., pn) €s una expresién de p o o no re-
ducida. Luego por el Corolario anterior existen 1 < i < j < n tales que alguna
de

(p7p13'"a//)\iw'wp/\ja"'vpn) (plw"yﬁ;a"'apn)

es para p o o otra expresion.
Sin embargo, si la primera lo fuese, entonces

(plv"w//)\i;"'aﬁjw")pn)

serfa para o otra expresién. Esto contradice el hecho de que (p1,...,pn) sea
reducida. Por lo tanto, debe ser el caso de que

(plw"aﬁ\iw"apn)

es una expresién de poo.
Por la Proposicién A.3 tenemos que ¢(p o o) > €(oc) — 1 con lo que esta
expresion es reducida. O

Observemos que la Propiedad de Intercambio implica que po o y ¢ son de
distinta longitud. Luego, por la Proposicién A.3 tenemos que

Lpoo)=1L(o)£1

para todo o en Wy pen S.
La Propiedad de Supresién nos permite ademas definir la nocién de paridad
o signo en grupos de reflexiones. En efecto, dado o en W se define

sgn(o) = (~1)1@,

donde ¢ es cualquier expresion de este elemento. Notemos que esta expresion
estd bien definida pues ¢(o) = ¢(g) (méd 2) por la Propiedad de Supresion.
Observemos que esta nocién de signo generaliza a la correspondiente en el grupo
simétrico en vistas del Ejemplo 2.2.2.

Una region fundamental de la accién de W en E es un subconjunto de E
que contiene exactamente un punto de cada dérbita. La Proposicién anterior nos
provee una parte del siguiente resultado.

Proposicién 2.2.4. La accidn de W en E tiene a cl(C*) por regidn fundamen-
tal.

Demostracion. Veamos que la érbita de cada punto en E interseca a cl(C*) en
primer lugar. Dado un punto z en E por la Proposicién 1.2.3 existe una cdmara
C tal que cl(C) lo contiene. Ademds, por la Proposicién anterior, tenemos que
existe o en W tal que

o(C*")=C.

Puesto que o actia en E continuamente
o(cl(CT)) = cl(a(C™)),

con lo que o~ !(z) en cl(C*) como querfamos.
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Dado un punto z en cl(C*) veamos que la interseccién Orby (z) N cl(C*)
contiene tinicamente a este punto. Suponiendo que o en W es tal que o(z) en
cl(C*) probemos que x en Fix(o) por induccién en £(c).?

Si o es la identidad, entonces el resultado es trivial. En efecto, todos los
puntos son fijados por esta transformacién.

Supongamos ahora que (o) es positivo y que el resultado se cumple para
elementos de menor longitud. Observemos del primer Corolario de la Proposicién
anterior que C* y o(C*) son dos cdmaras distintas. Luego por la Proposicién
1.2.5 existe un muro H de C* que separa a estas cdmaras. Entonces C* y o(C*)
yacen en lados opuestos de H con lo que

cd(C*)Necl(e(C*)) CH.

En particular o(x) pertenece a H con lo que py o o(z) pertenece a cl(C*).

Denotemos por 7 a esta composiciéon. Observemos que ¢(7) < {(o) para
aplicar la hipdtesis inductiva. Consideremos una expresion reducida o de o y
I', su galeria minimal asociada. Entonces existe 1 < i < (o) tal que

ri=v|rid.
e e

Por otro lado si 7 es la expresién producto de (pg) y ¢ tenemos que

Ty T T

Luego I'; atraviesa a H més de una vez y por lo tanto no es minimal. Entonces
7 no es reducida, con lo que ¢(7) < {(c) por la Propiedad de Intercambio.
Aplicando ahora en 7 la hipétesis inductiva

olx)=pgoo(z)==z.
De esta forma queda probado que cl(C*) es una regién fundamental. O

Como ultima tarea obtendremos una presentacién de los grupos de reflexio-
nes en términos de generadores y relaciones. Aunque aqui no lo precisaremos,
las Propiedades de Supresién e Intercambio resultan estar intimamente ligadas
a esta presentacién. En primer lugar introducimos algo de notacién.

Para cualquier par de reflexiones p, 7 en S denotaremos por II(p,7;n) a la
n-upla alternada

(p,73m) = (p, 7,5 )
para cada n en N. Ademds denotaremos por m,, , al orden de la composicién de
estas reflexiones. Observemos que si m,, - es finito

pOTOpP...=TOpPOT... (2.2.3)

Mp,r Mp,r

Asf tenemos que II(p, 75m, ) v II(T, p;m, ) son expresiones de un mismo ele-
mento. Llamaremos relaciones de trenzas a las relaciones en W de este tipo.

Consideremos ahora la matriz M en Mg(N*) cuya entrada (p, 7)-ésima es
el orden del producto que recién definimos®. Dado que las reflexiones son invo-
luciones, observemos que M tiene las siguientes propiedades:

2Recordemos que Fix(c) denota a los puntos fijos de esta funcién.
3Denotamos por Ms(N*) a las matrices S x S con elementos en N o bien infinitos.
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M1. Es una matriz simétrica.
M2. El coeficiente m, r es uno si y solo si es diagonal.

Dado un conjunto de indices I llamaremos una matriz de Cozeter a cualquier
matriz en M;(N°°) que satisfaga estas propiedades.

Ahora se enuncia la presentacion de los grupos de reflexiones que fue antes
mencionada. Esta presentacién es el resultado fundamental de los grupos de
reflexiones.

Teorema 2.2.1. El grupo W admite una presentacion por generadores y rela-
ciones como*
(pe S|Vp,TeS (pr)"» =id).

En primer lugar probaremos que dos expresiones reducidas de un mismo
elemento pueden transformarse una en la otra mediante relaciones de trenzas.
Esto quiere decir que mediante aplicaciones sucesivas de relaciones del tipo
(2.2.3) podemos llevar una expresién a la otra. Este resultado se conoce como
Lema de Matsumoto y se formula precisamente de la siguiente manera.

Lema 2.2.1 (Lema de Matsumoto). Supongamos que ¢ : S* — M es un mor-
fismo de monoides tal que

¢(M(p, m5mp,7)) = (IL(T, p;myp 7))

cuando m, r es finito. Entonces este morfismo es constante en las erpresiones
reducidas de cada elemento o en W.

Demostracion. Supongamos existe un elemento o en W que admite dos expre-
siones reducidas (p1,...,0n) v (71,..., ) tales que

O((p1, -5 pn)) # O((11,- -, 7))

Podemos asumir ademas que este elemento es de longitud minimal entre los
que satisfacen esta propiedad. Por la Propiedad de Intercambio tenemos que

existe 1 < ¢ < n tal que (71,p1,...,Pi,-..,Pn) €8 una nueva expresién de este
elemento.
Observemos asi que (72,...,7n) Y (01, -+, Pis- - -, Pn) SON expresiones reduci-

das de un mismo elemento en W de longitud menor. Puesto que £(o) es minimal
se tiene que

¢((Tl7"'77-’ﬂ>):¢(<T1ap17"'aﬁia"'7pn))' (*)
Notemos ahora que el caso en que i < n no puede darse. En efecto, de otra forma
(P1y--spn=1) Y (T1,P1,+ -, Piy- -+, Pn—1) sOn también expresiones reducidas de

un mismo elemento en W de menor longitud. De igual forma que antes

d)((plrapn)) = ¢((71?p17"'7[)\i3'"’p”))'

Sin embargo por (x) esto contradice nuestra hipétesis inicial. Observar ademads
que por (*) debe tenerse

¢((p17 cee 7pn)) 7é ¢((T17p17 oo 7pn71)) .

4Aqui (pr)™e: se conviene a ser la identidad cuando mp r es infinito.
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Partiendo de dos expresiones de o en W cuya imagen en M difiere, obtuvimos
una nueva expresion reducida de este elemento. Més atn, la imagen en M de
esta nueva expresién también difiere con una de las que comenzamos. Podemos
condensar el razonamiento en forma diagramatica de la siguiente manera:

(pla"'vpn) — (Tlvplv"'vpnfl)
(7—17'”77—77,) (p17p27"'7pn)

Se entiende que en cada columna, ambas son expresiones de un mismo elemento
en W cuya imagen en M difiere.
Podemos entonces iterar este proceso

(p17"' apn) — (T17p15' "apn—l) N (p177-17p1a"'ap71—2)

H P
(7—17”'57—%) (p17p23-~'apn) (T17p17p2"'apn—1)

Continuando de esta forma obtendremos dos expresiones reducidas II(p1, 71;n)
y (71, p1;n) de un mismo elemento en W tales que

¢(p1,m1;m)) # G(I(71, p1;m)) -

Por un lado observemos que m,, r, > n dado que ambas expresiones son redu-
cidas. Por otro lado m,, -, < n puesto que p; o7 es de orden m,, -, con lo que
vale la igualdad. Asi se tiene que

¢(H(p13 T1; mﬂl,ﬁ)) 7é ¢(H(T17 P15 mp1,7'1)) )

lo que prueba el contrareciproco del Lema. O

Finalmente estamos en condiciones de probar el resultado que enunciamos
antes.

Demostracion del Teorema 2.2.1. Denotemos por W' al grupo presentado por
generadores y relaciones en el enunciado. Por la Proposicién A.1 existe un mor-
fismo de monoides ¢ : S* — W’ tal que el diagrama

es conmutativo. Observemos ademaés que este morfismo satisface las relaciones

¢(H(p, T3 mp,T)) = ¢(H(Ta 12 mp,r))

siempre que m, , es finito.
Definamos ahora ® : W — W' para cada ¢ en W como

®(0) = o(a), (+)
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donde ¢ es reducida. Notemos que por el Lema de Matsumoto esta funcién estéd
bien definida. Observar ademaés que el diagrama

w

2
S

S

]

|
i
~
w’
es conmutativo.
Probaremos ahora que ® es un morfismo de grupos. Puesto que ¢ es un mor-

fismo de monoides, es suficiente probar que (%) es valida ain para expresiones
no reducidas. Veamos que para todo o en W y p en S se cumple

®(poo) =¢((p)2(0).
Una vez probado esto, por induccién en ¢(o) sigue la afirmacién anterior. Ob-
servemos que si £(p o o) > £(c) entonces

P(poa) = o((p)a) = ¢((p))d(a) = ¢((p))®(0) .

para cualquier expresién ¢ reducida. Por otro lado, si £(c) > £(p o o) entonces
Lpo(poa))>L(poo) con lo que del caso anterior

(0) = B(po (po)) = 6((0)B(po o).
Dado que ¢((p)) es una involucién se sigue la afirmacién.

Finalmente, notar que W satisface las relaciones en el enunciado del Teore-
ma. Por lo tanto existe un morfismo de grupos ¥ : W’ — W tal que el diagrama

W/
s v
W

es conmutativo. Luego, de este y el anterior diagrama se tiene que las composi-
ciones Po ¥ y ® o ¥ actiian en S como la identidad. Ya que S genera a Wy W’
se tiene que ambas composiciones son en efecto la identidad. Asi W es isomorfo
a W' lo que prueba el resultado. O

Los grupos que satisfacen una presentacion como la del Teorema 2.2.1 para
alguna matriz de Coxeter han sido extensivamente estudiados. En efecto, estos
son los grupos de Coxeter que se mencionaron en la introduccién.

Esperamos que después de esta primera exposicion quien lea encuentre na-
tural el continuar con el estudio de grupos de Coxeter. Libros como [1], [4]
o [6] conforman excelentes introducciones al tema. Incluso hay disponible en
YouTube un curso completo dictado por Federico Ardila sobre estos grupos.

La bibliografia sobre grupos de Coxeter es sumamente amplia, cubriendo
distintos sabores de la teoria. Es por esto que se invita a quien lea a encontrar
la ruta de acceso al tema que mejor se adapte a sus gustos o intereses. Si algin
mérito ha de atribuirsele a esta monografia, espero sea el de allanar el camino
de entrada para el lector al que estos temas le resultaban desconocidos.
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A | Apéndice

Se recuerda aqui la definicién de monoide libre junto con algunas de sus
propiedades. Después de esto se define la nocién de longitud en un grupo relativa
a un conjunto de generadores.

Para cada entero n en Ny usaremos la notacién I,, para designar al conjunto
de enteros en Ny menores a este. Observar en particular que Iy es vacio.

Dado S un conjunto, denotemos por S}, a la familia de funciones f : I,, = S
para cada n en Ny. Con esta notacion S* se define a ser

s = U s
neNg
En aras de dotar a S* de estructura de monoide, consideremos la operacion
binaria - : §* x §* — 5§* dada como sigue. Para dos elementos f en S} y g en
Sy, se define su producto f-gen S}, = por

(- 9)(k) = {f(’” O hen
gk—mn) n<k<n+m

Es sencillo comprobar que esta operacion efectivamente otorga a S* estructura
de monoide, donde el tnico elemento en S es la identidad. Se llama a S* el
monoide libre en S.

Notemos que al ser S* una unién disyunta podemos definir una aplicacién
{: 5% = Ny de forma que f en S’Z(f) para cada f en S*. Es directo de su
definicién que £ es un morfismo de monoides, donde en su codominio se considera
la estructura aditiva. Se llama a £(f) la longitud de f para cada elemento del
monoide S*.

Como es usual, los elementos en S} de longitud positiva se acostumbran
escribir como n-uplas de elementos en S. Esto es f en S se denota como

Ademas el tinico elemento en S§ se denota () como la upla vacia.

La aplicacién ¢ : S — S* que asigna a cada elemento en S su correspondiente
en S* de longitud uno, es claramente inyectiva. Por lo tanto, podemos identificar
a S con su imagen en S* mediante esta aplicacién.

Se tiene que S* es un objeto libre sobre S en la categoria de monoides. En
otras palabras S* satisface la siguiente propiedad universal.
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Proposiciéon A.1. Dado M un monoide junto con ¢ : S — M una funcion,
existe un unico morfismo de monoides ® : S* — M tal que el diagrama

”
N

[ii]

|

i

|
'
M
es conmutativo.

Demostracion. Observemos que S es un conjunto de generadores de S* por
definicién. Por otro lado, la accién en S de cualquier morfismo ® : S* — M
para el cual el diagrama conmute estd determinada. Luego, existe a lo sumo un
morfismo como en el enunciado.

Por otro lado, la existencia de un tal morfismo también estd implicita en el
diagrama. En efecto, se define ® : S* — M extendiendo la definicién en S al
monoide S* de forma que se preserven los productos. O

Consideremos un grupo W con un conjunto S de generadores. Por la Pro-
posicién anterior, la inclusién ¢ : S — W induce un morfismo de monoides
m: 8" — W que hace conmutar el respectivo diagrama. Definimos a continua-
cién algunas nociones relativas a este morfismo.

Una ezpresion en S de un elemento w en W es una upla en la fibra 7= ({w})
de este morfismo. Cuando el conjunto de generadores sea sobreentendido, nos
referiremos simplemente a la expresion de un elemento. Para denotar una expre-
sién de un elemento w en W usaremos la notaciéon w a menudo. Observar que
esta indica simultaneamente al elemento del grupo y a una expresién particular
del mismo.

Asi una expresion es una upla en S* tal que el producto de sus coordenadas
es igual al elemento en W del que esta es una expresién. Puesto que tenemos una
funcién de longitud en S* es posible hacer la siguiente definicién. La longitud
en S de un elemento w en W se define a ser

{(w) = min{f(w) : w € 7 ({w})}.

Como antes, cuando el conjunto de generadores sea sobreentendido, nos referi-
remos simplemente a la longitud de un elemento. Una expresién de un elemento
w en W se dice reducida si realiza el minimo en la igualdad anterior.

Las siguientes propiedades de la funcién longitud son inmediatas de la defi-
nicién.

Proposicién A.2. Sea W un grupo con S un conjunto de generadores. Enton-
ces se cumplen

i. Un elemento w en W tiene longitud uno si y solo si pertenece a S.

ii. Para cada par de elementos w,v en W se tiene £(wv) < £(w) + £(v).

En la monografia nos concentraremos en grupos generados por involuciones.
Para estos grupos se tiene el siguiente complemento de la Proposicién anterior.
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Proposiciéon A.3. Sea W un grupo generado por un conjunto S de involucio-
nes. Entonces se cumplen

1. Todo elemento w en W tiene igual longitud que su inverso.

it. Para cada par de elementos w,v en W se tiene £(wv) > £(w) — £(v).

iii. Siw en W y s en S entonces L(w) —1 < l(ws) < L(w) + 1.

Demostracion. Notemos que si (s1,...,s,) es una expresiéon de un elemento en
W entonces (8, ...,S1) es una expresién de su inverso. De esta observacién ()
se sigue.

Para (ii) observar que si w,v en W entonces
(w) = Lwov™ ) < L(wv) + (v~ = L(wv) + £(v)

de donde la afirmacién se obtiene despejando.
Finalmente (i47) es inmediata de (i¢) junto con la Proposicién anterior. [
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