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Dios es como el habil geometra que, pudiendo describir una linea recta con suma
facilidad y un solo trazo de su compds, prefiere hacerlo de manera mas larga o

circular.

— Sir Thomas Brownd!]

IT. Browne, Religio Medici, primera parte, seccién 16 (1642). Thomas Browne (1605-1682)
fue un médico y escritor inglés admirado por Jorge Luis Borges.
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Introducciéon

En 1966 el matemético Mark Kad?| public en el American Mathematical
Monthly un articulo con el llamativo titulo “Can One Hear the Shape of a
Drum?” (“;Puede Uno Escuchar la Forma del Parche de un Tambor?”). Esta
pregunta, que en un principio puede sonar bastante rara, no es mas que una for-

mulacion didactica de un problema matematico fascinante.

Dicho de manera formal y en el lenguaje debido, la pregunta recién mencio-
nada se podria plantear del siguiente modo: “Dado un problema de Dirichlet
para el operador de Laplace, ;es posible encontrar dos dominios tales que los
autovalores sean los mismos para ambos dominios?”, o “Dado el conjunto de
autovalores de un determinado problema de autofunciones, ;es posible reconstruir

el dominio de dicho problema?”.

En su articulo, Kac no supo responder de manera exacta, pero si respondio
otras preguntas relacionadas. Hubo que esperar hasta 1992 para la respuesta defi-
nitiva, la cual fue dada por Carolyn Gordon, David Webb y Scott Wolpertf]

Pero ahi no terminé todo, pues la pregunta hecha por Kac puede generalizarse
a otros tipos de problemas o de ecuaciones que no necesariamente estan relacio-
nados al operador de Laplace o a las condiciones de Dirichlet. Asi, el area de la
matematica que estudia las relaciones entre estructuras geométricas y espectros de
operadores diferenciales se llama geometria espectral, y cuando se particulariza
a la obtencién de informacién geométrica a partir de informacién espectral (como

el problema que hemos mencionado) se denomina geometria espectral inversa.

El objetivo de la presente monografia es explicar el problema planteado por
Kac y su solucién, asi como también las consecuencias que esta implica. En estos

ultimos parrafos hemos hablado del problema en términos altamente matematicos

Mark Kac (1914-1984) fue un matematico polaco, ganador de los premios Chauvenet y

Birkhoff, que realizé aportes a la teoria de niimeros, probabilidad, y geometria.
3Carolyn Gordon, David Webb y Scott Wolpert son matematicos estadounidenses reconocidos

principalmente por haber resuelto el problema de Kac.



que pueden sonar intimidantes, pero nuestro fin es también explicarlo de forma
que cualquier persona interesada, sea un especialista, un estudiante o una persona
con instruccion basica en matematica y fisica, pueda entenderlo y disponer asi de
las herramientas necesarias para profundizar en la geometria espectral inversa y

disfrutar de la belleza e importancia que entrana.

La estructura de la monografia serd la siguiente: en el Capitulo[I]se presentardan
las nociones bésicas para llegar a la ecuacion de onda, analizandola para el caso de
una cuerda y para el de una membrana; en el Capitulo [2] explicaremos el problema
inverso del espectro para el caso de la cuerda; en el Capitulo [3| hablaremos del
problema de Kac, su solucién y algunos resultados relacionados; en el Capitulo [4]
analizaremos los resultados matematicos del Capitulo [3| desde un enfoque fisico; vy,
finalmente, en el Capitulo [5| presentaremos algunas de las aplicaciones y utilidades

de lo visto en los capitulos previos.

En las ultimas paginas el lector podra encontrar la bibliografia utilizada en la

escritura de esta monografia para seguir adentrandose en el tema.



1. El operador de Laplace y la ecuacién de onda

Para poder entender el problema espectral inverso debemos entender qué es

un operador, y para esto, a su vez, debemos tener una nociéon de qué es un espacio.

1.1. Espacios y vectores

Llamamos espacio a un conjunto de objetos matematicos con determinadas
relaciones definidas entre ellos. Para un ejemplo basta con pensar en el espacio
por el cual nos trasladamos, que es conocido como espacio euclideo (ver Figura
. En este espacio sabemos que dados dos puntos, que son objetos matematicos,
podemos trazar una unica recta que los une, lo cual es una relacion entre tales

objetos.

Figura 1: Espacio euclideo, por el cual nos movemos.

Ahora supongamos que los elementos del espacio pueden ser sumados entre si,
estirados o acortados. En este caso decimos que se trata de un espacio vectorial.

Asi sabemos que si una persona hace una fuerza de 10 N sobre una caja y otra



persona también hace 10 N, la fuerza total sera 10 N + 10 N = 20 N, o lo que es
lo mismo, 2 x 10 N = 20 N, como se ve en la Figura[2] Esto se puede hacer porque

la fuerza es un vector (un elemento de un espacio vectorial).

Fuerza total

Figura 2: Suma y resta de fuerzas.

1.2. Operadores

Definimos como operador a una funciéon que actia sobre los elementos de
un espacio y los convierte en elementos de otro espacio. Cuando un operador es
tal que actiia sobre un espacio vectorial y preserva algunas propiedades (como la

continuidad) se dice que es de tipo lineal.

Dentro de estos operadores lineales estan los operadores diferenciales, los
cuales toman una funcién y devuelven otra que da informacion sobre como varia
dicha funcién cuando cambia el argumento que la define. Este es el caso del ope-
rador D = %, en donde t es el tiempo. Si este operador se aplica a la posicién z(t)

_ da(t)

de un auto, se obtiene la velocidad v(t) = <5~, que indica qué tan rapido cambia

la posicion cuando el tiempo avanza.

1.3. Problemas de autovalores y autofunciones

Consideremos ahora un operador diferencial D que se aplica sobre una funcién
f. En general, el resultado de esta operacion llevarad a una nueva funciéon que no

tendra relacion con f. Sin embargo, para algunos operadores existiran funciones



tales que al aplicarles D la nueva funcién sera un multiplo de tales funciones, es

decir:

Df = \f (1)

en donde A es un nimero (ver Figura . A las funciones que cumplen con esta
condicién se las denomina autofunciones del operador D, y a los niimeros A se los
denomina autovalores del operador D asociado a f. Al conjunto de los autovalores
se le dice espectro y a la busqueda de las autofunciones de un operador se le

denomina problema de autovalores y autofunciones.

Y

e
<

A = hx

0 x X

Figura 3: Dado un vector z, la transformacién A alarga a x en un factor de A
pero mantiene su direccién original. Decimos que x es un autovector de A con

autovalor asociado \.

1.4. Ecuacion de onda

La ecuacién de onda y su solucion son una forma simple de llegar a comprender
la esencia de la geometria espectral inversa gracias no solo a su fécil resolucion,
sino también a su didacticismo, pues sus consecuencias estan presentes en los

instrumentos musicales. A continuacion hablaremos de ella.



1.4.1. Operador de Laplace

Uno de los operadores mas importantes en cuanto a sus aplicaciones y funda-
mental en el problema de Kac y otros es el operador de Laplaceﬁ o laplaciano,

que se denota por A o V2,

El operador de Laplace es de tipo diferencial y, para un sistema de ejes carte-

sianos z, y y z (como el de la Figura|l]) se define como:

0? 0? 0?
2
= 2
v 0x? + oy? + 022 )

pero puede ser generalizado a més (o menos) dimensiones y otras coordenadasﬂ

1.4.2. Guitarras y la ecuacion de la cuerda

Pensemos en una guitarra. Vemos que es una caja en forma de ocho que tiene
adherido un mastil largo con trastes y seis cuerdas. Cuando el guitarrista toca no
hace méas que someter las cuerdas a unas determinadas condiciones sobre el despla-
zamiento que estas realizan o sobre la velocidad que llevan, y, consecuentemente, el
movimiento evoluciona. Usando consideraciones fisicas (tener en mente la Figura
4)) se llega a que la ecuacién que describe el desplazamiento vertical W (z;t) de la
cuerda e

P (z;t) 0%V (x;t)
2 ) _ 3
“ o T o )

Esta ecuacién se denomina ecuacién de onda unidimensional (la cuerda so-

4Pierre-Simon Laplace (1749-1827) fue un matemaético y fisico francés, que, entre muchas
otras contribuciones, aplicé el operador que lleva su nombre al estudio de los cuerpos celestes.

°En Referencia [7] se muestra la expresién del laplaciano en las coordenadas conocidas como
cilindricas y esféricas.

6Para una explicacién detallada de cémo llegar a la Ecuacién [3| ver Referencia [6].



lamente puede moverse en vertical). Decimos que ¢ es la velocidad a la que se

propagan las ondas en la cuerda, y para este caso se calcula como:

2T
= (4)

en donde 7T es la tension sobre la cuerda y p su densidad lineal, o sea, la masa por
unidad de longitud.

T v
jl. 1 . _,_I-"-'-'-
———

f : H\-\""\-\-\
T~ —
T | | -

o b
P | : -
0 X xhdx 5

Figura 4: Cuerda finita.

Para resolver esta ecuacién diferencial parcial|se utiliza lo que se llama el
método de separacién de Variableéﬂ, en donde se separan la parte espacial
del movimiento, X (z), y la parte temporal, T'(¢). Luego de aplicar este método

se llega a las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

d? w?
@X(m) = —gX(iﬁ) (5)
@T(t) = —wT(t) (6)

7Se llaman ecuaciones diferenciales en derivadas parciales a aquellas ecuaciones en las que
aparece el operador diferencial respecto a dos o més variables. En este caso, tenemos que las
variables de los operadores son = y t. Cuando el operador diferencial aparece respecto a una

Unica variable se habla de ecuaciones diferenciales ordinarias.
8Para més informacién sobre cémo resolver esta ecuacién diferencial con separacién de varia-

bles revisar la Referencia [7]
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que no son mas que dos problemas de autovalores y autovectores (Ecuacién :
uno del operador de Laplace unidimensional (primer término de la Ecuacién [2]) y
otro del operador diferencial temporal aplicado dos veces. Para resolverlos debe-
mos imponer las condiciones de extremos fijos, pues esto nos permite limitar las
soluciones a aquellas que tienen sentido fisico (ver Referencia [7]). Las soluciones

de estos problemas son:

T, (t) = Bpcos (T) + B sin (TT) 9)

Con esto en cuenta, la solucién general sera:

U(x;t) = 2 [ans <nzc> + B sin <n;rc)] sin <m[ix> (10)

Vemos que la Ecuacion [7] lleva a los autovalores del problema general y los pro-
ductos X,,(z)T,,(t) son las autofunciones. El 3 delante en la Ecuacién |10] indica
una sumatoria, por lo que se aprecia que la soluciéon general no es mas que una
combinacion de las distintas autofunciones espaciales y temporales. En otras pa-
labras, el movimiento de la cuerda podra ser descompuestoﬂ en los movimientos

mostrados en la Figura o]

Para obtener una solucién particular debemos agregar dos condiciones tempo-

rales, pero esto no nos Competﬂ.

9Cuando se tiene una sefial temporal, por ejemplo una emitida por la cuerda, se pueden
conocer los componentes oscilatorios de dicha senal haciendo uso de lo que se conoce como

transformada de Fourier.
0Ver Referencia [7] para un ejemplo de cémo resolver el problema completo.
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_ fundamental
— ler. armomico

- 2do. armdmicol

3er. armadmico

4to. armémico

Sto. armémico

@@@ﬁ — == fto. armomico

h=d @@'Uﬂ“ = 7mo. armdmico

Figura 5: Autofunciones espaciales de la cuerda finita fija en sus extremos

(Ecuacién 8).
1.4.3. Tambores y la ecuacién de la membrana

Acabamos de considerar el caso unidimensional, pero jqué pasa si anadimos
una nueva dimensién? Pensemos en un tambor, como el que se ve en la Figura
[l El parche de este parece muy distinto a la cuerda de la guitarra, pero la idea
subyacente al estudio del movimiento es bastante similar ya que la forma de llegar
a la ecuacién del desplazamiento se basa en las mismas consideraciones fisicad'l]
pero al tener mé&s dimensiones el operador de Laplace serda ahora bidimensional

(primeros dos términos de la Ecuacién [2)):

0w
V2w = ¥ (11)

"Ver Referencia [6].
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T/

Figura 6: Parche de un tambor.

Al aplicar separacion de variables también se obtendran diferentes problemas
de autovalores y autofunciones, pero estas diferiran segtin el dominio, o sea, segiin

la forma del parche.

El problema de autovalores del operador de Laplace es facil de resolver para
una membrana con dominio rectangular, circular, o alguna triangular. Sin embargo,

para otros dominios se vuelve muy complicado.
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2. El problema espectral inverso de la cuerda

Como dijimos en el capitulo anterior, en general, para obtener una solucion
particular de la ecuacion de onda debemos proporcionar dos condiciones de
borde por cada dimensién y dos de tiempo (una sobre la posicién inicial y otra
sobre la velocidad inicial). Para el caso de la cuerda de guitarra, las condiciones de
borde son faciles de ver: los extremos de la cuerda (x = 0 y # = L) se mantienen
fijos para cualquier instante de tiempo. A estas condiciones sobre los bordes del

dominio tratado se les llama condiciones de Dirichlet.

Al imponer estas condiciones sobre las soluciones obtenidas previamente lle-
gamos a los autovalores haciendo uso de la Ecuacién [7], que, viendo las unidades,
vemos que son las frecuencias del sistema, por lo que también se les llama auto-
frecuencias. En fisica, a estas frecuencias se les llama angulares, pero cuando se

las quiere medir se usan las frecuencias definidas como:

w. ne
fo=—=— (12)
2r 2L
Musicalmente, a estas frecuencias se les llama armoénicos de la cuerda, y al
primero de ellos (para n = 1) se lo denomina tono fundamental. Cada una de
estas frecuencias se asocia a una autofuncién, a la que también se le llama modo

normal o modo de oscilacién.

Cuando el guitarrista toca una cuerda, el movimiento que esta desarrolle sera
una combinacién de los distintos modos normales, como muestra la Ecuacién [10]
No obstante, los demas armoénicos son multiplos del tono fundamental, y por eso

el sonido suena limpio y claro.

Poder encontrar los autovalores significa saber que el sistema esta restringi-
do a oscilar a determinadas frecuencias. Este tltimo resultado es importantisimo
para lo que veremos después, y, para entender por qué, proponemos el siguiente

experimento mental.
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Supongamos que en un laboratorio hay tres personas: un fisico, un guitarrista
y un musico. El guitarrista esta encerrado en una habitacion pequena, de modo
que los otros dos no pueden verlo pero si escucharlo. El guitarrista procede a tocar
una serie de notas en su guitarra y el misico es capaz de reconocer qué notas son
gracias a su adiestrado oido musical. Asi, el musico anota las notas (sol, re, do,
etcétera) y se las pasa al fisico. El fisico conoce qué frecuencia se le asocia a cada
una de ellaﬂ y la velocidad a la que se propagan las ondas en la cuerda (usa la
Ecuacion , asi que, haciendo uso de la Ecuacion , despeja el valor de la longitud
de la cuerdaﬁ. En otras palabras, el fisico es capaz de “escuchar la forma” de una

cuerda.

Esto que acabamos de presentar es la idea del problema planteado por Kac
pero para el caso unidimensional, asi que deberiamos responderle afirmativamente.
En otras palabras, no podria darse que dos cuerdas del mismo material y densidad

emitieran la misma frecuencia fundamental pero tuvieran distinta longitud.

12 Aqui hemos asumido que las cuerdas de la guitarra oscilan solo en el modo fundamental
(n = 1). En la préctica se obtiene una combinacién de los distintos modos arménicos, pero el

que mas contribuye al sonido producido es el fundamental.
13En realidad, es capaz de despejar la longitud efectiva de la cuerda, es decir la distancia entre

el extremo fijo y el punto en donde se esta presionando.

15



3. El problema espectral inverso de la membrana

3.1. Planteo

En la seccién anterior pudimos resolver el problema de autovalores para una
cuerda y a partir de ellos afirmamos que, conociendo la frecuencia a la que oscila
la cuerda, podemos conocer su “forma” (su longitud), y asi resolvimos el problema

espectral inverso unidimensional.

No obstante, en el articulo original Kac se refierio a una membrana con los
bordes fijos, asi que ahora deberiamos proseguir de igual manera con este nuevo
dominio: hallar las autofrecuencias e intentar realizar un experimento como el
del capitulo anterior para obtener informaciéon geométrica a partir de ellas. Sin
embargo, como dijimos en el Capitulo [I resolver el problema de autovalores de
una membrana puede complicarse, por lo que no podemos obrar igual que en el

caso de la cuerda.

Esto no deberia generarnos problemas, pues obtener el espectro de una mem-
brana no era lo que pretendia Kaﬂ su pregunta era si, suponiendo conocido el

espectro, podemos conocer la forma que tiene el tambor que lo produce.

3.2. Solucion

Como dijimos en la introduccion, Kac no supo dar una respuesta al problema,

pero expreso su “intuicién” de que no seria posible escuchar la forma del tambor.

En 1991, Gordon, Webb y Wolpert encontraron[r_gl una serie de membranas con

4 Cuando la geometria se vuelve complicada y es necesario conocer el espectro de un dominio

y operador se puede aproximar por métodos numéricos o anélisis de Fourier, por ejemplo.
= . . . . R 7
15Para construir dominios isoespectrales utilizaron el método de Sunada, el cual se basa en

el modelo geométrico de la teoria de numeros propuesto por el matemédtico japonés Toshikazu

Sunada.
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formas diferentes pero areas y perimetros iguales, que tenian el mismo espectro,
dando una respuesta solida a la pregunta de Kac: no, en general no es posible
plantear un experimento como el del Capitulo 2 para determinar la forma de un

tambor a partir de su espectro de frecuencias.

No obstante, en el articulo de Gordon y Webb, ellos dicen que los tambores
isoespectrales de diferentes formas son excepciones. Es decir, en la practica es
posible escuchar la forma de un tambor a menos de que haya sido construido

especialmente para ser isoespectral a otro.

Ahora bien, si bien en general no es posible conocer la forma de un tambor
a partir de su espectro, si es posible conocer muchas otras propiedades muy in-
teresantes relacionadas a la geometria de la membrana. A estas propiedades se les

llama invariantes espectrales y de ellas hablaremos en la siguiente seccion.

3.3. Invariantes espectrales

3.3.1. El area

Volvamos por un segundo al caso de la cuerda. Al suponer una cuerda de largo
7, los autovalores que surgen de las Ecuacionesyson {—1,—4,-9,...}. Por otro
lado, para una cuerda de largo 27, los autovalores son {—1/4,—1,-9/4,—4,...}.
De estos espectros podemos concluir que mientras mas larga es la cuerda, més
“apretaditos” estan los autovalores, o, lo que es lo mismo, para cualquier valor —R
(con R >0), la cuerda de longitud 27 tiene mas autovalores cercanos a 0 que a —R

en comparaciéon con la cuerda de longitud 7.

Asi, por ejemplo, para los espectros dados, si tomamos R = 5, en el espectro
de la cuerda corta hay menos valores cercanos a 0 (en este caso —1 y —4) que para
la cuerda larga {-1/4; -1; -9/4; y -4}.

Ahora hacemos lo mismo para el caso de un tambor, suponiendo que su es-

pectro es conocido y es {-1, -4, -9, -16, ... }. Llamamos N(R) a la cantidad de

17



autovalores mas cercanos a 0 que a —R. De este modo, si R = 10, por ejemplo,
entonces N(10) = 3.

Es facil suponer que si R es més grande, N(R) también lo serd. Es mads,
Hermann Wey]ﬁ probé en 1911 que, para el tambor, N(R) crece linealmente con
R. La pendiente m de esta relacién lineal, que indica qué tanto varia N(R) con R,

puede calcularse como:

N(R
m = lim NE) (13)
R—oc0
que es equivalente a decir “fijate qué tan grande es N(R) respecto de R para R
muy grande”. No solo eso, sino que Weyl probé que la pendiente esta asociada con

el area A de la siguiente forma:

A =drm (14)

Esto no es otra cosa que afirmar que si se puede escuchar el area del tambor,
si consideramos dos dimensiones, pero también podria escucharse su volumen (si
fuera un dominio tridimensional) o su longitud (si fuera un dominio unidimensio-

nal).

3.3.2. El perimetro

Siguiendo con lo expuesto en la seccién anterior, una forma de conocer qué tan

buena es nuestra aproximacion de las Ecuaciones |13|y |14 es calcular N (R) — AR

4=

pues mientras més cercana a cero sea, mas iguales”’seran ambos términos. Victor
Ivrif'"] demostré en 1980 que:

6 Herman Weyl (1885-1955) fue un matemético aleman, que también hizo aportes a la fisica y
a la filosofia de la matemaética.

17Victor Tvrii (n. 1949) es un matemaético ruso, especializado en teorfa espectral y ecuaciones
diferenciales.

18



N(R)— —R~—VR (15)

siendo P el perimetro. De esto obtenemos:

47N (R) — A
P = jim TNF) AR (16)
R—o0 v R

Acé tenemos otro resultado: jes posible escuchar el perimetro del tambor!

Por ejemplo, una hoja de papel y un avioncito hecho con esa hoja de papel
tendrian los mismos autovalores si el segundo fuera construido isométricamente a

partir del primero (con rotaciones, traslaciones, reflexiones y dilataciones).

Tanto el drea como el perimetro son muy importantes, pues si el tambor es
rectangular bastaria para “escuchar” su forma, pero no es suficiente para otros
dominios. Steven Zelditch™| demostré que si el parche del tambor es convexd!]
simplemente conexﬂ, tiene bordes suave@ y simetria es posible escuchar

la forma, y este es el caso de los discos y las esferas.

Simplemente conexa

B

o/ N /o

. No simplemente

A A
. . conexa
Conjunto convexe Conjunto no convexo Curva suave Curva suave por partes

Figura 7: Distintos tipos de curvas.

18Steven Zelditch (n. 1953) es un matemético estadounidense especializado en geometrfa com-
pleja y fisica matematica.

19Un conjunto es convexo si para cada par de puntos de este, el segmento que los une estd
completamente contenido en el conjunto. Ver Figura

20Un conjunto es simplemente conexo si no tiene agujeros. Ver Figura

21Se dice que un borde es suave si se le puede apoyar una recta o un plano tangente en todos
sus puntos y estos varian sin dar saltos. Ver Figuram
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3.3.3. Otros invariantes

En 1967, McKean y Singer demostraron lo que Kac habia conjeturado: es po-
sible escuchar los agujeros y la curvatura que tiene el parche del tambor. En 2013,
Paolo Amore demostré que no es posible escuchar su densidad. Ademas, fue de-
mostrado que el sonido producido por una membrana con una esquina puntiaguda
va a ser distinto del que produzca una membrana sin bordes o de bordes suaves,

por lo que las esquinas también se pueden escuchar.

20



4. El problema espectral inverso desde la fisica

Ya hemos hablado sobre la solucion al problema de Kac desde la matematica,
pero no hemos dicho nada sobre la soluciéon desde un punto de vista fisico. Uno
podria pensar que, en realidad, si hemos hecho uso de la fisica, pues las ecuaciones
de onda |3| y [L1] fueron obtenidas teniendo en cuenta las ecuaciones de movimiento
de Newton. Sin embargo, estas fueron consideraciones relacionadas a la dindmica
de la cuerda o de la membrana, pero el problema que planteamos en un principio
hablaba de “escuchar”, es decir, hacia referencia a la acustica o fisica ondulatoria

del sonido, y de esto no hemos dicho nada hasta ahora.

4.1. Excitacion de la membrana

Consideremos un tambor como los propuestos por Gordon y Webb, y marque-
mos en ¢l distintos puntos (Figura [g)).

Figura 8: Tambor de Gordon-Webb con zonas a golpear.

Si una persona le da un golpe al parche del tambor en alguno de estos puntos, la
respuesta y oscilacion del sistema no seréan las mismas que las resultantes en caso de
haber golpeado otro de los puntos marcados, lo que significa que las frecuencias y
el sonido tampoco lo seran (Figura@. Asi es que ni siquiera teniendo dos tambores

idénticos sus espectros serian iguales, a menos de que se golpease un mismo punto.
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Figura 9: Espectro de energia emitido a distintas frecuencias al golpear los
diferentes puntos mostrados en la Figura [§] Cada color representa uno de los

puntos.

Ahora consideramos un tambor isoespectral al de la Figura [}

O
(o)

Figura 10: Tambor de la Figura (lo llamamos tambor 1) y otro isoespectral a
este (llamado tambor 2).

Si sobre el gréfico de la Figura [9] graficamos las respuestas del nuevo tambor
cuando es golpeado en las zonas marcadas obtenemos el grafico de la Figura[l1] en

el cual vemos que dos tambores isoespectrales tampoco producen el mismo sonido,
o sea, si se pueden distinguir.
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Figura 11: Espectro de energia emitido a distintas frecuencias al golpear los
diferentes puntos mostrados en la Figura Las lineas sélidas corresponden al

tambor 1 y las segmentadas al tambor 2.
4.2. Membranas homofénicas

Hemos visto que dos dominios isoespectrales pueden sonar distinto, asi que
ahora nos preguntamos: ;jes posible encontrar dos tambores que no solamente

tengan el mismo espectro de frecuencias sino que también suenen igual?

Peter Busex@, John Conwayﬁ, Peter Doyle y Klaus-Dieter Semmler construye-
ron dominios que responden afirmativamente a la pregunta recién formulada. Estos
dominios se llaman homofénicos e implican que existe un punto en cada tambor
tal que al ser golpeado las autofunciones que describe cada uno de ellos tienen

igual amplitud y frecuencia, lo que conduce a que los sonidos sean indistinguinbles
(en la idealidad). En la Figura [12]se aprecian dos de ellos.

22 Jiirg Peter Buser (n. 1946) es un matemadtico suizo especializado en geometria diferencial.
23John Horton Conway (1937-2020) fue un matematico britdnico, que realizé contribuciones a

la teoria de grupos, teoria de nudos, teoria de nimeros y teoria de juegos.
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Figura 12: Tambores homofénicos. Llamamos tambor 1 al tambor de la

izquierda y tambor 2 al de la derecha.

Las respuestas en energia de ambos sistemas fueron graficadas en la Figura
[13], y, como se aprecia, parecen idénticas a diferencia de las Figuras [T} pero jeso

basta para que suenen igual?
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Figura 13: Espectro de energia emitido a distintas frecuencias al golpear los
puntos marcados en la Figura .

Para responder a esto tltimo debemos agregar otro factor a nuestro anélisis.
Hasta aqui solamente hemos considerado las vibraciones de las membranas, pero
cuando una persona escucha un sonido, no escucha exactamente el objeto que lo
produce, sino que escucha el aire que vibra segiin las ondas de presion transmitidas

por dicho objeto.
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Con todo esto en cuenta, analicemos la presién en el plano de los tambores, a

unos metros de cada uno de ellos:

—110.89 Hz
75° ——110.89 Hz
120° 60° | — 145.74 Hz

= —— 14574 Hz
—184.22 Hz
——184.22 Hz

135°

150°

165°

180°

Figura 14: Diferencias de presion causadas por los tambores homofénicos de la
Figura [12| a distintas frecuencias. Las lineas sélidas corresponden al tambor 1 y

las segmentadas al tambor 2.

Esto demuestra que la diferencia de presion generada no es la misma para
ambos tambores, lo cual se debe a la diferencia de los modos de oscilacién de
ambos tambores (Figura y a la transferencia de energia del aire. En conclusién,
a pesar de ser homofénicos, una persona con los ojos tapados caminando alrededor

de los tambores seria capaz de distinguirlos.
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Figura 15: Primeros modos de oscilacion de los tambores homofénicos de la
Figura Estos modos son a los tambores lo que los de la Figura || a la cuerda.

4.3. Carga del aire

A los factores ya considerados deberia sumarseles otro mas: cuando la mem-
brana oscila, el aire no solo transmite estas oscilaciones, sino que también provoca
una fuerza de reaccién. Esto se conoce como efecto de carga del aire. Para el
modo de frecuencia 146 Hz del tambor 1 discutido en la seccion anterior, cuando se
considera dicho efecto la frecuencia pasa a ser 86 Hz, una importante discrepancia

que provoca un sonido méas grave.

Asimismo, si estudiamos la respuesta del otro tambor obtenemos el grafico de
la Figura que muestra una amplia diferencia entre ambos tambores, haciendo

demasiado fécil el poder distinguirlos.
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Figura 16: Energia entregada por unidad de tiempo en funcién de la frecuencia

considerando la carga del aire para los tambores homofénicos de la Figura
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5. “;Y esto me sirve para algo?”

Una pregunta que algunos alumnos de secundaria suelen hacerle a su profesor
de matematica cuando este les explica algiin tema nuevo es: “;para qué me sirve
esto?”, como si intentaran reducir la importancia de los conocimientos presentados

a un posible uso que les permita obtener beneficios.

Nosotros no creemos que esta reduccion sea correcta puesto que hay resultados
en matematica que no tienen un uso concreto en la vida cotidiana o laboral pero
que basta su belleza para que valga la pena estudiarlos. Y no estamos solos en esta
opinién, pues tenemos de nuestro lado al gran matematico Henri PoincaréQ_Z]: “Los
adeptos encuentran en la matematica deleites andlogos a los que dan la pintura o
la musica. Ellos admiran la delicada armonia de los niimeros y de las formas (.. .)
y el gozo que ellos experimentan, ;no tiene un cardcter estético a pesar de que los
sentidos no participen? (...) No dudo en afirmar que la matemdtica merece ser
cultivada para su propio propoésito, y que las teorias que no admiten aplicaciones

en la fisica merecen ser estudiadas tanto como las otras.”®l

.Y cudl es el caso de la geometria espectral inversa?, jsolo es importante por su
belleza o también tiene aplicaciones practicas? La respuesta es que efectivamente
existen aplicaciones muy interesantes de los resultados que se derivan de ella y de

otros relacionados a estos. A continuaciéon veremos algunas.

5.1. Mantenimiento de campanas

Esta monografia comenzé con el ejemplo de la cuerda de guitarra, en donde
dijimos que es posible determinar la “forma” de esta con la audicion, sin verla.

Esto podria verse como algo de utilidad practica, pues si el guitarrista deseara

24Henri Poincaré (1854-1912) fue un matemaético, fisico y filésofo francés, que realizé una

inmensidad de aportes a la topologia, teoria de nimeros, relatividad especial, entre otros.
25H. Poincaré, The Relation of Analysis and Mathematical Physics, Bulletin American Mathe-

matical Society, Vol. 4 (1899), p. 248.
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cambiar la nota de la cuerda, podria alargarla o acortarla. No obstante, no es esto
lo que se hace para afinar una guitarra, sino que se modifica la tensién, por lo que
la forma de la cuerda no se ve alterada. Pero si existe una aplicacién equivalente a
un instrumento musical, que no es un cordéfono, sino un instrumento de percusion:

la campana.

Las campanas han acompanado a la humanidad desde hace cinco milenios,
por lo que es de esperar que sus “operadores” hayan realizado grandes perfec-
cionamientos a lo largo de la historia. Si bien la forma de tocarlas es facil, su
fabricacién no lo es en absoluto, pues deben poseer una composicion tal que suene

la nota deseada al ser golpeada.

Por otro lado, con cada golpe, las campanas se ven sometidas a severas condi-
ciones de tensién y carga mecdanica, lo que lleva a la aparicion de grietas que las
van desafinando. Cuando esto ocurre, las grietas deben ser cerradas y la campana
debe ser afinada (esto se logra mediante la remocién de metal). Pero detectar es-
tas grietas no es nada féacil ya que no necesariamente son grandes como para ser
simplemente vistas, asi que histéricamente los fabricadores de campanas debian
guiarse por los sonidos emitidos por estas. Es decir, ellos tenian tanta experiencia y
un oido tan desarrolado que eran capaces de “escuchar” las grietas, de “escuchar”

la forma de las campanas.

5.2. Transferencia de estilos

Se le llama transferencia de estilos al proceso por el cual, dadas dos formas
de entrada (una de pose y otra de estilo), se sintetiza una nueva forma con la pose

de la primera y el estilo de la segunda.

Esto se logra tomando los espectros de la entrada y creando a partir de ellos
una forma cuyo espectro se alinea con los autovalores de la figura de estilo y que

es cercano al espectro de la figura de pose.
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Estilo Resultado

Autovalores

Figura 17: Transferencia de estilos: se introducen dos formas de entrada y a

partir de ellas se sintetiza una de salida.

Una de las aplicaciones mas importantes de este proceso se encuentra en el
campo de las ciencias informaéticas, en particular en el de la inteligencia artificial.
La razon de esto es que mientras méas entrenada sea una computadora en la trans-
ferencia de estilos, mas capaz es de replicar un patrén a partir de una muestra de

este, haciendo que aprenda a realizar diferentes tareas.

5.3. Reconstruccion de estructuras

Hemos hablado de la reconstruccion de figuras completas a partir de su espec-
tro, j pero seria posible reconstruir una figura completa a partir del espectro de un
pedazo de ella? La respuesta, sorprendentemente, es que si. Esto es posible gracias
a que existe una relacion entre el espectro de la figura completa y el de la figura
“recortada”: algo como que cierta autofuncion ¢; de la figura parcial es igual a la
autofuncion 1; de la figura completa (Figura |18y .
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Figura 18: Correspondencia entre autofunciones de la figura completa y la

figura parcial.
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Figura 19: Correspondencia entre autovalores de la figura completa y la figura

parcial.

Con esta técnica es posible reconstruir, por ejemplo, la cara de un sujeto a
partir de una fraccion del craneo. Esto es usado en criminalistica para reconstruir
la cara de un posible sospechoso a partir de alguna foto (Figura [20]) y también en

arqueologia para reconstruir el cuerpo de seres vivos de quienes se dispone de sus
fosiles (Figura 21)).
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Figura 20: Reconstruccion de la cara a partir del escaneo de una parte de ella.
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Figura 21: Reconstrucciéon de la cabeza a partir del escaneo de una parte del

craneo.

Otra area en donde se aplica es en bioquimica, por ejemplo cuando se desea
hacer encajar una proteina con otra para estudiar como puede ocurrir la unién y
de qué tipo serfa. Asi, a partir de una de ellas, se “construye” sobre ella la nueva
proteina combinada (Figura . Asimismo, algo asi puede hacerse con el analisis

computacional de estructuras edilicias.

t -9

Proteina A ProteinaB Interfase / No interfase

Figura 22: Analisis de las interacciones entre dos proteinas.
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5.4. Exploracion de formas

Cuando es conocido el espectro de un cuerpo, no solo es posible aproximarse a
la forma de dicho cuerpo, como hemos estado diciendo, sino que también se puede

estudiar como modificando el espectro dado se modifica el cuerpo al cual se llega.

Es sabido que los autovalores mas pequenos contribuyen principalmente a la
informacion global del cuerpo, mientras que los autovalores mas grandes contienen
informacién sobre los detalles (Figura [23)).

Modificacién | Autovalores
Forma de entrada  “paso bajo” '

Figura 23: Dada una forma de entrada se obtienen nuevas formas prohibiendo
el paso de distintas autofrecuencias altas, lo cual cambia la forma global del
cuerpo; o permitiendo que pase solo un rango de las autofrecuencias, lo que

modifica algunos detalles.

Esto también se utiliza en la modelizacion de biomoléculas para conocer cémo

se veria modificiada una de ellas al alterar sus propiedades y componentes quimicos.
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Conclusion

En la Introduccion de este trabajo expresamos nuestro deseo de explicar algu-
nos aspectos relacionados a la geometria espectral inversa a partir de la pregunta
planteada por Mark Kac en 1966 de una forma tal que cualquier persona, inde-
pendientemente de su formacién, pueda entenderlos para deleitarse con algunos de

los resultados que aqui presentamos.

Esto ultimo es fundamental porque, muchas veces, la aversién que sienten las
personas hacia la matematica o las ciencias exactas se debe a que no se les ha
explicado apropiada y vistosamente tales conocimientos. Asi ellos se privan de la

belleza caracteristica de estas ciencias.

Para alcanzar nuestra meta planteamos el problema de Kac a partir de un
sistema sencillo (la cuerda), luego pasamos al caso original (la membrana) para
dar respuesta al problema y exponer algunos invariantes espectrales. Una vez que
dispusimos de estas ideas, analizamos el problema desde un enfoque fisico. Fi-
nalmente, hablamos sobre los distintos campos del conocimiento en donde estos

resultados tienen aplicacion.

Y es que la geometria espectral inversa es tan amplia que hay muchos “lados”
desde donde puede atraer a las personas. Por esto, luego de esta conclusion se
presentara la bibliografia utilizada, de forma que cualquiera que desee profundizar

en esto sepa a donde buscar.

Desconocemos si hemos cumplido con nuestro propésito, pero esperamos que
asi haya sido: seria de gran agrado para nosotros enterarnos de que esta monografia

planté semillas de curiosidad e interés en alguno de sus lectores.
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Las verdades de las matemdticas son al intelecto lo mismo que la misica al
oido y la belleza al ojo (...), pero, en el caso de las matemdaticas, el objeto y la

facultad son mds espirituales, por lo que el deleite es mads puro.

— John Arbuthnof
26J. Arbuthnot, Usefulness of Mathematical Learning. John Arbuthnot (1667-1735) fue un

médico, escritor y matematico escocés.
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