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In painting there is acreative tension between depicting the
shapes, colors and textures of natural objects, and making a beau-
tiful pattern on a flat canvas- Similarly, in mathematics there is a
creative tension between analyzing the laws of nature, and making
beautiful logical patterns.

- Peter Lax, opinion sobre la matemdtica.
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Capitulo 1

Sobre los Protagonistas

1.1. Arthur Norton Milgram

Arthur Norton Milgram nacié el 3 de Junio de 1912 en Philadelphia,
Estados Unidos. Obtuvo su doctorado en matematica en la Universidad de
Pennsylvania a los 25 anos, trabajando bajo la supervisiéon de John Kline,
alumno de Robert Lee Moore, famoso por sus trabajos en Topologia.

Influenciado por Kline y Moore, su principal area de interés en sus co-
mienzos fue topologia. Sin embargo durante su trabajo como matemaético,
Milgram hizo contribuciones a diversas areas, pasando por analisis funcional,
combinatoria, geometria diferencial, ecuaciones diferenciales parciales, teoria
de Galois y teoria de grafos.

Tal vez una de sus méas notables contribuciones es justamente el teorema
que escribié en conjunto con Peter Lax. Habia desarrollado un gran interés
por las ecuaciones en derivadas parciales, en las cuales estaba trabajando
cuando fallecié en la Universidad de Minnesota Milgram, seis anos después
de la publicacién del teorema que lleva su nombre, con tan sélo 49 afios.

1.2. Peter David Lax

Peter Lax naci6 el primero de mayo de 1926 en Budapest, Hungria, en
el seno de una familia acaudalada de origen judio. Sus padres, Henry Lax y
Klara Kornfield Lax eran ambos médicos. Fue reconocido desde sus primeros
afios como un futuro genio matematico, entrando en este mundo a temprana
edad gracias a su tio materno, ingeniero eléctrico. Su interés en la matematica
no hizo mas que crecer con los anos, consolidandose en su juventud. Sus
padres lo alentaron e incluso le consiguieron una tutora que lo guié a lo largo
de su vida en Hungria.



CAPITULO 1. SOBRE LOS PROTAGONISTAS 4

Durante el gobierno de Miklés Horthy, que estuvo al mando de Hungria de
1920 a 1944, la vida y seguridad de las familias judias se vieron amenazadas.
Afortunadamente, la familia de Peter Lax reconocié las senales de peligro, y
gracias a sus amigos influyentes lograron salir del pais rumbo a Nueva York,
en 1941.

Al llegar a Nueva York, Lax traia consigo dos cartas de sus mentores en
Budapest dirigidas a dos matematicos Hungaros ya instalados en Estados
Unidos: John von Neumann, en Princeton, y Gabor Szego, en NYU. Ambos
le dieron sus recomendaciones, y Lax decidié seguir la de Szeg6: iniciarse
como estudiante en matematica en NYU bajo la tutela de Richard Courant.
Permanecié alli como profesor durante toda su carrera. Con el tiempo, el
departamento de matematica de la universidad pasaria a llamarse “Instituto
Courant”.

Es asi como Lax fue guiado, apoyado e inspirado por estos dos personajes
desde sus primeros dias en América. Tanto Courant como von Neumann com-
partian una gran pasion por la matemaética, a la par de moverse en circulos
influyentes de la politica estadounidense.

Tras cursar tres semestres en NYU, Peter fue arrastrado hacia el ejército
estadounidense. El tiempo de Peter en el ejército lo llevd, gracias a sus ta-
lentos, al Proyecto Manhattan v a Los Alamos, donde rdpidamente ascendié
de operador de calculos a tareas mas matematicas. Fue alli donde se retine
con von Neumann, quien por su parte era ya un reconocido matematico y
ocupaba una posicion importante en el Proyecto. Estaba fascinado por un
dificil problema fisico-matematico: ondas de choques, como la ola de implo-
sion para detonar una bomba de plutonio, o la bomba de presiéon que causa
una explosién atomica.

Estos son fenémenos fisicos interesantes. Matematicamente hablando, son
soluciones discontinuas de ciertas ecuaciones diferenciales parciales no linea-
les. Predecir donde y cémo surge la discontinuidad y como se propaga sigue
siendo hasta el dia de hoy un problema profundo y dificil. Peter trabajo en
ondas de choques al lado de John von Neumann, y continué y amplié su
trabajo.

Asi comenzd la manera particular de Peter Lax de combinar matematica
pura y aplicada, la cual guié y caracterizé tanto sus trabajos como su forma
de pensar durante toda su vida. En la manera de trabajar de Peter Lax,
lo puro y lo aplicado se alimenta y refuerza entre si, uniéndose de manera
inseparable. Dice que le gusta elegir un fenémeno sorprendente, como las olas
de choque, y analizarlo matematicamente. Mientras que un trabajo de esta
indole esta motivado por la fisica y produce informacion valiosa para ella, el
analisis en si mismo, hecho por Lax, es matematica pura. Esta precisamente
formulado como un problema matematico, y el resultado es rigurosamente
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probado.

Peter Lax es considerado uno de los mejores mateméaticos aplicados con
vida y uno de los mejores matematicos teoricos con vida. Dedico su vida a
las ecuaciones diferenciales parciales desde el punto de vista tedrico, aplicado
y computacional. Entre sus miultiples contribuciones destacan los esquemas
de Lax-Friedrichs y Lax-Wendorff, el Teorema de Equivalencia de Lax y los
“Pares de Lax”.

Por otro lado, la influencia de Peter en el instituto Courant fue particu-
larmente manifestada cuando se convirtioé en director. Y fue Peter el primero
en una secuencia de cuatro ganadores consecutivos del Premio Abel del Ins-
tituto, una secuencia que todavia no ha sido equiparada por ninguna otra
institucién en el mundo.

Peter es miembro o miembro extranjero de siete academias nacionales, in-
cluyendo La Academia Nacional de Ciencias de Estados Unidos, la Academia
de Ciencias de Rusia y, por supuesto, la Academia de Ciencias de Hungria.
Tiene nueve doctorados honorarios de universidades en tres continentes. Y
junto con su Premio Abel, le fueron otorgadas las mas altas distinciones de
las tres academias matematicas estadounidenses (AMS, MAA y SIAM) asi
también como el Wolf Prize en Matematica, y otros altos honores.

En resumen, Peter Lax crecié6 durante la gran guerra contra el fascismo
Nazi, transcurriendo su vida durante medio siglo de Guerra Fria y amena-
zas nucleares de destruccion mutua asegurada. En el famoso Proyecto Man-
hattan, en el cual una nueva especie de bomba estaba siendo inventada y
desarrollada, Lax fue iniciado en el mundo de la matematica aplicada. Fue
un prodigio que cumplié su promesa, ultimo sobreviviente de la gran ola de
matematicos y fisicos europeos de las décadas de 1930 y 1940. A una herencia
familiar distinguida, aporté un talento brillante, el cual fue tempranamen-
te reconocido y cuidadosamente nutrido tanto en Budapest como en Nueva
York. En su trabajo se reconoce una union inseparable entre la mateméatica
pura y aplicada.

1.3. Contexto histdérico del teorema

El Teorema de Lax-Milgram ha sido desde su formulaciéon una pieza fun-
damental en el campo del analisis funcional. Concebido por los matematicos
Peter D. Lax y Arthur N. Milgram, fue presentado por primera vez en 1952
en una conferencia de tres dias sobre ecuaciones en derivadas parciales, lleva-
da a cabo en Arden House, Harriman, Nueva York. Fue publicado dos anos
después (debido a demoras en la edicién) por Princeton University Press a
modo de Lema, como una herramienta auxiliar para la teorfa de ecuaciones
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diferenciales parciales. La importancia de su uso, y las siguientes generaliza-
ciones del mismo, terminaron por darle el nombre de Teorema. Al momento
de su publicaciéon, diversas areas de la matematica se encontraban en un
proceso de grandes cambios, debido al surgimiento, estudio y desarrollo del
analisis funcional. Si bien la idea de definir espacios de funciones trazaba sus
antecedentes hasta finales del siglo XIX, no fue hasta entrado el siglo XX
que fue llevada a cabo plenamente. Estos espacios de funciones eran comple-
tamente nuevos, y los descubrimientos asociados a ellos se daban de manera
vertiginosa.

Es asi que a partir del 1900, la teoria que enmarca al andlisis funcional
empieza a consolidarse y expandirse. En 1910, Hilbert introduce los espacios
que llevan su nombre, siendo formalmente axiomatizados después de 1930. A
su vez, en 1920, surgen los espacios de Banach, y en 1950, los de Sobolev.

Después de esta primera etapa en la que se presentaron estos nuevos espa-
cios, comienza una segunda etapa, en la que se busca entenderlos y descubrir
sus propiedades. Es durante este periodo que se enuncia el Teorema de Lax-
Milgram, que complementa a otros teoremas de representacién, formando
uno de los bloques basicos sobre los que descansa el anélisis funcional.

Desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales, el Teorema de
Lax-Milgram se da en un contexto temporal en el que comenzaba el interés
por formular problemas en espacios abstractos, capturando sus propiedades
y de ser posible, facilitando su planteamiento y resolucién. Lax y Milgram
formaron parte de este periodo de ebullicion, contribuyendo con un resultado
de existencia y unicidad.

El Teorema de Lax-Milgram tuvo una rapida propagaciéon en el mundo
de la matematica, y su impacto puede apreciarse no s6lo en sus diversas
aplicaciones directas, sino también en la teoria, métodos y generalizaciones
desarrolladas a partir de él.




Capitulo 2

Teorema de Lax-Milgram

El objetivo de este capitulo serd enunciar y dar una demostracion del
Teorema de Lax-Milgram, repasando primero algunos conceptos basicos ne-
cesarios para su formulacion.

2.1. Preliminares

En esta seccién daremos algunas definiciones de algebra lineal y analisis
matematico, que nos serviran para entender el enunciado y demostracion del
teorema.

Definicién 1. Sea X un conjunto. Una funcién d: X x X — R recibe el
nombre de distancia si

1. d(z,y) >0 Ve,ye X yd(z,y) =0 z=y
2. d(z,y) =d(y,z) Vr,y € X
3. d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) Vx,y,z € X

(

El par (X, d) recibe el nombre de espacio métrico.

Definicién 2. Una sucesién (x,,) en un espacio métrico (X, d) se dice con-
vergente si existe z € X tal que lim d(z,, 2)=0.
n—oo

Definicién 3. Una sucesién (x,,) en un espacio métrico (X, d) es de Cauchy

si n%r_r)loo d(zp, )=0.

Es facil demostrar que toda sucesion convergente es de Cauchy. Sin em-
bargo, la reciproca no siempre es cierta. Los espacios en los que si se cumple
tienen propiedades especiales, y por eso reciben un nombre particular.

7
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Definicién 4. Un espacio métrico (X, d) se dice completo si toda sucesién
de Cauchy converge en X

Combinando ahora estas nociones de completitud con las propiedades de
los espacios vectoriales, surgen las siguientes definiciones.

Definicién 5. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y
completo.

Definicién 6. Un producto interno en un espacio X es una aplicacién
(,): X x X — K tal que

L (z+y,2)=(2,2) +{y,2) Vo,y,z€X

A
2. (ax,y) = a(z,y) Vo,ye X,ae K
3. (z,y) = (y,z) Ve,ye X

4. (z,2) >0y (z,2) =0 &z =

Notemos que si un espacio X tiene un producto interno, lo podemos dotar
de una norma inducida por éste de la siguiente manera: ||z|| = /(z, )

Definicién 7. Se dice que un espacio X dotado de un producto interno (,)
es de Hilbert si con la norma inducida por éste es un espacio de Banach.

Tenemos entonces definidos los espacios en los que nos interesa trabajar.
Veamos algunas propiedades y definiciones sobre las transformaciones lineales
entre ellos.

Definicién 8. Dado un espacio H normado decimos que B : H x H — C' es
una forma bilineal si cumple que

B(au+v,y) = aB(u,y) + B(v,y) Vy,u,v € H, YaeC
B(z, fu+v) = 6B(z,u) + B(z,v) Vz,u,v€ H, Vel

Definicion 9. Una transformacion lineal T' en un espacio normado esta
acotada si existe una constante positiva k > 0 tal que ||T'z|| < k||z|| Vo € X

Definicion 10. La norma de una transformacion lineal T" esta dada por

17 = sup {”T” o o}

(Ed I
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Definicién 11. Dada la transformacién lineal 7' : X — Y, definimos los
conjuntos R(T) = {T(z) € Y/x € X} y N(T) = {z € X/T(z) = 0} llamados

rango y nucleo de T, respectivamente.

Definicién 12. Sea B(:,-) : X x X — R forma bilineal. Entonces se dice
que B es coercitiva si exite una constante a > 0 tal que:

B(z,z) > ofz]|* VreX

Definiciéon 13. Sea B(-,:) : X x X — K forma bilineal. Entonces se dice
que B es acotada si existe una constante v > 0 tal que:

1B(z, )l < ~llzllllyll  Ve,y e X

Definicion 14. Una transformacion lineal T en un espacio normado X se
dice acotada por debajo si existe una constante 3 > 0 tal que Sjz| <
|Tx||Vz € X

2.2. Teorema de Lax-Milgram

El Teorema de Lax-Milgram es uno de “representacion”. Este tipo de
teorema asegura que una estructura abstracta con ciertas propiedades es
isomorfa a otra estructura. El nombre se debe a la idea de que un elemento en
la segunda estructura “representa” a aquel con el cudl esta identificado en la
primera via el isomorfismo. Por su parte, el Teorema de Lax-Milgram asegura
que las formas bilineales sobre un espacio de Hilbert son “representables” por
elementos del dual de dicho espacio.

En el analisis funcional uno de los teoremas de representacién mas cono-
cidos es el de Riesz, el cual usaremos fuertemente en la prueba del teorema
de Lax-Milgram. Veamos primero el siguiente resultado, seguido de la prueba
del Teorema de Riesz.

Teorema. (De Proyeccion) Si H es un espacio de Hilbert y M es un subes-
pacio cerrado de H entonces

H=MaoM™*"

Demostracién. Dado que (,) es lineal, tenemos que M+ es también subes-
pacio de H, y la desigualdad de Cauchy-Schwartz implica que es cerrado.
Ademds si € M N M+ entonces (z,7) = 0, por lo que z = 0. Por lo tanto
MnM*+={0}

Basta mostrar ahora que H = M + M*. Sea v € H. Veamos que el conjunto
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v—M={ue H/u=v—m,m e M} tiene un elemento de norma minima.
Sea d = infM |lul| . Sea (u,) sucesion en v — M tal que ||u,| — d.
ucxr—

Tenemos que %(u, + uy,) € v — M, y luego existen n,m € N tales que
|t + || > 4d?. Combinando esto con la ley del Paralelogramo, obtenemos

2]unll” + 2l = lun = wmll* = llun + wn|* > 4d*

Pero 2||u,||* + 2||un|* — 4d?, resultando de la desigualdad anterior que
|ty — U || — 0. Luego (u,) es de Cauchy, y como el espacio es completo
converge. Ademds como es una sucesion en v — M cerrado, converge a algtin
u € v — M, con |jul]| = d. Por lo tanto, existe un v; € M que minimiza
[[v = vi.

Definamos ahora vy = v — vy, entonces ||vs]| < ||vy + w| Yw € M — {0}, o
equivalentemente

[va]] < [lva = Aw]| Yw € M — {0}

donde \ =

%' Elevando al cuadrado y desarrollando obtenemos

[v2* < [lva = Awl][* = [[oa]|* + 2Re(A{vz, w)) + A*[lw]]*

Vo, W 2 w 2
—= H,U2||2_2<H2/L70||2> + <U27w>2HwH4
<U27w>2
= ||U2||2 -
[[w][?

Es claro que (vy, w) debe ser cero. Luego vy € M+,
Hemos demostrado entonces que v = v, + vy con vy € M, v, € M+, que es lo
que buscabamos

O

Teorema de Representacion de Riesz. Sea H un espacio de Hilbert,
f+ H — K una funcional lineal continua. Entonces existe un unico u € H
tal que f(v) = (v,u)y Yv € H, y ademds ||f|| = ||u]|.

Demostracion. Si f =0, tomamos u = 0 y resulta f(v) =0 = (v,0) Yo € H
Por el contrario, si f # 0, entonces N(f) C H. Por continuidad de f, N(f) es
un subespacio cerrado de H, por lo que el Teorema de Proyeccion implica que
existe w # 0 en H con w ¢ N(f) tal que w L N(f). Es claro que podemos
asumir ||lw|| =1

Notemos que Vv € H

f(f)w = fw)v) = f(v)f(w) = flw)f(v) =0
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Por lo que f(v)w — f(w)v € N(f). Como w L N(f), entonces
0= (f(v)w — fw)v,w) = f)[w]* = (v, f(w)w)

es decir

f(0) = (v, fw)w) = (v,u) Yve H

tomando u = f(w)w.
Veamos ahora que dicho u es tnico. Si existieran u;,us € H tal que
f() = (v,u1) = (v, us), entonces

(Vyug —ug) =0 Yo € H = up —ug =0= u; = uy
Para probar la segunda afirmacion del teorema, notemos que
f)=(u) = f) = [v,w)| <[] |ul
por desigualdad de Cauchy-Schwartz. Luego

IfII= sup, [f ()] < Jluf

Si JJu|| = 0, entonces u =0y f =0, por lo que trivialmente || f|| = |lu].
Si Jlul] # 0
u u 1 || |?
171 = s 1701 = |1 (725)| = i) | = a0l = ke =
Joll=1 i <||UH ) i i
siendo la desigualdad cierta pues || (| = 1.
[

Lo ultimo que haremos antes de dar paso al teorema sera probar un par
de lemas técnicos, ttiles para su demostracion.

Lema 1. Sean V,W espacios normados. Una transformacion lineal T : V —
W acotada por debajo admite inversa continua T~ : R(T) — V.

Demostracion. Supongamos 1" acotada por debajo. Entonces existe una cons-
tante 0 > 0 tal que

Blv|| < ||Tv]] YveV (2.1)

Luego tenemos v € N(T) < Tv =0 < ||Tv|| =0 < |jv]| =0 < v =0 Por
lo que N(T') = {0} y T es inyectiva. Por lo tanto existe T~': R(T) — V.
Ademaés, (2.1) es equivalente a

1
T | < =lv
| | BH I

Es decir, 77! es acotada, y por lo tanto continua. O
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Lema 2. Sea B un espacio de Banach y T : B — B un operador lineal y
continuo. Si T es acotado por debajo, entonces R(T') es cerrado en B.

Demostracion. Sea (z,) sucesién en R(T') tal que z, — 2,2 € B. Al ser T
acotado por debajo, por Lema 1 sabemos que es inyectivo, por lo que existe
una unica sucesion (v,) en T tal que z, = T'(v,) Vn € N.
Entonces [|zn — zm|| = |T(vn) = T (vm)|| = [|T(vn = vm)|| = Bllvn = vm
Pero (z,) es de Cauchy, y de la desigualdad anterior se sigue que (v,,) también
es de Cauchy.
Luego, como B es de Hilbert, (v,) converge a algin v € B, y como T es
continua

z = lim (2,) = lim T'(v,) = T(lim v,) =Tv

n—oo n—o0 n—oo

Es decir, z € R(T) y por lo tanto, R(T) es cerrado.
]

Teorema de Lax-Milgram. Sea H un espacio de Hilbert realy B : HxH —
R forma bilineal, acotada y coercitiva. Si F': H — R es una funcional lineal
acotada, entonces existe un unico yo € H tal que

B(z,y) =F(zr) VreH (2.2)

Mids aiun, si B es simétrica entonces

Yo = min {J(v) = ;B(v, v) — F(v)} (2.3)

veH

Demostracion. Para cada elemento u € H, la aplicacion B,: H — R que a
cada v € H le asigna B(u,v) es una funcional lineal acotada sobre H, por lo
cual el Teorema de Representacion de Riesz afirma la existencia de un tinico
elemento w € H que satisface

B(u,v) = B,(v) = (w,v) Yv e H (2.4)

Como podemos hacer esto para todo u € H, definamos un operador lineal
T: H— H dado por T(u) =w , donde B(u,v) = (v,w) Yv € H.

Veamos primero que T es un operador lineal acotado. En efecto, si A1, Ay €
Ry uy,us € H, tenemos que para cada v € H

(T'(Muy + Aus),v) = B(Aug + Agug,v) por (2.4)
= M B(uy,v) + Ao B(uz, v)
= A (T(uy),v) + Ao (T(ug),v) por (2.4)
= (MT(u1) + AT (uz),v)
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Y como esto vale para todo v € V resulta T lineal. Ademas, como B es
acotada existe una constante a > 0 tal que |B(u,v)| < «a|lul/||v||, por lo
tanto

1T ()|* = (T (u), T(w)) = B(u, T(w)) < a [|ul| [|T(w)]]

Entonces ||T(u)|| < allu|| Yu € H, y resulta T acotada.
Por otro lado, como B es coercitiva, existe una constante S > 0 tal que

Bllull® < Blu,u) = (T(w),u) < [T(w)]] [lul

y luego f||ul| < ||T(u)||. Por Lema 1, tenemos que T tiene inversa continua,
y por lo tanto es inyectiva. Ademads, R(T) es cerrado por Lema 2.

Veamos ahora que R(T') = H.

En caso contrario, como R(T) es cerrado, existirfa un elemento distinto de
cero w € H con w € R(T)*. Pero esto da lugar a la siguiente contradiccion

Blwl* < B(w, w) = (T'(w), w) =

Ahora, nuevamente por el Teorema de representacion de Riesz, existe un
elemento w € H que cumple

F(v) = (w,v) Yve H.
Pero como R(T)=H, existe u € H tal que T'(u) = w. Entonces
B(u,v) = (T(u),v) = (w,v) = F(v) Yveé€H,

que es (2.2). Finalmente, vemos que u es el tnico que satisface (2.2). En
efecto, si hubiera otro @ € H tal que B(u,v) = F(v) para todo v € H,
usando la bilinealidad de B tenemos

B(u — @,v) = B(u,v) — B(u,v) = F(v) — F(v) =0
Si tomamos v = u — 4, resulta
Bllu—a|* < Blu—a,u—a)=0
y luego [|u — 4| = 0.

Para la segunda parte del teorema, suponemos B simétrica, es decir
B(z,y) = B(y,z) Vx,y € H. Sea

z=minJ(v), J(v):= ;B(v,v) — F(v).

veH
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Definimos g : R — R por g(e) = $B(z + ew, z + ew) — F(z + ew). Como

cero es minimo de la funcién g, resulta
g'(0) =0. (2.5)
Por otro lado, como B es simétrica,
1 1 1,
§B(z +ew, z + ew) = §B<Z, z) + B(z,ew) + 5¢ B(w,w),
por lo que
¢(0) = B(z,w) — Fuw). (2.6)
Luego por (2.5) y (2.6) tenemos B(z,w) = F(w). Por unicidad, yy = z, que

es lo que buscdbamos.
m




Capitulo 3

Método de Elementos Finitos

3.1. Introduccion

El método de los elementos finitos (MEF) ha adquirido con el uso de las
computadoras una gran importancia en la solucion de problemas de ingenie-
ria, fisica, etc., ya que permite resolver casos que hasta hace poco tiempo
eran practicamente imposibles de resolver por métodos matematicos tradi-
cionales. Esta circunstancia obligaba a realizar prototipos, ensayarlos e ir
realizando mejoras de forma iterativa, lo que traia consigo un elevado coste
tanto econémico como en tiempo de desarrollo. E1 MEF permite realizar un
modelo matematico de calculo del sistema real, mas facil y econémico de
modificar que un prototipo. Sin embargo no deja de ser un método aproxi-
mado de calculo debido a sus hipdtesis basicas. El MEF como formulacion
matematica es relativamente nueva; aunque su estructura bésica es conocida
desde hace bastante tiempo, en los tltimos afios ha experimentado un gran
desarrollo debido a los avances informaticos. Han sido precisamente estos
avances informaticos los que han puesto a disposicion de los usuarios gran
cantidad de programas que permiten realizar calculos con elementos finitos.

Aunque el nombre del MEF se ha establecido recientemente, el concepto
se ha usado desde hace varios siglos. El empleo de métodos de discretizado
espacial y temporal y la aproximacion numérica para encontrar soluciones a
problemas de ingenieria o fisica es conocido desde hace mucho. El concep-
to de ‘elementos finitos’ parte de esa idea. Para encontrar vestigios de este
tipo de céalculos podriamos remontarnos a la época de la construccién de
las piramides egipcias. Los egipcios empleaban métodos de discretizado para
determinar el volumen de las pirdmides. Arquimedes (287-212 a.C.) emplea-
ba el mismo método para calcular el volumen de todo tipo de sélidos o la
superficie de areas. En oriente también aparecen métodos de aproximaciéon

15
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para realizar calculos. Asi el matemético chino Lui Hui (300 d.C.) empleaba
un poligono regular de 3072 lados para calcular longitudes de circunferencias
con lo que conseguia una aproximacion al nimero Pi de 3.1416. El desarrollo
de los elementos finitos tal y como se conocen hoy en dia ha estado ligado al
calculo estructural fundamentalmente en el campo aeroespacial. En los anos
40 Courant propone la utilizaciéon de funciones polinémicas para la formu-
lacién de problemas elasticos en subregiones triangulares, como un método
especial del método variacional de Rayleigh-Ritz para aproximar soluciones.

El libro de Zienkiewicz y Cheung presenta una interpretaciéon amplia del
MEF y su aplicaciéon a cualquier problema de campos. En él se demues-
tra que las ecuaciones de los EF pueden obtenerse utilizando un método de
aproximacion de pesos residuales, tal como el método de Galerkin o el de
minimos cuadrados. Esta visiéon del problema difundié un gran interés en-
tre los mateméticos para la solucién de ecuaciones diferenciales lineales y no
lineales mediante el MEF, que ha producido una gran cantidad de publica-
ciones hasta tal punto que hoy en dia el MEF esta considerado como una de
las herramientas méas potentes y probadas para la solucion de problemas de
ingenieria y ciencia aplicada.

Actualmente el método se encuentra en una fase de gran expansion: es
ampliamente utilizado en la industria y contindan apareciendo cientos de
trabajos de investigacion en este campo. Las computadoras han aportado el

medio eficaz para resolver la multitud de ecuaciones que se plantean en el
MEF.

3.2. Descripcién a grandes rasgos

El método de los elementos finitos supone, para solucionar el problema,
el dominio discretizado en subdominios denominados elementos. El dominio
se divide mediante puntos (en el caso lineal), mediante lineas (en el caso
bidimensional) o superficies, o volimenes (en el tridimensional) imaginarias,
de forma que el dominio total en estudio se aproxime mediante el conjunto
de porciones (elementos) en que se subdivide. Los elementos se definen por
un namero discreto de puntos, llamados nodos, que conectan entre si los
elementos. Sobre estos nodos se materializan las incégnitas fundamentales
del problema.

En sintesis, los pasos a seguir para aplicar el MEF son los siguientes:
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Paso 1

Se divide el espacio mediante una particiéon que contiene una cantidad
finita de “elementos”. Los elementos estdn conectados entre si por una
cantidad discreta de puntos o “nodos”, situados es sus contornos. Asociado
a la particion, se construye un espacio vectorial de dimensién finita. Siendo
la soluciéon numeérica aproximada obtenida por elementos finitos una combi-
nacién lineal en dicho espacio vectorial.

Paso 2

Se forma un espacio vectorial de dimension finita mediante la particion y
se analiza ahora el problema en este espacio discreto.

Paso 3

Se resuelve el problema en este nuevo espacio.

Paso 4

Se refina la particién para que la aproximacién sea tan buena como se
quiera.




Capitulo 4

Aplicacién a la ecuacion de
Poisson

4.1. Preliminares

Definicién 15. Un multi-indice es una n-tupla ordenada o = (v, ..., @)
de enteros no negativos. Para cada multi-indice a esta asociado el operador

diferencial N 5 \e
DY = — ..
(8951 ) ( 0x,, ) ’

cuyo orden es |a| = aj + ... + .

Definicién 16. Dado p € R, al espacio de todas las funciones medibles f
definidas en (2 tales que |f|P es integrable en € lo llamamos el Espacio p
de Lebesgue y lo denotamos L, (£2).

15 = ([ 17yprar) "

se tiene en L, (€2) una estructura de espacio normado.

Definiendo

Observaciéon. L es el tnico espacio de la familia L, que es de Hilbert, con
el producto interno

(f.9) = /Q F(x)g(z)de.

A partir de los espacios de Lebesgue, podemos definir L}, (Q2), el espacio
de funciones de médulo localmente integrable sobre €). Es decir, funciones
cuyo modulo es integrable sobre cualquier subconjunto compacto K de €.
Trabajando en este espacio, surge la siguiente defincion:

18
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Definicién 17. Sea f € L}, (Q). Decimos que u € L. () es una a-
derivada débil de f si

/f VD%p(z)dx = ( —1)'0“/Qu93<,0:rd:x

para toda funcién de prueba ¢ de soporte compacto.

En otras palabras, si tenemos f y existe una funcién u que cumple la
ecuacion anterior para toda ¢, decimos que D“f = u en el sentido débil.

Definicién 18. Sea {2 un conjunto abierto de R™ y k£ un entero positivo.
Para 1 < p < oo, denotamos por W*? (Q2) al conjunto de todas las funciones
reales f definidas en 2 tales que para cada multi-indice o con |a| < k, D* f
existe en el sentido débil y pertenece a L,).

A WFEP (Q) se lo llama Espacio de Sobolev de orden k, p.

Notemos que W*P? (2) es un espacio vectorial con norma

1/p
ank,p:(z LD \da:) .

|s|<k

Ademaés, dado que las derivadas son tomadas de la manera débil, el espacio
WP (Q) es completo. Es decir, es un espacio de Banach.
En el caso p = 2, definiendo el producto interno

(f, Dwre) = > (D*f, D°9) 1,0

s|<k
tenemos que W2 (Q) es un espacio de Hilbert.

Observacién. Denotamos H* = W#?2 (Q). Con el producto interno definido
arriba, tenemos que

L 1/2
1l = (Z ||D"f||%2>
1=0

Denotamos por HE (Q) a la clausura de C° (Q) en H* (Q).

Sea I' la frontera del dominio 2. Si ademéas f es continua en la clausura
de €2, entonces f estd definda en I'. Asi, tiene sentido definir la traza de f,
denotada por I'(f), a la restricciéon de fa I".
Tenemos entonces el siguiente espacio de funciones en H*:

Hy(Q)NnC(Q) ={f e H"Q) | I(f)=0}.
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4.2. La ecuacion de Poisson

Una de las aplicaciones mas comunes del Teorema de Lax-Milgram en
las ecuaciones diferenciales parciales es la famosa ecuaciéon de Poisson. La
ecuacion de Poisson es de gran utilidad para la electrostatica, la ingenieria
mecanica y la fisica tedrica.

Su nombre se debe al matemético, geémetra y fisico francés Siméon-Denis
Poisson, quién la publicé en 1812 como correccién de la ecuacion diferencial
parcial de segundo orden de Laplace para la energia potencial.

Es utilizada, por ejemplo, para describir el campo potencial causado por una
cierta carga; una vez conocido el campo potencial, se pueden calcular el cam-
po gravitacional y electrostatico.

Fue esta ecuacién la razén por la cual Sergei Sobolev definié el espacio H'(€2)
en un principio, pues era el espacio natural para resolverla.

La forma general de la ecuacion es

Au = f, (4.1)
donde A es el operador de Laplace:

" 9%

Analizaremos el problema de la ecuacién de Poisson agregando la condi-
cion de frontera de Dirichlet. Esto es, vamos a buscar resolver la ecuacién en
un dominio Q C R? con la condicién de frontera

u(z) =0 Ve e 0Q =T. (4.2)

Esta condicién restringe la biisqueda de soluciones al espacio H{, cuyos ele-
mentos necesariamente cumplen (4.2).

4.3. Caso unidimensional

En el caso unidimensional, tomamos © = (0,1), y la formulacién fuerte
del problema de Dirichlet toma la forma

{ —u"(z) = f(z) =€ (0,1) (4.3)
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4.3.1. Lax-Milgram: existencia y unicidad de solucién

Veamos ahora que, gracias al teorema de Lax-Milgram, podemos garan-
tizar la existencia y unicidad de solucién del problema (4.3). Para esto, co-
menzaremos primero por reformularlo, llevandolo a su forma débil, y luego
verificaremos que dicha reformulacion se encuentra bajo las hipétesis del teo-
rema de Lax-Milgram.

Multiplicando a ambos lados por la funcién de prueba v € D() e inte-
grando por partes obtenemos

1 1 1
/ fode = —/ u"vdr = —vu|§ —I—/ u'v'dz.
0 0 0

Dado que vt/|} se anula, pues buscamos funciones en H}(0, 1), resulta

1 1
/ fodx = / u'v'dz.
0 0

Definamos entonces
B(u,v) = /01 W () (z)dx , F(v) = /01 f(z)v(x)dz
Luego, el problema (4.3) puede ser reformulado en su forma débil:
B(u,v) = F(v) Yve H0,1). (4.4)

Como podemos ver, esto tiene la forma usual del problema que resuelve
el Teorema de Lax-Milgram, puesto que B es claramente bilineal y F una
funcional lineal. Sin embargo, antes de poder aplicar este teorema, debemos
verificar las condiciones de acotamiento y coercitividad.

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz vemos que

Bl < [ Wi < ([ W) ([ )

= [[u'[| Ly, V'] Lac0.1)
< M||ul[Jv]].

1/2

Es decir, B es acotada.
Por otra parte, por la desigualdad de Poincaré-Friedrichs, notamos que

1
Bv.v) = [ [@)de = '], 01 2 80l 0
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Por lo tanto B es también coercitiva.
Finalmente vemos que

v)| = ‘/ z)dz| < HfHLQ 0,1) HUHLQ 0,1) = HfHL2 0,1) HUHHI (0,1

Luego, F' es acotada. Entonces estamos en las condiciones del Teorema de
Lax-Milgram, que asegura que el problema de Dirichlet unidimensional tiene
solucién tnica.

4.3.2. Método de Elementos Finitos: aproximacion de
la solucién

Retomamos la ecuacion (4.3). Ya sabiendo que existe una tnica solucién,
estamos en condiciones 6ptimas para desarrollar el MET, con el que vamos a
aproximarla. Retomando la numeracion de los pasos a seguir con el método,
tenemos que:

Paso 1

Definicion 19. Una particién de 2 = (0, 1) es una divisién de este dominio
en subintervalos, dada de la siguiente forma:

Ole 21, %]

donde 0 = 2y < 21 < ... < z,_1 < z, = 1. Las constantes z; son llamadas
vértices o nodos y los subintervalos I; = [z;_1, z;] son denominados los
elementos del método.

Paso 2

Dada una particién del (0, 1), sean h; = z; — 2,1, h = mléx h;. Vamos
J=4L.n

a definir un espacio de funciones lineales continuas definidas por partes de la
siguiente forma:

Vh = Span{gol, sy Sonh}v

donde
(z —xj1)/hj x el
oj(x) =14 (rj1 —2)/hjy1 v € L
0 c.c

Asf resulta V}, un subespacio de Hj (0, 1).




CAPITULO 4. APLICACION A LA ECUACION DE POISSON 23

.
.
.
I
.

0 1 2 i (=4) N (=6)

Paso 3

Reemplazamos entonces la formulacion débil del problema orginal en este
nuevo espacio:

B(uh,vh) = F(’l}h) Vvh S Vh. (45)

Aprovechando que, a diferencia de H{(0,1), dim(V}) < oo vamos a dis-
cretizar el problema.
np np
Como vy, up, € Vj, escribimos v, = Y vipi, up = > ujp;.
i=1 j=1
Luego, como B es bilineal y F lineal, tenemos:

1 np np 1 np np
B(up,vp) = /0 uy (z)vy, (x)dz = Z Z UV, /0 i(x) p;i(z)de = Z Z uv; B(pi, 95),
i1 j=1 i1 j=1

Flo) = [ 1@t = o [ f@heitalde =3 0 (o)

Definimos entonces a;; = B(;, ¢j), bj = F(p;), 1<1i,5 <ny.
El problema se resume a hallar la soluciéon u € R™ del problema

(Au,v) = (b,v) Vv e R"™,
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donde A = (a;;), b=(b;), u=(u;), v=_vy).

Notemos entonces que (Au,v) = (b,v) = (Au—0b,v) = 0y (Au—b,v) =
0 YveR™ & Au=b.
Luego el problema es hallar la solucién u € R™ del sistema lineal Au = b.

Numéricamente hay muchos métodos que se pueden utilizar para resolver
el sistema , pero ese no es el fin del ejemplo.
Una vez resuelto el problema, obtenemos la solucién u y reconstruimos a wuy,
solucién del problema (4.3)

Paso 4

Veremos que u, — u cuando h — 0 mas adelante.

4.4. Caso general

Los razonamientos empleados en el caso unidimensional pueden generali-
zarse a dimension arbitraria.
En dimension n, la ecuacién de Poincaré con condiciéon de Dirichlet en la
frontera queda:

—Au(z) = f(z) z€Q
{ wz)=0  z€dn (4.6)

Con 2 C R™ abierto.

4.4.1. Lax-Milgram: existencia y unicidad de soluciéon

Definiendo como antes

B(u,v) :/QVu(x)-Vv(x)dx , F(v) :/Qf(:v)v(x)dx

y usando el Teorema de la divergencia obtenemos que el problema (4.6)
nuevamente toma la forma

B(u,v) = F(v) Yve Hy(Q)

Por lo tanto, aplicando Lax Milgram de manera analoga, obtenemos existen-
cia y unicidad de solucion.
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4.4.2. Método de Elementos Finitos: aproximacion de
la solucion

El MEF también lo podemos aplicar en dimensién n. Por ejemplo, cuando
n = 2 tenemos:
Paso 1

Definicién 20. Una triangulacién de un dominio poligonal 2 C R? es una
subdivisién de €2 en un conjunto finito de tridngulos satisfaciendo la siguiente
propiedad: ningun vértice de la particion pertence al interior de alguna arista
de un triangulo.

Los tridngulos son los “elementos” del método.

Paso 2

Dada una triangulacién 7 de €2, sea h = Igéx diam(T). Definimos como
(S

antes
Vi, = span{p1, ..., on, }

un subespacio de Hj ()

Reemplazamos entonces la formulacion débil del problema orginal en este
nuevo espacio:
B(uh,vh) = F(Uh) Yo, € Vi,
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Aprovechando que, a diferencia de H}(Q), dim(V},) < oo discretizamos el
problema.
nhp Np
Como vy, up, € Vi, entonces v, = > vipi, up = Y. Ujp;
i=1 j=1
Luego, como B es bilineal y F lineal, tenemos que:

Nh Nh

B(up,vp) = /01 Vuy(x)Vop(x)dr = Z ZUinB(%‘, ©i)

i=1j=1

1 i
Flon) = [ f@)on(a) = 3 0;F (¢))da
j=1
Definimos entonces a;; = B(p;, ¢j), bj = F(p;), 1<1i,5<mny

Paso 3

El problema se resume a hallar la solucion u € R™ de
(Au,v) = (byv) Vv e R"™
donde A = (a;), b= (b)), u=(u), v=_(v;).

Notemos entonces que (Au,v) = (b,v) = (Au—"b,v) =0y (Au—b,v) =
0 VveR"™ & Au=1b
Luego el problema es hallar la solucién u € R™ del sistema lineal Au = b

Una vez resuelto el problema, obtenemos la solucién u y reconstruimos a
up, solucién de (4.6)

4.5. Error en la aproximaciéon

Para ver la buena aproximacion, generalmente se utiliza el Lema Céa,
que basicamente nos dice que el error de la aproximacion en el MEF depende
esencialmente del espacio V},

Lema 3. (De Céa) Sea V' un espacio de Hilbert. Sea B : V x V. — R una
forma bilineal acotada coercitiva, y sea F' : 'V — R un operador lineal. Si
consideramos el problema de hallar w € V' tal que B(u,v) = F(v) Yv € V
y consideramos el mismo problema en un subespacio de dimension finita V
de V', entonces el Teorema de Laz-Milgram nos asequra que estos problemas
tienen unica solucion u y uy respectivamente, y ademds vale que:

=l < 2w = VoV
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Demostracion. Dado que B es bilineal, se sigue que la aproximacion del error
e := u — uy, satisface que
B(e,v) = B(u,v) — B(up,v) = F(v) — B(up,v) =: R(v)

donde R(v) es el residuo. Notemos que el residuo es una funcion lineal en V/
Luego, el problema para la aproximacion se reduce a encontrar e € V' tal que
B(e,v) = R(v) Yuv, €V}
Maés aun,

B(e,v,) = R(vy) = F(v,) — B(uy) = F(vp) — F(vp) =0 Yo eV
Esta es la propiedad de ortogonalidad de Galerkin, que va a tener un papel
fundamental en la estimacion.

Usando la propiedad coercitiva de B, introduciendo una funciéon arbitraria
wy, € Vj,, usando la propiedad de ortogonalidad y que B es acotada, tenemos
que:

cv||e||2 < B(e,e) = B(e,u—uy) = B(e, u—wp+wp—up) = B(e,u—wy) < 7le||||[u—wp]]

Luego,
lell < 2l — w|
!

Como wy, es arbitrario, entonces

Yo,
lell = = inf fu—ws
o wpEVY
O
Observaciéon. Si B es simétrica entonces podemos mejorar la cota. En efec-
to, como B es simétrica podemos definir una norma || - || llamada norma
energética:

|vlle = B(v,v) YveH

Usando Cauchy-Schwartz tenemos que B es continua con constante de con-
tinuidad . = 1 y coercitiva con constante de coercitividad a, = 1.
Como e € H, para cualquier wy, € V), se tiene que:

||e||2:B(e,e):Bu—wh+wh—uh,u—wh+wh—uh)

(

(u — wp, u — wyp) + Bwy, — up, w, — up) + 2B(u — wp, wy, — up)
(u — wp,u — wy) + B(wy, — up, wp, — up) — 2B(wy, — up, wy, — up)
(
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Luego,

< i —
He”e > w}llgfh HU whHe

Ademas, la norma energética es equivalente a la de H, ya que
afvl* < B(v,v) = ||l < dllof]* Vve H
Luego, combinando las dos inecuaciones tenemos que:
1 1 )
< < i — <y/= 1 —
Muﬁwhﬁ&wuwhﬂmwan

Retomando en nuestro ejemplo, dado que
1 1
B(u,v) = / o' () (x)de = / V() (2)dr = B(u,v) Yu,v €V = Hy(Q)
0 0
entonces B es simétrica. Por lo dicho antes, define una norma
lulle < inf flu—wll

Por el lema de Céa, para ver la buena aproximaciéon basta encontrar una
cota para im:/ ||lu—wp||e. Se demuestra en general, que podemos acotar esta
WREVR

norma en funcién de h; mas especificamente se llega a que la aproximacion

es O(h).

Esto nos dice que haciendo una buena eleccion de h, podemos achicar
nuestro error tanto como queramos. Es decir, en nuestro caso en particular,
resulta que

Jun — ulle < Ch

y por lo tanto u, — u, que es lo que queriamos ver.




Conclusion

El Teorema de Lax-Milgram es de gran importancia tanto para el Anali-
sis Funcional como para las ecuaciones en derivadas parciales. Dentro de sus
muchas aplicaciones, nos garantiza la existencia y unicidad de solucién para
ecuaciones elipticas, y en menor medida, parabdlicas. En combinacién con el
Método de los Elementos Finitos, podemos no sélo asegurar la existencia de
dicha solucion, sino también dar una aproximacion explicita de la misma.

En este trabajo analizamos una ecuacion diferencial particular: la ecua-
ciéon de Poisson con condicién de Dirichlet en la frontera. De esta forma
mostramos una de las aplicaciones particulares del Teorema de Lax Milgram
al Método de Elementos Finitos.

Cabe destacar que tanto el teorema como el método se utilizan en diversas
areas de la ciencia, como ingenieria, geologia, fisica y biologia. Por ejemplo,
el MET es utilizado para estimar parametros desconocidos que aparecen en
modelos no lineales de reaccién-difusién de invasién del cancer [14].
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