
Los polinomios ciclotómicos binarios son planos: una demostración v́ıa álgebra
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Expositor: Javier Pedro Garćıa (Ciclo Básico Común. Universidad de Buenos Aires, javgrzgar-
cia@gmail.com)
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Es un hecho conocido que si p y q son números primos diferentes, los coeficientes del polino-
mio ciclotómico binario Φpq(x) pertenecen al conjunto {0,±1}. Esta particularidad lleva a decir
entonces que los polinomios ciclotómicos binarios son planos (flat en la terminoloǵıa inglesa).

La primera demostración de este hecho, en cierto modo asombroso, fue proporcionada en
1883 por un matemático de apellido Migotti ([3], aunque no hemos accedido a la referencia).
Posteriormente, otras demostraciones fueron proporcionadas por Lenstra ([2]), Lam y Leung
([1]), entre otros. Los argumentos utilizados para probar la planitud de Φpq(x) se basan sobre
identidades polinomiales que involucran a los polinomios ciclotómicos, como por ejemplo las
identidades equivalentes (v́ıa la fórmula de inversión de Moebius):

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x), Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d),

siendo µ la función de Moebius.
En esta comunicación presentaremos una nueva demostración de la planitud de los polino-

mios ciclotómicos binarios Φpq(x), apelando al álgebra lineal impĺıcita en la factorización de
polinomios; en particular, en la identidad

Φpn(x) =
Φn(xp)

Φn(x)
si p no divide a n.

Esta identidad puede deducirse de las anteriores o puede demostrarse de manera independiente.
Dado que conocemos Φq(x), la factorización

Φq(x)Φpq(x) = Φq(x
p)

puede expresarse como un sistema lineal Ax = b (siendo A y b una matriz Toeplitz y un vector,
respectivamente, cuyas entradas son coeficientes de Φq; en particular, 1 es el único valor que
toman las entradas no nulas) cuya única solución es el vector de coeficientes de Φpq(x). Estos
sistemas son casos particulares de sistemas lineales más generales y nuestra tarea consiste,
entonces, en demostrar que estos últimos tienen soluciones cuyas entradas pertenecen a {0,±1}.
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