DESCOMPOSICION EXACTA DE POLINOMIOS COMO SUMAS DE CUADRADOS
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Decidir si un polinomio dado puede escribirse como suma de cuadrados y calcular la des-
composicion es un problema fundamental de la geometria algebraica real. En nuestro trabajo nos
enfocamos en el problema de determinar cuando un polinomio racional que puede descomponerse
como suma de cuadrados de polinomios reales (R-SOS) puede descomponerse también como
suma de cuadrados de polinomios racionales (Q-SOS). Los primeros ejemplos negativos (es decir,
polinomios racionales que son R-SOS pero no Q-SOS) fueron encontrados por C. Scheiderer [5].
En ese trabajo el autor da una caracterizacién completa de todos los ejemplos negativos para
el caso de polinomios de grado 4 en 3 variables (que notamos caso (3,4)). En particular, todos
los posibles ejemplos son sumas de dos cuadrados con coeficientes en una extension algebraica
de Q de grado par. En [4] se presenta un nuevo ejemplo negativo, dado por un polinomio de
grado 6 en 4 variables (caso (4,6)), con coeficientes en una extensién de Q de grado impar. El
ejemplo fue encontrado utilizando elecciones arbitrarias de polinomios y la demostracion utiliza
técnicas computacionales dificiles de extender a familias de polinomios. Se plantea entonces como
pregunta interesante estudiar los casos intermedios de polinomios de grado 6 en 3 variables
y grado 4 en 4 variables (es decir, los casos (3,6) y (4,4)). El estudio general de los conos
de polinomios no—negativos y sumas de cuadrados en esos casos ha despertado ultimamente
un gran interés (ver por ejemplo [1], [2] y [3]). Siguiendo la construccién en [4], encontramos
nuevos ejemplos de polinomios racionales no—negativos que son R-SOS pero no Q-SOS para
ambos casos. Mas aun, demostramos mediante argumentos tedricos mas generales que estos
ejemplos no admiten una descomposicién racional, y que la descomposicién es tnica (salvo
transformaciones ortogonales). Esto nos permite extender los resultados a nuevas familias de
ejemplos, perturbando los coeficientes y utilizando distintas extensiones algebraicas de Q de
grado 3.

Trabajo en progreso.
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