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PROBLEMAS NO LINEALES CON SUB Y SUPERSOLUCIONES NO ORDENADAS

Sea Q C RY un dominio suave y acotado, sea L un operador parabélico lineal
de segundo orden con coeficientes T-periddicos, sean a,b dos funciones T-peridédicas
acotadas y no negativas, y sea 0 < ¢ < 1. Estudiamos existencia y no existencia de
soluciones no negativas (y no triviales) de problemas periédicos parabdlicos semilin-
eales de la forma

Lu=Xa(z,t)u—"b(x,t)u? :==h(x,t,u) en QxR
(x)¢ u=0 en 002 x R
u T-periddica,

donde A > 0 es un parametro real. Discutimos asimismo propiedades cualitativas de las
soluciones. Las principales herramienta utilizadas son una extensién de un teorema de
[DO] acerca de sub y supersoluciones "no ordenadas.?si como diversos resultados sobre
problemas lineales con peso de signo indefinido contenidos en [GK] y [GK2]. Cabe
mencionar que problemas de la forma Lu = f (z,t,u) en Q X R han sido ampliamente
estudiados con diversos métodos, ver por ejemplo los libros [DK] y [H]. Por otro lado,
vale la pena resaltar que al ser s — h (., s) /s creciente, es fcil comprobar (al menos en
muchas situaciones) que no pueden existir sub y supersoluciones ”bien ordenadas” (o
sea, la subsolucién menor que la supersolucién) y por tantos los teoremas clasicos
no son aplicables a (*). Por dltimo, agregamos que todos los resultados permanecen
validos para los correspondientes problemas elipticos. En particular, se generalizan
los resultados conocidos tanto en el caso eliptico (ver por ejemplo [DH], [P]) como en
el caso parabdlico (ver por ejemplo [H]).
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CONDICIONES DE LANDESMAN-LAZER PARA NO-LINEALIDADES QUE DEPENDEN DE
LOS VALORES DE BORDE

El proceso de difusién de dos iones con idénticas valencias a través de un liquido que

fluye sobre una membrana eléctricamente neutra en los reservorios, se modeliza me-

diante un problema de valores de contorno con condiciones de Neumann homogéneas

del tipo

2 2 2 2 2 2

{ g =y {A - S50 4 (1 ) o - (a4 Ui ) D "
= f(@,y(),y(0),y(1)) ¥'(0)=y'(1)=0

donde yo = y(0), y1 = y(1) y las constantes [ > 0, A > 0, D € (—1,1) son pardmetros
fisicos, tales como el coeficiente de difusién. [2,3]

La particularidad de este problema es que la no linealidad depende de los valores
de la solucién sobre el borde, obviamente desconocidos. Usando teoria de grado y el
método de sub y super soluciones ordenadas Thompson [2,3] demuestra existencia de
al menos una solucién positiva para D > 0 y bajo la hipétesis

> 2 (1 - (1+11)2> D?. (2)

En un trabajo reciente Amster, Kwong y Rogers [1] han demostrado, utilizando un
argumento de shooting 2-dimensional, que la restriccién de los pardmetros (2) puede
ser eliminada.

En este trabajo planteamos un sistema de primer orden que permite abordar prob-
lemas del tipo (2) para f en general; mds especificamente usando grado de Leray-
Schauder demostramos un teorema de continuacién a partir del cual se demuestra
existencia de soluciéon para funciones f acotadas que satisfacen una condiciéon de
Ladesmann-Lazer

/Olf_(x)da:<0</01f+(x)dx 0 /Olf_(x)dx>0>/01f+(x)dx

donde
lim f(z,s+A,s,5+B) = f(x)

pera x € [0, 1] uniformemente en |A[, |B| < ||f]]s
Finalmente demostramos un teorema de existencia para funciones f que satisfacen

una condicién de Ladesmann-Lazer no asintética y para funciones acotadas de un solo
lado o de crecimiento a lo sumo lineal.
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GENERALIZACION A SISTEMAS DE UN TEOREMA DE LAZER PARA UNA ECUACION
RESONANTE

En un articulo de 1968 [1], Lazer probé que la ecuacién escalar no lineal de segundo
orden
W +gu)=pt) 0<t<T

bajo condiciones periddicas

para p continua tiene al menos una soluciéon cuando g es continua, sublineal y satisface
la siguiente condicion:
g(u).u > 0.

Cuando la desigualdad es estricta, este resultado admite una generalizaciéon apropiada
para el caso de un sistema de ecuaciones (ver por ejemplo [2]), empleando la versién
geométrica del teorema de Hahn-Banach.

Sin embargo, en el caso no estricto las soluciones no estan acotadas a priori, lo que
impide la aplicacion directa de los métodos de continuacién de Leray-Schauder. Para
el caso escalar, esta dificultad puede evitarse perturbando la ecuacién y empleando el
teorema de Arzela-Ascoli a fines de obtener una sucesiéon de soluciones aproximadas
que converge a una solucion.

En este trabajo mostraremos que este procedimiento no siempre puede extenderse
para sistemas de ecuaciones, y presentaremos algunas situaciones en donde tal exten-
sién es posible. Para estos casos, ademas, empleando la invariancia por homotopia del
grado de Leray-Schauder probaremos que el uso del teorema de Arzela-Ascoli puede
evitarse.
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UN METODO DE SHOOTING BIDIMENSIONAL PARA UN PROBLEMA DE NEUMANN NO
LINEAL

Algunos modelos recientes de la teoria de electrodifusién han llevado a considerar
problemas no lineales de segundo orden del tipo

y" () = f(ty(x),y(0), y(1))

con condiciones de Neumann
y'(0) =9'(1) = 0.

En [1], se ha estudiado un caso general, en el que f satisface condiciones del tipo
Landesman-Lazer. Sin embargo, dichas condiciones no se cumplen para la no-linealidad
dada por

2 _ 2 2 _ .2 2 _ .2

para la cual se ha demostrado en [3] la existencia de soluciones positivas bajo la
siguiente restriccién en los pardmetros fisicos [, A >0y D € (0,1):

1
A>2(1- ——— ) D%
=21 )

El motivo esencial de esta restriccion radica en la dificultad de obtener cotas a priori
de las soluciones, lo que impide la aplicacién directa de los métodos de continuacion
de Leray-Schauder.

En esta charla se presenta el principal resultado de [2], en el que se prueba la
existencia de soluciones eliminando la anterior restricciéon. La demostracién se basa en
un método de shooting bidimensional, que permite reducir el problema a la obtencion
de un cero de una aplicacién continua 7" : R? — R2. Mediante una serie de acotaciones,
y empleando un resultado de desigualdades diferenciales, se muestra que el grado de
Brouwer de T sobre una regién apropiada es distinto de cero, de donde se concluye
que el problema tiene al menos una solucién.
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DISTRIBUCION ASINTOTICA DE AUTOVALORES EN DOMINIOS DE MEDIDA INFINITA

En el trabajo enunciamos y demostramos teoremas referidos al estudio de la dis-
tribucién asintotica de autovalores del problema de autovalores del p-laplaciano en
Q C R con condiciones de contorno Dirichlet en 992, y 1 < p < 4o0:



—(Ju'[P7?u’) = AlulP~?u

Los lemas necesarios fueron planteados desde un punto de vista de la teoria de niimeros

y aplicados particularmente para resolver el problema nombrado. En [5] y en [3] se

resuelve el problema citado para un dominio 2 C R para el cual |Q|; = Z‘;‘;O = -l

donde d es el contenido de Minkowski de 02 y se concluye que
N =#{j € N: X\j <A} =, QNP + 7 2C(d)AYP + o(AHP)

Nosotros generalizamos el resultado para dominios tales que |Q|; = Z;io = g(j)
con h € G4 una familia de funciones con g(z) := h=1(1/z), f(z) = h(1/z)"1. Y
consideramos los casos en que el dominio es de medida finita e infinita. Los resultados
obtenidos son para ) de medida finita, si 0 < d < 1

NA) =#{j € N: \j A} =, QNP + 7,0 (d) F(AVP) + o(F (A7)
si la medida de €2 es infinita, obtenemos la férmula asintética no estandar
NN =#{jeN: )\ <A} = W;dC(d)f(/\l/”) + o(f(/\l/p)),

donde ahora d > 1.
El trabajo esta disponible en el arxiv en http://arxiv.org/abs/0906.2198.
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COEFICIENTES EN LA ECUACION DE BIFURCACION DE ORBITAS PERIODICAS
EN EL DOMINIO FRECUENCIA

Utilizando métodos de balance armoénico las soluciones periédicas de un sistema
dindmico paramétrico pueden ser analizadas como los ceros de una ecuacion algebraica
[3]. Para ello es importante tener una metodologia lo més sencilla posible para obtener
los coeficientes de la ecuacién de bifurcacion hasta el mayor orden posible.

Sea un sistema dindmico S representado como un sistema lineal de entrada-salida
(Le)(s) = —G(s, p)(Lu)(s), y una realimentacién no lineal definida por v = f(y, u);
donde L(.) es la transformada de Laplace, p € R es el pardmetro de bifurcacién,
G(s, 1) €™ es la funcién transferencia y f: R™ x R — R es C”.

Sea e = —y, é localmente la tunica solucién de G(0,u)f(e,u) +e =0y sea J =
(Df)e la matriz jacobiana en el equilibrio.



Supongamos que existe una tnica funcién caracteristica simple de la funcién trans-
ferencia de lazo abierto G(iw, p).J, que notamos A(w, p), verificando A(wp, o) = —1
para una unica frecuencia wy. Entonces las soluciones de la ecuacién

0 (Mw,n) + 1+ 0%61(, ) + 0w, ) + -+ O0%F)) =0, (1)

estan en correspondencia uno a uno con las soluciones periédicas de pequena amplitud
(0) del sistema S con perfodo cercano a 2m/wg, de acuerdo sélo al primero de los
postulados del teorema de bifurcacién de Hopf con el método frecuencia [1], con lo
cual (1) considera todos los casos degenerados de Hopf asumiendo la existencia de
una dnica funcién caracteristica simple.

A (1) la denominamos ecuacién de bifurcacién de alto orden de soluciones periédi-
cas, donde las expresiones de & (w, pt) se obtienen al considerar el balance arménico
de una solucién de orden 2k.

Hasta el momento, en diversos trabajos, se han dedicado numerosos esfuerzos para
obtener expresiones para & (w, i), en [1] se dan férmulas explicitas hasta k = 2, en [2]
hasta k = 4 y en ambos una metodologia algebraicamente muy compleja para obtener
las de orden mayor. Presentamos un nuevo algoritmo para el célculo de & (w, pt)
hasta cualquier orden, el cual es mas eficiente y junto con el uso de la computaciéon
simbodlica alivian su implementacién, tanto en su aplicacion en ejemplos de interés
como asi también en el estudio tedrico de casos degenerados de bifurcaciones de Hopf.
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BIFURCACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON RETARDO EN EL DOMINIO
FRECUENCIA: UNA GENERALIZACION

Un enfoque que permite analizar ecuaciones diferenciales con retardos temporales
(EDR), como

a(t) = f(x(t), z(t —7),A)

donde 2 € R",f : R x R — R",f € C?,7 € R*,\ € R, es la metodologia en
el dominio frecuencia. Para esto es necesario incorporar nuevas variables de entrada
y salida, aplicar una transformada de Laplace e interpretar el modelo resultante,
separando una parte lineal y otra no lineal, como un sistema realimentado. En este
contexto, se puede estudiar el fendmeno de bifurcacion de Hopf, por medio de una
adaptacién del teorema de Hopf gréfico [1]. Una de las ventajas notables que puede
ofrecer este enfoque, que se aplica también en el estudio de bifurcacién en ecuaciones
diferenciales ordinarias [2], se refiere a la posibilidad de reducir la dimensién del
espacio original de soluciones. Ademads, se sabe que cuando el problema a analizar
puede reducirse al caso unidimensional, el método presenta varias simplificaciones.
En este trabajo, se propone considerar el caso mas general donde el tratamiento en
el dominio frecuencia no es unidimensional. Para esta situacién, la determinacién de
expresiones aproximadas para las soluciones periddicas emergentes, requiere el calculo
de nuevas magnitudes (antes triviales) que complejizan la aplicacién de la metodologia
propuesta. En este marco, también se propone el andlisis de algunas degeneraciones
del teorema clasico de la bifurcacién de Hopf.



La importancia del andlisis de sistemas de EDR, puede relacionarse con multiples
aplicaciones como el estudio de modelos de redes neuronales, poblacionales, mecanis-
mos biolégicos asociados con las llamadas “enfermedades dindmicas”, en sistemas de
comunicaciones congestionadas por retardos de transmision, etc.

Trabajo en colaboracién con J. Moiola, A. Bel y W. Reartes.
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PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO CON EVOLUCION DE VOLTERRA Y
RESTRICCIONES EN EL ESTADO

La teoria clédsica de control 6ptimo fue originalmente desarrollada para tratar
con sistemas controlados que evolucionan segin una ecuacién diferencial ordinaria.
Sin embargo, se ha visto que ciertos problemas derivados de la fisica, la biologia
y la economia no pueden ser descriptos correctamente por una ecuacién diferencial
ordinaria. Una gran cantidad de estos sistemas pueden ser descriptos por ecuaciones
integral de tipo Volterra, es decir, dado u(t) € R™ el control, el estado y(t) € R™
evoluciona segin una ecuacion del tipo:

t>:y0+/0 f(ts,u(s),y(s)ds te[oT] (1)

Los problemas de control 6ptimo donde el estado evoluciona segiin una ecuacién
de Volterra ha recibido la atencién de varios autores, como por ejemplo Vinokurov
en 1969 [7], Bakke en 1974 [1] y Carlson en 1987 [4]. Mds recientemente, modelos
incluyendo retardo no lineal en el estado fueron formulados por Burnap y Kazemi en
1999 [3] y en de la Vega 2006 [5] se prueban condiciones necesarias para un problema
de tiempo final y control 6ptimo con evolucién de tipo Volterra y restricciones en el
estado en el tiempo final. Por el momento no se han probado condiciones necesarias
para un problema de control éptimo donde el estado evoluciona segiin una ecuacion
de Volterra y con restricciones puras en el estado para todo tiempo del intervalo del
tipo:

g(y(t)) <0 para todo ¢ € [0,T]. (2)

Numerosas diferentes versiones del Principio de Pontryagin para estados que evolu-
cionan segun una ecuacién diferencial y con restricciones en el estados fueron dados
en la literatura. Se puede ver el estado del arte en el survey de Hartl et al. 1995 [6].

En este caso, consideramos el problema de control éptimo:

min J () = /z ) dt+dW(T))  u(t) el

sobre todos los pares admisibles que verifican la ecuacién (1) y las restricciones

2).



Siguiendo la formulacién del Principio del Minimo dada por [2] para sistema que
evolucionan segin una ecuacién diferencial ordinaria, se prueba una extensién del
Principio del Minimo para sistemas que evolucionan segin una ecuacién integral del
tipo Volterra con restricciones en el estado. Este es un trabajo en colaboracién con
J.F. Bonnans (INRIA-Saclay and Ecole Polytechnique, Palaiseau, France).
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SOLUCIONES DE ECUACIONES INTEGRO-DIFERENCIALES PARABOLICAS ASOCIADAS
A MODELOS TIPO BLACK-SCHOLES CON SALTOS

La ecuacion de Black-Scholes para valuar opciones ha adquirido gran importancia
en los ultimos anos, y ha sido estudiada por numerosos autores (ver, por ejemplo,
[A], [H], [I]). En principio, este modelo supone que el activo subyacente es una ac-
cién cuyo valor sigue un movimiento geométrico Browniano, donde la variacién en el
precio marginal se debe esencialmente a la oferta y la demanda del respectivo activo.
Asimismo, podemos considerar las posibles variaciones en el precio de la accién debido
a informacién relevante proveniente de la propia compania o su respectiva industria.
En funcién de esta situacién habra momentos de ”calma” y momentos en los que
se producen variaciones bruscas en los precios (”saltos”). En consecuencia, podemos
pensar el arribo de esta nueva informacién como un proceso de punto, y en particu-
lar notar que verifica los axiomas que rigen un proceso de Poisson, por lo tanto esta
componente en la valuacién de la accién es modelado por un proceso de Poisson (ver
[M]). Si consideramos los dos componentes que pueden modificar el valor del activo
S, se obtiene la siguiente ecuacién integro - diferencial parcial en las variables t y S :

1
0= 502521755 + (r — \k)SFs — Fy —rF + Xe {F(SY,t) — F(S,1)} (1)



En esta ecuacién r es la tasa libre de riesgo, Aes la intensidad del salto, k = (Y —1),
donde Y — 1 es la variable aleatoria que representa el cambio en el precio del activo S,
si el proceso de Poisson ocurre, y € es el operador esperanza sobre la variable aleatoria
Y, para mas detalles ver [M], [AA]. Se estudian generalizaciones del problema (1) con
condiciones de contorno adecuadas y aplicando el método de Galerkin se encuentra
la existencia de solucién en dominios acotados.
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SINGULARIDADES DE TIPO REPULSIVO EN SISTEMAS PERIODICOS

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales singular:

{u" + g(u) = p(t)

u(t+T) = u(t) e

con g : RM\{0} — RY continua acotada en R¥\B;(0); p : R — RN continua,
T—periédica y de promedio 0: fOT p(t)dt = 0. Se tiene ademds que que g tiene una
singularidad repulsiva en el origen. Es decir, que existe un ¢ > 0 tal que

(g(u),u) <0  para0 < |u| < ec. (2)

Este problema fue estudiado entre otros por Solimini [Sol90] y describe por ejemplo
potencial electrostatico entre dos cargas del mismo signo.
Para lidiar con la singularidad se estudian en [AMO09] los problemas truncados:

ul + g-(u) = p(t)
{ue (4 T) = uelt) )

con
g(u) — fu[=e

||

g-(w) = Wg(epy) 0<ful<e
0 u=0



Dadas ciertas condiciones y aplicando un resultado para el caso no singular, se
prueba existencia de soluciones u. para (3). Se investiga acerca del comportamiento
de la familia {u.} al tender ¢ — 0 definiendo una nocién de solucién generalizada del
problema (1) y se estudian casos en los cuales (2) asegura que el limite u : v — u
sea solucién generalizada de (1).

Finalmente se muestra una aplicacién al problema de 2 cuerpos repulsivo pertur-
bado.
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PRINCIPIO DE COMPACIDAD POR CONCENTRACION PARA EXPONENTE VARIABLE

En este trabajo se extiende el Principio de compacidad por concentracién de
P.L.Lions [3] para el caso de exponente variable. El resultado obtenido es el siguiente:
Sea 2 C RY un abierto acotado y sean ¢(z) y p(x) funciones continuas tales que
p(x) < Ny q(z) < p(z) en Q. Sea {u;} una sucesiéon débil convergente en Wol’p(m)(Q)
con limite débil u,tal que:

s |Vau;[P@® — 1 débil-* en el sentido de las medidas.
» |u;|9®) — v débil-* en el sentido de las medidas.

Ademés, suponemos que A = {z € Q: ¢(z) = p*(x)} es no vacio, donde p*(z) :=

N e . .
~ L 158) con es el exponente critico de la inclusién de Sobolev. Entonces,para un con-

junto numerable de indices I tenemos:

v=[u"™ +> vids, vi>0 (1)
i€l
> [VulP® 4+ " e, pi >0 (2)
i€l
Syil/p*(xi) < 'ui/ll’(@i) vieI. (3)

Donde {z;}icr € Ay S es la constante ptima en la desigualdad de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev para exponente variable. Dicho resultado puede ser utilizado para
resolver problemas con perdida de compacidad, en el caso de exponente variable,
siguiendo las ideas utilizadas para el caso constante de J.Garcia Azorero e I. Peral[l]
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REGULARIDAD DE SOBOLEV DE SOLUCIONES DEBILES DE ECUACIONES
CUASILINEALES DEGENERADAS

Consideremos ecuaciones elipticas de la siguiente forma:
div Az, vu(x)) = g(z), (1)

en B, C R™. Supongamos que A = (a',...,a") € C°(B, x R") N CY(B, x R* — {0})
es una funcién de Caratheodory y satisface las condiciones de estructura

_ da’
crw(z)(1+[n)P?[¢f* < anfzfj (2)
j
@+ |22 (@ )| 2] < o)+ ot forij =1 -
a oz, n an; < csw(w Ui ori,j=1,...,n

para todo £ € R™, para casi todo x € B,, con ¢y, c3 constantes positivas, n € R™,
p > 1. w denota una funcién de peso, que ademas esta en la clase de Muckenhoupt
A; uniformemente en cada coordenada. Supondremos también que g/w € L?(B,,w).
El problema de examinar soluciones de ecuaciones elipticas lineales degeneradas
en forma de divergencia fue tratado en [1], [2]. En [3] estd desarrollada ampliamente la
teoria para ecuaciones degeneradas no lineales. En este trabajo abordamos regularidad
de Sobolev para soluciones débiles de (1) con la idea de generalizar los resultados de
[1]. (Por W1P(B,.,w) denotamos espacios de Sobolev pesados)Mas especificamente
probamos
Teorema: Sea u € WP(B,,w), p > 2, una solucién débil de (1). Supongamos que
A satisface las condiciones de estructura (2) y (3), g/w € L?(B,,w) y w estd uni-
formemente en A; en cada coordenada. Entonces u € W*?(Bz,w) y las derivadas
segundas de u satisfacen

/ |Dijul?(1+ |Vu)P~2dz < 0o i,j=1,...,n.
By
Referencias
[1] A. C. Cavalheiro, Regularity of weak solutions of degenerate elliptic equations,Acta

Math. Univ. Comenianae, Vol. LXXVII, 1(2008), pp. 43-54.

[2] E. Fabes - C. Kenig - R. Serapioni, The local regularity of solutions of degenerate elliptic
equations, Comm in P.D.E, 7(1) , 1982, pp. 77-116.

[3] J. Heinonen - T. Kilpedinen - O. Martio, Nonlinear Potential Theory of Degenerate
Elliptic Equations, Dover, New York, 1993

Autor: Federico Tournier
Lugar: IAM - Universidad Nacional de La Plata

TEOREMAS DE DENSIDAD PARA UNA ECUACION HIPOELIPTICA

Consideramos los campos de R? dados por Xiu = ug — %uz y Xo = uy + %uz y
sea X; ju = 3(X;X;u+ X;X;u) y Hu la matriz de 222 Hu = (X; ju), i,j = 1,2.
Sea Hyy yozo = {(2,y,2) 1 2 — 20 = 2(2oy — yox)}.Si Q es un abierto de R* decimos
que u definida en € es convexa si vale que u((1 — A)(zo, yo, 20) + AM(z,y,2)) < (1 —
ANu(zo, Yo, 20) + Au(x, y, z) para todo (x,y, 2) € Hyy 4o,z NS, para todo (o, Yo, 20) €
Q.



Dado 2 abierto y acotado en R3 y pg = (0, %0, 20) € 2, consideramos la siguiente
clase de funciones:

Apy = {u e C’()NCQ) :u>0en du(py) < —1} y vamos a asumir la
siguiente conjetura (que llamaremos de ABP): Existe a > 0 dependiendo solamente
de  tal que fCu (det Hu(z,y, z))*dzdydz > a para toda u € A,, y donde

Cy = {(x,y,2) € Q: 7, =u} y yulz,y,2z) = sup{v(z,y,2) : v es convexa, v <
u en Q}.

Asumiendo la conjetura ABP, vamos a probar teoremas de densidad en los cilin-
dros Cs = {(z,y,2) : maz{r,|z|2} < 6} para el operador Traza(AHu) donde
A =(a;;(x,y, %)) es una matriz 222 estrictamente eliptica.
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EL ESPACIO DE SOBOLEV PERIODICO DE ORDEN FRACCIONARIO Y LA
CONTINUIDAD SIMULTANEA DE LA OPERACION DE TRAZA SOBRE UNA FAMILIA DE
CURVAS

Se define una familia S de curvas cerradas y suaves que se designan con I',, donde
~ es una “adecuada”’ parametrizacién de la curva, en el sentido que satisface ciertas
propiedades que se vuelven naturales al demostrar que es posible describir los espacios
de Sobolev fraccionarios H'/ %(T,) de un modo uniforme que no dependa de la funcién
particular .

Para tales curvas se introduce otro modo de enfocar la norma del espacio de
Sobolev fraccionario que denotamos con H'/ 2(y) y que se obtiene de otro concepto
que proviene del anélisis de Fourier clésico, que es el de las funciones 2w —periédicas
con la regularidad de las funciones de H'/2, que denotamos H. 217{2 Se define este espacio
de Sobolev de orden 1/2 en [0,27] dando su norma en términos de los coeficientes

de Fourier ¢; de f de la siguiente manera H%Q ={f:|f ||2Hl/2: Swez | ee(f) 2
27

(1+k*)Y2 < 00}
Esta norma puede describirse prescindiendo de la serie de Fourier como || f ||§{1 SR
27

o > LA~ f) P
/0 | f@) | dt+/0 /0 n By dt ds.
/

A partir de este enfoque de la norma de Hzlw2 se define el espacio de Sobolev
asociado a una parametrizacién v de clase C' de una curva plana cerrada I' como
HY?(y) ={p:poy € H;f} con la norma || ¢ [[g12y= [ ¢ o ||H21/2, donde
¢:T' = R y ~ es una parametrizacién sobre [0, 27] de T. )

Se prueba que para toda curva parametrizada por v € S, los espacios H'/ 2(1"7) y
H'/?(~) coinciden como conjuntos y las normas son equivalentes, con constantes de
equivalencia que sélo dependen de los parametros de la familia de curvas S. Mas atn,
ambos espacios son isomorfos como espacios de Banach con el espacio H21 /2

- através
del isomorfismo ¢ — @ o 7.



Finalmente, componiendo el operador de traza cldsico con estos isomorfismos se
demuestra la continuidad de la operacién de traza sobre una curva de S considerada,
. L 1/2
para v € H}(Q) fija, como una aplicacién de S en HQT/r dada por v — T .

Trabajo en colaboracién con Hugo Aimar.
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CALCULO DE ESTADOS FUNDAMENTALES PARA LA ECUACION RELATIVISTA DE
SCHRODINGER CUBICA

En las primeras formulaciones de la Mecanica Cuéntica, en la década de 1920, uno
de los problemas que se afrontaba era la de conjugar los resultados y las predicciones
de la incipiente nueva teoria con las también nueva Teoria de la Relatividad. El sencillo
problema de las ecuaciones del movimiento de una particula libre cargada viajando a
una velocidad cercana a la de la luz requeria conjugar y armonizar ambas puntos de
vista. Los modelos condujeron a la expresion, ya adimensionalizada, de la ecuacion
relativista de Schrédinger

it (t,2) = (v/m? =82 = m) w(t,2) = V (=, 0] ) ¥

donde 9 es la funcién de onda de la particula, m es su masa y V es el potencial no
local de interaccion. En el caso de una particula libre el potencial V' usado es el de
la interaccién columbiana que conduce a un potencial del Hartree (convolucién del
nicleo singular con el cuadrado del médulo de la funcién de onda), pero también se
puede considerar un potencial V' que sélo tenga en cuenta la densidad de carga, por
ejemplo V = |1/J|27 lo que plantea una ecuacién relativista de Schrédinger cibica.

En 2005, J. Frohlich ([Froh])probé la existencia de estados fundamentales impulsa-
dos ("boosted groud states”, los dnicos que son compatibles con el cardcter relativista
de esta ecuacién) para el caso en que V es del tipo Hartree, pero atin no existe prueba
de la existencia de tales estados para el caso de la ecuacion ctibica.

En este trabajo presentamos algunos resultados dirigidos a la prueba de la exis-
tencia de estados fundamentales para la ecuacién cibica. El primer objetivo es us-
ar técnicas espectrales para la obtencion de un método numérico adecuado a esta
ecuacién pseudodiferencial. Esto permitiria obtener el perfil de un estado fundamen-
tal por minimizacion directa de la energia, como un problema de bisqueda de éptimo
sujeto a restricciones sobre la norma de la solucién. El método de minimizacion se
inicia en una solucién del problema diferencial aproximado, el cual es calculado ex-
plicitamente. Como antecedente de este tipo de técnica tenemos lo hecho por W. Bao
en [B-T], donde desarrolla este tipo de método en el estudio de técnicas numéricas
aplicadas a la solucién fundamental en los condensados de Bose-Einstein.
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EXISTENCIA Y UNICIDAD GLOBAL PARA LA ECUACION DEL CALOR NO-CLASICA
N-DIMENSIONAL

Se considera el dominio n-dimensional = (0,+o00) x R"~! y el problema de
contorno siguiente para la temperatura u = u(z,y,t), definida para = > 0, y € R"!
y t > 0, que satisface:

E —Au= —F(um(O,y,t)), en €1x (01 +OO)7 (1)

w(0,y,t) =0, yeR"", ¢>0, (2)

con la condicién inicial
w(z,y,0) =h(z,y) en Q, x>0, yeR", (3)

donde h es la temperatura inicial y —F' representa la fuente de energia interna que
depende del flujo de calor sobre la frontera del dominio. El problema estd motivado
por la modelizacién de la regulacién de la temperatura en el medio [BTV, TV].

Utilizando la funcién de Green [F] para el dominio €2 se encuentra para la solucién
u = u(z,y,t) una representacién integral en funcién del flujo de calor V(y,t) =
u,(0,y,t) que es una incognita suplementaria del problema. Se obtiene que V' debe
satisfacer una ecuacion integral de Volterra de segunda especie en el tiempo ¢ y con
pardmetro y € R"~!. Bajo ciertas condiciones sobre los datos del problema h y F se
demuestra que existe una unica solucién local que puede extenderse globalmente en
el tiempo [M]. Se generalizan resultados obtenidos en [TV] para el caso n = 1.

Trabajo en colaboracién con M. Bouckrouche.
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EL OSCILADOR ARMONICO FRACCIONARIO: EXTENSION Y DESIGUALDAD DE
HARNACK

En la presente comunicacion presentaremos algunos resultados de la tesis doctoral
(en curso) del expositor.

Motivados por los trabajos sobre problemas no lineales asociados al Laplaciano
fraccionario publicados por Luis Caffarelli, Luis Silvestre y colaboradores [1, 2, 3,
4, 5], definimos de forma natural las potencias fraccionarias positivas del oscilador
arménico H? = (=A + [z]?)?, 0 < ¢ < 1 y encontramos una férmula puntual para
He? f(x), z € R™. Como en el caso del Laplaciano fraccionario [2] podemos realizar
el oscilador armonico fraccionario como un operador de tipo Dirichlet-to-Neumann a
través de un problema de extensién al semiespacio superior. Finalmente, usando esta
caracterizacién, obtenemos una desiguadad de Harnack para H?.
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SOBRE LAS SOLUCIONES DE UNA ECUACION DE REACCION-DIFUSION

Estudiamos la existencia de soluciones no negativas de la ecuacion de reaccién-difusion

ur = Au+ f(u), €RN, t>0 (1)
u(z,0) = ug(z), z € RN, t=0,

donde el dato inicial ug es no negativo. Damos condiciones sobre uy y f para la
existencia de solucién global del problema. Ademads, bajo dichas hipétesis, estudiamos
la tasa de decaimiento de la norma ||u(.,t)||; . que se corresponde con el obtenido en
[1] para el caso particular f(u) = wP. Finalmente, utilizamos el método de entropia
para obtener la tasa de decaimiento de la norma ||u(.,t)||,-. Este método ya ha sido
utilizado anteriormente para estudiar el decaimiento de las soluciones de distintos
tipos de ecuaciones parabdlicas, ver por ejemplo [2], [3] donde se aplica a una ecuacién
del tipo Fokker - Planck y [4] donde se aplica a (1) para el caso en que f(u) = uP.
Este estudio permite ampliar el rango de aplicabilidad del método de entropia.
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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE SOLUCIONES DE UN MODELO HIPERVISCOSO
PARA UN FLUIDO INCOMPRESIBLE.

Es bien conocida la importancia del sistema incompresible de Navier-Stokes en el
estudio de la mecanica de fluidos y las distintas areas de aplicaciéon que incluyen a
la Fisica, la Ingenieria y otras disciplinas. También son conocidas las dificultades que
presenta el estudio de las soluciones globales de dicho sistema. Varios métodos han
sido desarrollados para probar la existencia de las soluciones globales de Navier-Stokes
en R™.

Uno de ellos es el método de hiperviscosidad propuesto por J.-L. Lions que consiste
en reemplazar el Laplaciano —A por la suma —A + a(—A)~2, | > 2. El sistema de
Navier-Stokes con hiperviscosidad fue concebido como una perturbacién del sistema
de Navier-Stokes cuyas soluciones son aproximadas por las del sistema hiperviscoso.
En un dominio acotado de R?, J.- L. Lions prueba la existencia de una tnica solucién
regular para ! > 5/2 ([3]). En este trabajo consideramos soluciones globales en tiempo
del siguiente modelo hiperviscoso para un fluido incompresible

us — vAu + a(—A)%u + (u.V)u+Vp=0
V.u=0,
U(O) = Uo,

cuya existencia en ciertos espacios funcionales se muestra en [2], estudiamos la estabil-
idad de dichas soluciones comparando las soluciones de ambos modelos y mostramos,
mediante el empleo de técnicas andlogas a las utilizadas en [1], que las tasas de de-
caimiento de las soluciones globales en ambos modelos coinciden.
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SOBRE EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION EN SERIE DE POTENCIAS EN
DIFUSION-REACCION NO LINEAL

Se demuestra la existencia y unicidad para la solucién de un problema de contorno
no lineal, con la estructura de una serie de potencias en la variable espacial. La
ecuacion diferencial describe un proceso de difusién-reaccion catalitica con cinética
no lineal, muy frecuente en las aplicaciones industriales.

En un trabajo anterior ya presentado ([5]), se presentaba una solucién, suponiendo
la convergencia de la serie. Ahora, usando un teorema conocido de punto fijo, se
demuestra que, para cierto rango de los parmetros de la cinética en juego en los casos
analizados, existe solucién tunica, dada por tal serie.
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