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Problemas no lineales con sub y supersoluciones no ordenadas

Sea Ω ⊂ RN un dominio suave y acotado, sea L un operador parabólico lineal
de segundo orden con coeficientes T -periódicos, sean a, b dos funciones T -periódicas
acotadas y no negativas, y sea 0 < q < 1. Estudiamos existencia y no existencia de
soluciones no negativas (y no triviales) de problemas periódicos parabólicos semilin-
eales de la forma

(∗)

 Lu = λa (x, t)u− b (x, t)uq := h (x, t, u) en Ω× R
u = 0 en ∂Ω× R
u T -periódica,

donde λ > 0 es un parámetro real. Discutimos asimismo propiedades cualitativas de las
soluciones. Las principales herramienta utilizadas son una extensión de un teorema de
[DO] acerca de sub y supersoluciones ”no ordenadas.aśı como diversos resultados sobre
problemas lineales con peso de signo indefinido contenidos en [GK] y [GK2]. Cabe
mencionar que problemas de la forma Lu = f (x, t, u) en Ω×R han sido ampliamente
estudiados con diversos métodos, ver por ejemplo los libros [DK] y [H]. Por otro lado,
vale la pena resaltar que al ser s→ h (., s) /s creciente, es fácil comprobar (al menos en
muchas situaciones) que no pueden existir sub y supersoluciones ”bien ordenadas”(o
sea, la subsolución menor que la supersolución) y por tantos los teoremas clásicos
no son aplicables a (∗). Por último, agregamos que todos los resultados permanecen
válidos para los correspondientes problemas eĺıpticos. En particular, se generalizan
los resultados conocidos tanto en el caso eĺıptico (ver por ejemplo [DH], [P]) como en
el caso parabólico (ver por ejemplo [H]).
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Condiciones de Landesman-Lazer para no-linealidades que dependen de
los valores de borde

El proceso de difusión de dos iones con idénticas valencias a través de un ĺıquido que
fluye sobre una membrana eléctricamente neutra en los reservorios, se modeliza me-
diante un problema de valores de contorno con condiciones de Neumann homogéneas
del tipo {
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= f(x, y(x), y(0), y(1)) y′(0) = y′(1) = 0
(1)

donde y0 = y(0), y1 = y(1) y las constantes l > 0, λ > 0, D ∈ (−1, 1) son parámetros
f́ısicos, tales como el coeficiente de difusión. [2,3]

La particularidad de este problema es que la no linealidad depende de los valores
de la solución sobre el borde, obviamente desconocidos. Usando teoŕıa de grado y el
método de sub y super soluciones ordenadas Thompson [2,3] demuestra existencia de
al menos una solución positiva para D > 0 y bajo la hipótesis

λ ≥ 2l
(

1− 1
(1 + l)2

)
D2. (2)

En un trabajo reciente Amster, Kwong y Rogers [1] han demostrado, utilizando un
argumento de shooting 2-dimensional, que la restricción de los parámetros (2) puede
ser eliminada.

En este trabajo planteamos un sistema de primer orden que permite abordar prob-
lemas del tipo (2) para f en general; más espećıficamente usando grado de Leray-
Schauder demostramos un teorema de continuación a partir del cual se demuestra
existencia de solución para funciones f acotadas que satisfacen una condición de
Ladesmann-Lazer∫ 1

0

f−(x)dx < 0 <
∫ 1

0

f+(x)dx o
∫ 1

0

f−(x)dx > 0 >
∫ 1

0

f+(x)dx

donde
ĺım

x±∞
f(x, s+A, s, s+B) = f±(x)

pera x ∈ [0, 1] uniformemente en |A|, |B| ≤ ||f ||∞

Finalmente demostramos un teorema de existencia para funciones f que satisfacen
una condición de Ladesmann-Lazer no asintótica y para funciones acotadas de un solo
lado o de crecimiento a lo sumo lineal.
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Generalización a sistemas de un teorema de Lazer para una ecuación
resonante

En un art́ıculo de 1968 [1], Lazer probó que la ecuación escalar no lineal de segundo
orden

u′′ + g(u) = p(t) 0 < t < T

bajo condiciones periódicas

u(0) = u(T ), u′(0) = u′(T )

para p continua tiene al menos una solución cuando g es continua, sublineal y satisface
la siguiente condición:

g(u).u ≥ 0.

Cuando la desigualdad es estricta, este resultado admite una generalización apropiada
para el caso de un sistema de ecuaciones (ver por ejemplo [2]), empleando la versión
geométrica del teorema de Hahn-Banach.

Sin embargo, en el caso no estricto las soluciones no están acotadas a priori, lo que
impide la aplicación directa de los métodos de continuación de Leray-Schauder. Para
el caso escalar, esta dificultad puede evitarse perturbando la ecuación y empleando el
teorema de Arzelá-Ascoli a fines de obtener una sucesión de soluciones aproximadas
que converge a una solución.

En este trabajo mostraremos que este procedimiento no siempre puede extenderse
para sistemas de ecuaciones, y presentaremos algunas situaciones en donde tal exten-
sión es posible. Para estos casos, además, empleando la invariancia por homotoṕıa del
grado de Leray-Schauder probaremos que el uso del teorema de Arzelá-Ascoli puede
evitarse.
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Un método de shooting bidimensional para un problema de Neumann no
lineal

Algunos modelos recientes de la teoŕıa de electrodifusión han llevado a considerar
problemas no lineales de segundo orden del tipo

y′′(x) = f(t, y(x), y(0), y(1))

con condiciones de Neumann
y′(0) = y′(1) = 0.

En [1], se ha estudiado un caso general, en el que f satisface condiciones del tipo
Landesman-Lazer. Sin embargo, dichas condiciones no se cumplen para la no-linealidad
dada por

f(x, y, y0, y1) := y
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para la cual se ha demostrado en [3] la existencia de soluciones positivas bajo la
siguiente restricción en los parámetros f́ısicos l, λ > 0 y D ∈ (0, 1):

λ ≥ 2l
(

1− 1
(1 + l)2

)
D2.

El motivo esencial de esta restricción radica en la dificultad de obtener cotas a priori
de las soluciones, lo que impide la aplicación directa de los métodos de continuación
de Leray-Schauder.

En esta charla se presenta el principal resultado de [2], en el que se prueba la
existencia de soluciones eliminando la anterior restricción. La demostración se basa en
un método de shooting bidimensional, que permite reducir el problema a la obtención
de un cero de una aplicación continua T : R2 → R2. Mediante una serie de acotaciones,
y empleando un resultado de desigualdades diferenciales, se muestra que el grado de
Brouwer de T sobre una región apropiada es distinto de cero, de donde se concluye
que el problema tiene al menos una solución.
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Distribución asintótica de autovalores en dominios de medida infinita

En el trabajo enunciamos y demostramos teoremas referidos al estudio de la dis-
tribución asintótica de autovalores del problema de autovalores del p-laplaciano en
Ω ⊂ R con condiciones de contorno Dirichlet en ∂Ω, y 1 < p < +∞:



−(|u′|p−2u′)′ = λ|u|p−2u

Los lemas necesarios fueron planteados desde un punto de vista de la teoŕıa de números
y aplicados particularmente para resolver el problema nombrado. En [5] y en [3] se
resuelve el problema citado para un dominio Ω ⊂ R para el cual |Ω|1 =

∑∞
j=0 = j−1/d,

donde d es el contenido de Minkowski de ∂Ω y se concluye que

N(λ) = #{j ∈ N : λj ≤ λ} = π−1
p |Ω|λ1/p + π−d

p ζ(d)λ1/p + o(λ1/p)

Nosotros generalizamos el resultado para dominios tales que |Ω|1 =
∑∞

j=0 = g(j)
con h ∈ Gd una familia de funciones con g(x) := h−1(1/x), f(x) := h(1/x)−1. Y
consideramos los casos en que el dominio es de medida finita e infinita. Los resultados
obtenidos son para Ω de medida finita, si 0 < d < 1

N(λ) = #{j ∈ N : λj ≤ λ} = π−1
p |Ω|λ1/p + π−d

p ζ(d)f(λ1/p) + o(f(λ1/p))

si la medida de Ω es infinita, obtenemos la fórmula asintótica no estándar

N(λ) = #{j ∈ N : λj ≤ λ} = π−d
p ζ(d)f(λ1/p) + o(f(λ1/p)),

donde ahora d > 1.
El trabajo esta disponible en el arxiv en http://arxiv.org/abs/0906.2198.
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Coeficientes en la ecuación de bifurcación de órbitas periódicas
en el dominio frecuencia

Utilizando métodos de balance armónico las soluciones periódicas de un sistema
dinámico paramétrico pueden ser analizadas como los ceros de una ecuación algebraica
[3]. Para ello es importante tener una metodoloǵıa lo más sencilla posible para obtener
los coeficientes de la ecuación de bifurcación hasta el mayor orden posible.

Sea un sistema dinámico S representado como un sistema lineal de entrada-salida
(Le)(s) = −G(s, µ)(Lu)(s), y una realimentación no lineal definida por u = f(y, µ);
donde L(.) es la transformada de Laplace, µ ∈ IR es el parámetro de bifurcación,
G(s, µ) ∈ ICm×l es la función transferencia y f : IRm × IR → IRl es Cr.

Sea e = −y, ê localmente la única solución de G(0, µ)f(e, µ) + e = 0 y sea J =
(Df)ê la matriz jacobiana en el equilibrio.



Supongamos que existe una única función caracteŕıstica simple de la función trans-
ferencia de lazo abierto G(iω, µ)J , que notamos λ̂(ω, µ), verificando λ̂(ω0, µ0) = −1
para una única frecuencia ω0. Entonces las soluciones de la ecuación

θ
(
λ̂(ω, µ) + 1 + θ2ξ1(ω, µ) + θ4ξ2(ω, µ) + · · ·+O(θ2k+2)

)
= 0, (1)

están en correspondencia uno a uno con las soluciones periódicas de pequeña amplitud
(θ) del sistema S con peŕıodo cercano a 2π/ω0, de acuerdo sólo al primero de los
postulados del teorema de bifurcación de Hopf con el método frecuencia [1], con lo
cual (1) considera todos los casos degenerados de Hopf asumiendo la existencia de
una única función caracteŕıstica simple.

A (1) la denominamos ecuación de bifurcación de alto orden de soluciones periódi-
cas, donde las expresiones de ξk(ω, µ) se obtienen al considerar el balance armónico
de una solución de orden 2k.

Hasta el momento, en diversos trabajos, se han dedicado numerosos esfuerzos para
obtener expresiones para ξk(ω, µ), en [1] se dan fórmulas expĺıcitas hasta k = 2, en [2]
hasta k = 4 y en ambos una metodoloǵıa algebraicamente muy compleja para obtener
las de orden mayor. Presentamos un nuevo algoritmo para el cálculo de ξk(ω, µ)
hasta cualquier orden, el cual es más eficiente y junto con el uso de la computación
simbólica alivian su implementación, tanto en su aplicación en ejemplos de interés
como aśı también en el estudio teórico de casos degenerados de bifurcaciones de Hopf.
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y la Teoŕıa de Singularidades, preprint.

Conferencia Invitada
Griselda Itovich
Universidad Nacional de Rı́o Negro, Sede Alto Valle

Bifurcación de ecuaciones diferenciales con retardo en el dominio
frecuencia: Una generalización

Un enfoque que permite analizar ecuaciones diferenciales con retardos temporales
(EDR), como

ẋ(t) = f(x(t), x(t− τ), λ)

donde x ∈ Rn, f : R2n × R → Rn, f ∈ C2, τ ∈ R+, λ ∈ R, es la metodoloǵıa en
el dominio frecuencia. Para esto es necesario incorporar nuevas variables de entrada
y salida, aplicar una transformada de Laplace e interpretar el modelo resultante,
separando una parte lineal y otra no lineal, como un sistema realimentado. En este
contexto, se puede estudiar el fenómeno de bifurcación de Hopf, por medio de una
adaptación del teorema de Hopf gráfico [1]. Una de las ventajas notables que puede
ofrecer este enfoque, que se aplica también en el estudio de bifurcación en ecuaciones
diferenciales ordinarias [2], se refiere a la posibilidad de reducir la dimensión del
espacio original de soluciones. Además, se sabe que cuando el problema a analizar
puede reducirse al caso unidimensional, el método presenta varias simplificaciones.
En este trabajo, se propone considerar el caso más general donde el tratamiento en
el dominio frecuencia no es unidimensional. Para esta situación, la determinación de
expresiones aproximadas para las soluciones periódicas emergentes, requiere el cálculo
de nuevas magnitudes (antes triviales) que complejizan la aplicación de la metodoloǵıa
propuesta. En este marco, también se propone el análisis de algunas degeneraciones
del teorema clásico de la bifurcación de Hopf.



La importancia del análisis de sistemas de EDR, puede relacionarse con múltiples
aplicaciones como el estudio de modelos de redes neuronales, poblacionales, mecanis-
mos biológicos asociados con las llamadas “enfermedades dinámicas”, en sistemas de
comunicaciones congestionadas por retardos de transmisión, etc.

Trabajo en colaboración con J. Moiola, A. Bel y W. Reartes.

Referencias

[1] Mees, A. I. y Chua, L. O. (1979). “The Hopf bifurcation theorem and its applications
to nonlinear oscillations in circuits and systems,” IEEE Transactions on Circuits and
Systems 26(4), 235-254.

[2] Moiola, J. L. y Chen, G. (1996). Hopf Bifurcation Analysis: A Frequency Domain Ap-
proach, World Scientific, Singapur.

Autor: Constanza Sánchez de la Vega
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Problemas de control óptimo con evolución de Volterra y
restricciones en el estado

La teoria clásica de control óptimo fue originalmente desarrollada para tratar
con sistemas controlados que evolucionan según una ecuación diferencial ordinaria.
Sin embargo, se ha visto que ciertos problemas derivados de la f́ısica, la bioloǵıa
y la economı́a no pueden ser descriptos correctamente por una ecuación diferencial
ordinaria. Una gran cantidad de estos sistemas pueden ser descriptos por ecuaciones
integral de tipo Volterra, es decir, dado u(t) ∈ Rm el control, el estado y(t) ∈ Rn

evoluciona según una ecuación del tipo:

y(t) = y0 +
∫ t

0

f (t, s, u (s) , y (s)) ds t ∈ [0, T ] (1)

Los problemas de control óptimo donde el estado evoluciona según una ecuación
de Volterra ha recibido la atención de varios autores, como por ejemplo Vinokurov
en 1969 [7], Bakke en 1974 [1] y Carlson en 1987 [4]. Más recientemente, modelos
incluyendo retardo no lineal en el estado fueron formulados por Burnap y Kazemi en
1999 [3] y en de la Vega 2006 [5] se prueban condiciones necesarias para un problema
de tiempo final y control óptimo con evolución de tipo Volterra y restricciones en el
estado en el tiempo final. Por el momento no se han probado condiciones necesarias
para un problema de control óptimo donde el estado evoluciona según una ecuación
de Volterra y con restricciones puras en el estado para todo tiempo del intervalo del
tipo:

g(y(t)) ≤ 0 para todo t ∈ [0, T ]. (2)

Numerosas diferentes versiones del Principio de Pontryagin para estados que evolu-
cionan según una ecuación diferencial y con restricciones en el estados fueron dados
en la literatura. Se puede ver el estado del arte en el survey de Hartl et al. 1995 [6].

En este caso, consideramos el problema de control óptimo:

mı́n
(u,y)

J(u, y) =
∫ T

0

` (u(t), y(t)) dt+ Φ(y(T )) u(t) ∈ U ,

sobre todos los pares admisibles que verifican la ecuación (1) y las restricciones
(2).



Siguiendo la formulación del Principio del Mı́nimo dada por [2] para sistema que
evolucionan según una ecuación diferencial ordinaria, se prueba una extensión del
Principio del Mı́nimo para sistemas que evolucionan según una ecuación integral del
tipo Volterra con restricciones en el estado. Este es un trabajo en colaboración con
J.F. Bonnans (INRIA-Saclay and Ecole Polytechnique, Palaiseau, France).
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Soluciones de Ecuaciones Integro-Diferenciales parabólicas asociadas
a modelos tipo Black-Scholes con saltos

La ecuación de Black-Scholes para valuar opciones ha adquirido gran importancia
en los últimos años, y ha sido estudiada por numerosos autores (ver, por ejemplo,
[A], [H], [I]). En principio, este modelo supone que el activo subyacente es una ac-
ción cuyo valor sigue un movimiento geométrico Browniano, donde la variación en el
precio marginal se debe esencialmente a la oferta y la demanda del respectivo activo.
Asimismo, podemos considerar las posibles variaciones en el precio de la acción debido
a información relevante proveniente de la propia compañ́ıa o su respectiva industria.
En función de esta situación habrá momentos de ”calma” y momentos en los que
se producen variaciones bruscas en los precios (”saltos”). En consecuencia, podemos
pensar el arribo de esta nueva información como un proceso de punto, y en particu-
lar notar que verifica los axiomas que rigen un proceso de Poisson, por lo tanto esta
componente en la valuación de la acción es modelado por un proceso de Poisson (ver
[M]). Si consideramos los dos componentes que pueden modificar el valor del activo
S, se obtiene la siguiente ecuación integro - diferencial parcial en las variables t y S :

0 =
1
2
σ2S2FSS + (r − λk)SFS − Ft − rF + λε {F (SY, t)− F (S, t)} (1)



En esta ecuación r es la tasa libre de riesgo, λes la intensidad del salto, k = ε(Y−1),
donde Y −1 es la variable aleatoria que representa el cambio en el precio del activo S,
si el proceso de Poisson ocurre, y ε es el operador esperanza sobre la variable aleatoria
Y, para mas detalles ver [M], [AA]. Se estudian generalizaciones del problema (1) con
condiciones de contorno adecuadas y aplicando el método de Galerkin se encuentra
la existencia de solución en dominios acotados.
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Singularidades de tipo repulsivo en sistemas periódicos

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales singular:{
u′′ + g(u) = p(t)
u(t+ T ) = u(t)

(1)

con g : RN\{0} → RN, continua acotada en RN\B1(0); p : R → RN continua,
T−periódica y de promedio 0:

∫ T

0
p(t)dt = 0. Se tiene además que que g tiene una

singularidad repulsiva en el origen. Es decir, que existe un c > 0 tal que

〈g(u), u〉 < 0 para 0 < |u| < c. (2)

Este problema fue estudiado entre otros por Solimini [Sol90] y describe por ejemplo
potencial electrostático entre dos cargas del mismo signo.

Para lidiar con la singularidad se estudian en [AM09] los problemas truncados:{
u′′ε + gε(u) = p(t)
uε(t+ T ) = uε(t)

(3)

con

gε(u) =


g(u) |u| ≥ ε

|u|
ε g
(
ε u
|u|

)
0 < |u| < ε

0 u = 0



Dadas ciertas condiciones y aplicando un resultado para el caso no singular, se
prueba existencia de soluciones uε para (3). Se investiga acerca del comportamiento
de la familia {uε} al tender ε→ 0 definiendo una noción de solución generalizada del
problema (1) y se estudian casos en los cuales (2) asegura que el ĺımite u : uε → u
sea solución generalizada de (1).

Finalmente se muestra una aplicación al problema de 2 cuerpos repulsivo pertur-
bado.
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Lugar: Depto. de Matemática, FCEyN, Universidad de Buenos Aires
Expositor: Anaĺıa Silva

Principio de Compacidad por concentración para exponente variable

En este trabajo se extiende el Principio de compacidad por concentración de
P.L.Lions [3] para el caso de exponente variable. El resultado obtenido es el siguiente:
Sea Ω ⊂ RN un abierto acotado y sean q(x) y p(x) funciones continuas tales que
p(x) < N y q(x) ≤ p(x) en Ω. Sea {uj} una sucesión débil convergente en W 1,p(x)

0 (Ω)
con limite débil u,tal que:

|∇uj |p(x) ⇀ µ débil-* en el sentido de las medidas.

|uj |q(x) −→ ν débil-* en el sentido de las medidas.

Además, suponemos que A = {x ∈ Ω: q(x) = p∗(x)} es no vacio, donde p∗(x) :=
Np(x)

N−p(x) con es el exponente cŕıtico de la inclusión de Sobolev. Entonces,para un con-
junto numerable de indices I tenemos:

ν = |u|q(x) +
∑
i∈I

νiδxi
νi > 0 (1)

µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
µi > 0 (2)

Sν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i ∀i ∈ I. (3)

Donde {xi}i∈I ⊂ A y S es la constante óptima en la desigualdad de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev para exponente variable. Dicho resultado puede ser utilizado para
resolver problemas con perdida de compacidad, en el caso de exponente variable,
siguiendo las ideas utilizadas para el caso constante de J.Garcia Azorero e I. Peral[1]
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Regularidad de Sobolev de soluciones débiles de ecuaciones
cuasilineales degeneradas

Consideremos ecuaciones eĺıpticas de la siguiente forma:

div A(x,Ou(x)) = g(x), (1)

en Br ⊂ Rn. Supongamos que A = (a1, . . . , an) ∈ C0(Br × Rn) ∩ C1(Br × Rn − {0})
es una función de Caratheodory y satisface las condiciones de estructura

c1w(x)(1 + |η|)p−2|ξ|2 ≤ ∂ai

∂ηj
ξiξj (2)

|ai|+
∣∣∣∣ ∂ai

∂xj

∣∣∣∣+ (1 + |η|)
∣∣∣∣∂ai

∂ηj

∣∣∣∣ ≤ c3w(x)(1 + |η|)p−1 for i, j = 1, . . . , n (3)

para todo ξ ∈ Rn, para casi todo x ∈ Br, con c1, c3 constantes positivas, η ∈ Rn,
p > 1. w denota una función de peso, que además está en la clase de Muckenhoupt
A1 uniformemente en cada coordenada. Supondremos también que g/w ∈ L2(Br, w).

El problema de examinar soluciones de ecuaciones eĺıpticas lineales degeneradas
en forma de divergencia fue tratado en [1], [2]. En [3] está desarrollada ampliamente la
teoŕıa para ecuaciones degeneradas no lineales. En este trabajo abordamos regularidad
de Sobolev para soluciones débiles de (1) con la idea de generalizar los resultados de
[1]. (Por W 1,p(Br, w) denotamos espacios de Sobolev pesados)Mas espećıficamente
probamos
Teorema: Sea u ∈ W 1,p(Br, w), p ≥ 2, una solución débil de (1). Supongamos que
A satisface las condiciones de estructura (2) y (3), g/w ∈ L2(Br, w) y w está uni-
formemente en A1 en cada coordenada. Entonces u ∈ W 2,2(B r

2
, w) y las derivadas

segundas de u satisfacen∫
B r

2

|Diju|2(1 + |∇u|)p−2dx <∞ i, j = 1, . . . , n.
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Teoremas de densidad para una ecuacion hipoeĺıptica

Consideramos los campos de R3 dados por X1u = ux − y
2uz y X2 = uy + x

2uz y
sea Xi,ju = 1

2 (XiXju + XjXiu) y Hu la matriz de 2x2 Hu = (Xi,ju), i, j = 1, 2.
Sea Hx0,y0,z0 = {(x, y, z) : z − z0 = 1

2 (x0y − y0x)}.Si Ω es un abierto de R3 decimos
que u definida en Ω es convexa si vale que u((1 − λ)(x0, y0, z0) + λ(x, y, z)) ≤ (1 −
λ)u(x0, y0, z0) +λu(x, y, z) para todo (x, y, z) ∈ Hx0,y0,z0 ∩Ω, para todo (x0, y0, z0) ∈
Ω.



Dado Ω abierto y acotado en R3 y p0 = (x0, y0, z0) ∈ Ω, consideramos la siguiente
clase de funciones:

Λp0 = {u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) : u ≥ 0 en ∂Ω, u(p0) ≤ −1} y vamos a asumir la
siguiente conjetura (que llamaremos de ABP): Existe a > 0 dependiendo solamente
de Ω tal que

∫
Cu

(detHu(x, y, z))2dxdydz ≥ a para toda u ∈ Λp0 y donde
Cu = {(x, y, z) ∈ Ω : γu = u} y γu(x, y, z) = sup{v(x, y, z) : v es convexa, v ≤

u en Ω}.
Asumiendo la conjetura ABP, vamos a probar teoremas de densidad en los cilin-

dros Cδ = {(x, y, z) : max{r, |z| 12 } < δ} para el operador Traza(AHu) donde
A = (ai,j(x, y, z)) es una matriz 2x2 estrictamente eliptica.
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El espacio de Sobolev periódico de orden fraccionario y la
continuidad simultánea de la operación de traza sobre una familia de

curvas

Se define una familia S de curvas cerradas y suaves que se designan con Γγ donde
γ es una “adecuada” parametrización de la curva, en el sentido que satisface ciertas
propiedades que se vuelven naturales al demostrar que es posible describir los espacios
de Sobolev fraccionarios H1/2(Γγ) de un modo uniforme que no dependa de la función
particular γ.

Para tales curvas se introduce otro modo de enfocar la norma del espacio de
Sobolev fraccionario que denotamos con H1/2(γ) y que se obtiene de otro concepto
que proviene del análisis de Fourier clásico, que es el de las funciones 2π−periódicas
con la regularidad de las funciones deH1/2, que denotamosH1/2

2π . Se define este espacio
de Sobolev de orden 1/2 en [0, 2π] dando su norma en términos de los coeficientes
de Fourier ck de f de la siguiente manera H

1/2
2π = {f :‖ f ‖2

H
1/2
2π

=
∑

k∈Z | ck(f) |2

(1 + k2)1/2 <∞}.
Esta norma puede describirse prescindiendo de la serie de Fourier como ‖ f ‖2

H
1/2
2π

≈∫ 2π

0

| f(t) |2 dt+
∫ 2π

0

∫ 2π

0

| f(t)− f(s) |2

(sin t−s
2 )2

dt ds.

A partir de este enfoque de la norma de H
1/2
2π se define el espacio de Sobolev

asociado a una parametrización γ de clase C1 de una curva plana cerrada Γ como
H1/2(γ) = {ϕ : ϕ ◦ γ ∈ H

1/2
2π } con la norma ‖ ϕ ‖H1/2(γ)= ‖ ϕ ◦ γ ‖

H
1/2
2π
, donde

ϕ : Γ → R y γ es una parametrización sobre [0, 2π] de Γ.
Se prueba que para toda curva parametrizada por γ ∈ S, los espacios H1/2(Γγ) y

H1/2(γ) coinciden como conjuntos y las normas son equivalentes, con constantes de
equivalencia que sólo dependen de los parámetros de la familia de curvas S. Más aún,
ambos espacios son isomorfos como espacios de Banach con el espacio H1/2

2π a través
del isomorfismo ϕ 7→ ϕ ◦ γ.



Finalmente, componiendo el operador de traza clásico con estos isomorfismos se
demuestra la continuidad de la operación de traza sobre una curva de S considerada,
para v ∈ H1

0 (Ω) fija, como una aplicación de S en H
1/2
2π dada por γ 7→ Tγv.

Trabajo en colaboración con Hugo Aimar.
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Lugar: Depto. de Matemática, FCEyN, Universidad de Buenos Aires

Cálculo de estados fundamentales para la ecuación relativista de
Schrödinger cúbica

En las primeras formulaciones de la Mecánica Cuántica, en la década de 1920, uno
de los problemas que se afrontaba era la de conjugar los resultados y las predicciones
de la incipiente nueva teoŕıa con las también nueva Teoŕıa de la Relatividad. El sencillo
problema de las ecuaciones del movimiento de una part́ıcula libre cargada viajando a
una velocidad cercana a la de la luz requeŕıa conjugar y armonizar ambas puntos de
vista. Los modelos condujeron a la expresión, ya adimensionalizada, de la ecuación
relativista de Schrödinger

iψt (t, x) =
(√

m2 − ∂2
x −m

)
ψ(t, x)− V

(
x, |ψ|2

)
ψ

donde ψ es la función de onda de la part́ıcula, m es su masa y V es el potencial no
local de interacción. En el caso de una part́ıcula libre el potencial V usado es el de
la interacción columbiana que conduce a un potencial del Hartree (convolución del
núcleo singular con el cuadrado del módulo de la función de onda), pero también se
puede considerar un potencial V que sólo tenga en cuenta la densidad de carga, por
ejemplo V = |ψ|2, lo que plantea una ecuación relativista de Schrödinger cúbica.

En 2005, J. Fröhlich ([Froh])probó la existencia de estados fundamentales impulsa-
dos (”boosted groud states”, los únicos que son compatibles con el carácter relativista
de esta ecuación) para el caso en que V es del tipo Hartree, pero aún no existe prueba
de la existencia de tales estados para el caso de la ecuación cúbica.

En este trabajo presentamos algunos resultados dirigidos a la prueba de la exis-
tencia de estados fundamentales para la ecuación cúbica. El primer objetivo es us-
ar técnicas espectrales para la obtención de un método numérico adecuado a esta
ecuación pseudodiferencial. Esto permitiŕıa obtener el perfil de un estado fundamen-
tal por minimización directa de la enerǵıa, como un problema de búsqueda de óptimo
sujeto a restricciones sobre la norma de la solución. El método de minimización se
inicia en una solución del problema diferencial aproximado, el cual es calculado ex-
pĺıcitamente. Como antecedente de este tipo de técnica tenemos lo hecho por W. Bao
en [B-T], donde desarrolla este tipo de método en el estudio de técnicas numéricas
aplicadas a la solución fundamental en los condensados de Bose-Einstein.
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Existencia y unicidad global para la ecuación del calor no-clásica
n-dimensional

Se considera el dominio n-dimensional Ω = (0,+∞) × Rn−1 y el problema de
contorno siguiente para la temperatura u = u(x, y, t), definida para x > 0, y ∈ Rn−1

y t > 0, que satisface:

∂u

∂t
−∆u = −F (ux(0, y, t)), en Ω× (0,+∞), (1)

u(0, y, t) = 0, y ∈ Rn−1, t > 0, (2)

con la condición inicial

u(x, y, 0) = h(x, y) en Ω, x > 0, y ∈ Rn−1, (3)

donde h es la temperatura inicial y −F representa la fuente de enerǵıa interna que
depende del flujo de calor sobre la frontera del dominio. El problema está motivado
por la modelización de la regulación de la temperatura en el medio [BTV, TV].

Utilizando la función de Green [F] para el dominio Ω se encuentra para la solución
u = u(x, y, t) una representación integral en función del flujo de calor V (y, t) =
ux(0, y, t) que es una incógnita suplementaria del problema. Se obtiene que V debe
satisfacer una ecuación integral de Volterra de segunda especie en el tiempo t y con
parámetro y ∈ Rn−1. Bajo ciertas condiciones sobre los datos del problema h y F se
demuestra que existe una única solución local que puede extenderse globalmente en
el tiempo [M]. Se generalizan resultados obtenidos en [TV] para el caso n = 1.

Trabajo en colaboración con M. Bouckrouche.
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El oscilador armónico fraccionario: extensión y desigualdad de
Harnack

En la presente comunicación presentaremos algunos resultados de la tesis doctoral
(en curso) del expositor.

Motivados por los trabajos sobre problemas no lineales asociados al Laplaciano
fraccionario publicados por Luis Caffarelli, Luis Silvestre y colaboradores [1, 2, 3,
4, 5], definimos de forma natural las potencias fraccionarias positivas del oscilador
armónico Hσ = (−∆ + |x|2)σ, 0 < σ < 1 y encontramos una fórmula puntual para
Hσf(x), x ∈ Rn. Como en el caso del Laplaciano fraccionario [2] podemos realizar
el oscilador armónico fraccionario como un operador de tipo Dirichlet-to-Neumann a
través de un problema de extensión al semiespacio superior. Finalmente, usando esta
caracterización, obtenemos una desiguadad de Harnack para Hσ.
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Sobre las soluciones de una ecuación de reacción-difusión

Estudiamos la existencia de soluciones no negativas de la ecuación de reacción-difusión{
ut = ∆u+ f(u), x ∈ RN , t > 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN , t = 0, (1)

donde el dato inicial u0 es no negativo. Damos condiciones sobre u0 y f para la
existencia de solución global del problema. Además, bajo dichas hipótesis, estudiamos
la tasa de decaimiento de la norma ‖u(., t)‖L∞ que se corresponde con el obtenido en
[1] para el caso particular f(u) = up. Finalmente, utilizamos el método de entroṕıa
para obtener la tasa de decaimiento de la norma ‖u(., t)‖L2 . Este método ya ha sido
utilizado anteriormente para estudiar el decaimiento de las soluciones de distintos
tipos de ecuaciones parabólicas, ver por ejemplo [2], [3] donde se aplica a una ecuación
del tipo Fokker - Planck y [4] donde se aplica a (1) para el caso en que f(u) = up.
Este estudio permite ampliar el rango de aplicabilidad del método de entroṕıa.
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Comportamiento asintótico de soluciones de un modelo hiperviscoso
para un fluido incompresible.

Es bien conocida la importancia del sistema incompresible de Navier-Stokes en el
estudio de la mecánica de fluidos y las distintas áreas de aplicación que incluyen a
la F́ısica, la Ingenieŕıa y otras disciplinas. También son conocidas las dificultades que
presenta el estudio de las soluciones globales de dicho sistema. Varios métodos han
sido desarrollados para probar la existencia de las soluciones globales de Navier-Stokes
en Rn.

Uno de ellos es el método de hiperviscosidad propuesto por J.-L. Lions que consiste
en reemplazar el Laplaciano −4 por la suma −4+α(−4)−l/2, l > 2. El sistema de
Navier-Stokes con hiperviscosidad fue concebido como una perturbación del sistema
de Navier-Stokes cuyas soluciones son aproximadas por las del sistema hiperviscoso.
En un dominio acotado de R3, J.- L. Lions prueba la existencia de una única solución
regular para l ≥ 5/2 ([3]). En este trabajo consideramos soluciones globales en tiempo
del siguiente modelo hiperviscoso para un fluido incompresible

ut − ν4u+ α(−4)
l
2u+ (u.∇)u+∇p = 0

∇. u = 0,
u(0) = u0,

cuya existencia en ciertos espacios funcionales se muestra en [2], estudiamos la estabil-
idad de dichas soluciones comparando las soluciones de ambos modelos y mostramos,
mediante el empleo de técnicas análogas a las utilizadas en [1], que las tasas de de-
caimiento de las soluciones globales en ambos modelos coinciden.
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Sobre Existencia y unicidad de solución en serie de potencias en
Difusión-Reacción no lineal

Se demuestra la existencia y unicidad para la solución de un problema de contorno
no lineal, con la estructura de una serie de potencias en la variable espacial. La
ecuación diferencial describe un proceso de difusión-reacción cataĺıtica con cinética
no lineal, muy frecuente en las aplicaciones industriales.

En un trabajo anterior ya presentado ([5]), se presentaba una solución, suponiendo
la convergencia de la serie. Ahora, usando un teorema conocido de punto fijo, se
demuestra que, para cierto rango de los parmetros de la cinética en juego en los casos
analizados, existe solución única, dada por tal serie.
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