APROXIMACION NUMERICA DE LA DERIVADA PROPORCIONAL DE CAPUTO.
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Consideremos una funcién escalar u, absolutamente continua sobre el intervalo [0, b] con b > 0. La derivada
proporcional de Caputo de orden « € (0,1) para u, introducida en [1], se define por

pou(t) = I ! ] /0 (K1(a, T)u(r) + Koo, ) (7)) (¢t — 7) " dr, t € (0,0
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donde Ko, Ky : [0, 1] x [0,b] — R>q son funciones continuas que satisfacen las siguientes condiciones:

Kilo,t) #0,  Vte (0,b],i=0,1

lim Ko(a,t) =0, lim Ko(a,t) =1
a—07t a—1~

lim Ki(a,t) =1, lim Ki(a,t) =0.
a—0t a—1-

Es claro que la derivada proporcional de Caputo puede escribirse en términos del operador integral de
Riemann-Liouville de orden 1 — «a, Ill%zo‘, en la forma

D = I Kru + Kot

En general, el cdlculo exacto de D%, u no es posible, aunque esto depende fuertemente de la funcién u
considerada, de los nucleos Ky y K1, y del orden «. Por este motivo, resulta relevante contar con algun
método que permita aproximar dicha derivada.

En este trabajo, proponemos una regla numérica que permite aproximar la derivada proporcional de
Caputo, mediante una suma ponderada de evaluaciones en los nodos de una malla arbitraria del intervalo
[0,¢] para t € (0, b]. El método propuesto se basa en una regla de cuadratura (del tipo trapecios, con linea-
mientos similares a los considerados en [2,3]) para aproximar la integral fraccionaria I}io‘ en combinacién
con una discretizacion (del tipo diferencias finitas) de la derivada u’. Concretamente, la regla propuesta
es:
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Dy lCu(ty = ¢ (’Cljuj + Koj ?_:Jl)

=0 J j—1
donde uy vy ;i denotan las evaluaciones de u y KC;, respectivamente, en el nodo t; de la malla; mientras
que los coeficientes c¢; dependen del orden de la derivada y de los nodos de la particién.
La regla propuesta brinda una aproximacién de la derivada proporcional de Caputo en el sentido otorgado
por la siguiente estimacién del error; en particular, se observa que la aproximacién mejora conforme se
refina la particion considerada.

TEOREMA Sea II una particién arbitraria del intervalo [0, ¢] con ¢ € (0, b]. Entonces

D%cu(t) — DS PCu(t)] < ¢t~ *diam(I0)

Num

donde C es una constante positiva independiente de la particién elegida.



Mediante ejemplos concretos ilustramos la aplicabilidad de la regla y corroboramos la estimacion obtenida.
Actualmente, estudiamos el uso de la regla propuesta para obtener métodos de aproximacién numérica
en problemas de valores iniciales, en principio, del tipo:

{D%cuos) = f(tult)),
u(0) = po.

Trabajo en conjunto con Gabriel Monzon (Universidad Nacional de General Sarmiento).
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