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Las nociones fundamentales de distancia entre espacios métricos por una parte, y de distancia entre me-
didas por otra, están bien desarrolladas y han adquirido una relevancia reciente por los trabajos de Misha
Gromov en Geometŕıa y por la teoŕıa del Transporte Óptimo. En este trabajo conjugamos estas ideas
para definir conceptos de distancias entre espacios métricos con medidas de probabilidad y aplicarlos al
análisis de datos de SUBE en AMBA. En particular consideramos la extensión de dos de los conceptos
que Misha Gromov introduce en [4], el enfoque Gromov-Lipschitz y el enfoque Gromov-Hausdorff, com-
binados con varios de los conceptos de distancia entre medidas probabiĺısticas, en particular con la de
Kantorovich - Rubinstein - Wasserstein (Ver[5]). Antecedentes de estas ideas pueden encontrarse en [2].
Para la aplicación al transporte público registrado por SUBE en AMBA usamos [1] y para las métricas
difusivas mencionamos los trabajos pioneros de Coifman y Lafon [3].

Sean (X, d, µ) e (Y, δ, ν) dos espacios métricos con µ y ν probabilidades borelianas. Sea Λ = {f : (X, d)→
(Y, δ) bi − Lipschitz} y, si Λ 6= ∅, para cada f ∈ Λ definimos las medidas probabiĺısticas µ̃f = ν ◦ f y
ν̃f = µ ◦ f−1. Sea ρX una distancia entre medidas probabiĺısticas en X y ρY una distancia entre medidas
probabiĺısticas en Y . Definimos la distancia de Gromov-Lipschitz con ρX y ρY entre (X, d, µ) e (Y, δ, ν)
como

dρXρYGL ((X, d, µ), (Y, δ, ν)) = ı́nf
f∈Λ
{| log dil(f)|+ | log dil(f−1)|+ ρX(µ, µ̃f ) + ρY (ν, ν̃f )}

donde dil(f) = supx1 6=x2
δ(f(x1),f(x2))

d(x1,x2) es el coeficiente de dilatación de f .

Para el enfoque de Gromov-Hausdorff consideramos la familia Z de todos los espacios métricos (Z, ∂)
tales que (X, d) e (Y, δ) están inmersos isométricamente en (Z, ∂). También consideramos las familias
I(X,Z) e I(Y,Z) de todas estas inmersiones isométricas ϕ : X → Z y ψ : Y → Z respectivamente. Dadas
ϕ ∈ I(X,Z) y ψ ∈ I(Y, Z) consideramos los respectivos “push forward” de µ y ν por ϕ y ψ para obtener
dos medidas de Borel probabiĺısticas en (Z, ∂) como µϕ = µ ◦ ϕ−1 y νψ = ν ◦ ψ−1. Entonces como µϕ y
νψ son medidas de probabilidad en (Z, ∂) podemos calcular, por ejemplo, su distancia de Kantorovich en
(Z, ∂) y aśı definir la distancia de Gromov-Hausdorff entre (X, d, µ) e (Y, δ, ν) como

dKGH ((X, d, µ), (Y, δ, ν)) = ı́nf
(Z,∂)∈Z
ϕ∈I(X,Z)
ψ∈I(Y,Z)

máx{dH,∂(ϕ(X), ψ(Y )), dK,∂(µϕ, νψ)}

donde dH,∂ denota la distancia de Hausdorff entre conjuntos de Z y dK,∂ la de Kantorovich (Wasserstein
1) en (Z, ∂).

Para estas dos cantidades dρXρYGL , dKGH , probamos propiedades métricas básicas y las aplicamos al análisis
de datos provistos por el sistema SUBE en el AMBA, modelizado por grafos no dirigidos ponderados y con
distintos atributos en los vértices, que son casos especiales de espacios métricos con medida probabiĺıstica.

Trabajo en conjunto con Hugo Aimar (IMAL, CONICET, UNL, CCT CONICET Santa Fe, Argentina)
y Ivana Gómez (IMAL, CONICET, UNL, CCT CONICET Santa Fe, Argentina).
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